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Comparaison des énergies dépensées
en flambage plastique

Quoc Son NGUYEN

Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649 Ecole polytechnique,
91128 Palaiseau, France

Résumé. La comparaison du niveau d’énergie aprés bifurcation est un probléme classique du
flambage élastique. Cette comparaison est encore envisageable en flambage plastique a
travers la notion de I’énergie dépensée, qui étend 1’expression de I’énergie potentielle to-
tale aux systemes dissipatifs. La difficulté principale concerne le cas pathologique d’un
point de bifurcation obéissant aux hypothéses du module tangent et de charge totale. Le
systéme peut bifurquer avec ou sans 1’apparition et I’extension d’une zone de décharge
évanescente. On montre que, dans tous les cas, la différence de I’énergie dépensée entre
la branche fondamentale et la branche bifurquée est d’ordre 3 par rapport 4 la compo-
sante modale, d’une facon analogue aux résultats obtenus en bifurcation élastique sous
charge croissante. Par ailleurs, la branche bifurquée a un niveau plus bas sous une cer-
taine condition de symétrie.
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Energy comparison in plastic buckling

Abstract. The comparison of energy levels is a classical problem in elastic buckling. In plastic
buckling, this comparison can also be done through the notion of energy expense,
which is an extension of the potential energy of conservative systems to dissipative
systems. The diff erence of the energy expenses associated with the fundamental and the
bifurcated branches just after bifurcation is discussed here in standard plasticity. The
principal difficulty concerns bifurcation points satisfying the conditions of tangent
modulus and total loading. In this particular situation, bifurcation may occur with or
without elastic unloading. It is established in all cases that, as in elastic bifurcation
with increasing load, the diff erence of energy expenses is of order 3 with respect to the
modal component and that bifurcated branch has a lower energy expense under a
certain condition of symmetry,

bifurcation / plastic buckling / energy expense

Abridged English Version

The comparison of energy levels is an important problem in stability and bifurcation analysis. The
theory of elastic buckling provides the general answer available for conservative systems which states
that at a same load the bifurcated branch of increasing load has a lower energy level and the difference
of the total potential energy is of order 3 with respect to the modal component [5].

In incremental plasticity, for a solid under conservative loading controlled by a load parameter 4, it
is well known that the notion of energy expense can be introduced and extends the notion of total



energy potential to dissipative systems [1]. This energy represents the energy furnished by the
external world to deform the system and to maintain the control setup. At a bifurcation point, the
difference of energy is generically of order 2 with respect to the modal component and this
difference can be obtained from the values of Hill functional associated with the fundamental rate
and the bifurcated rate of displacement. However, at a bifurcation point satisfying the assumption of
tangent modulus (also called in plastic buckling as the assumption of elastic comparison solid),
second order terms are identical for both branches and the computational of the difference of energy
must involve higher order terms.

A discussion based on Hutchinson's results on post-bifurcation analysis is given here for generalized
standard models of plasticity. This framework gives a convenient and large description on the evolution
of the current incremental modulus which plays an important role in the post-bifurcation behaviour. In
particular, symmetry property [equation (4)], which plays an important role in post-bifurcation analysis
and in various energy estimates, will be used here for all energy comparisons. This assumption is
fullfilled when the plastic criterion, expressed in terms of thermodynamic forces, does not depend on
the present internal state. It is just satisfied by all usual models of plasticity, in particular in all
examples of elastic—plastic beams. Although not necessary, this assumption permits a quick answer to
the energy comparisons.

The two possibilities of bifurcation, with or without unload zones, are considered in the light of
Hutchinson’s analysis. The associated energy expenses are computed. For bifurcation without unload
zone, the difference of energy expense, compared to the fundamental response, is of order 3 with
respect to modal component and the bifurcated branch has lower energy if bifurcation takes place with
increasing load. For bifurcation with unload zone, Hutchinson’s results lead also to a difference of
energy expenses of order 3 with respect to modal component. This result is available for solids of
arbitrary form near the unloaded zone, in contrast with the dependence of the exponent § of the
asymptotic expansion on the local geometry. Thus for all beams of arbitrary seckion for example, the
energy difference is of order 3 although f may be 1/3 or 2/5 in the case of circular or rectangular
sections. Energy expense is also lower for the bifurcated branch within the assumption of symmetry
[equation (4)]. The obtained results are thus very similar to classical results in the theory of elastic
bifurcation when bifurcation takes place under increasing load.

1. Préliminaires

En plasticité incrémentale, on peut introduire la notion d’énergie dépensée associée a une évolution
statique ou dynamique quelconque d’un solide partant d’un état initial (instant 0) a un état final (instant

O, [11:
<
E’fzf f b:VidVdr - A(E){F, u(&)} + 4 0) {F,u(0)} (1)
s lv
La somme de cette énergie avec I'énergie cinétique représente 1’énergie fournie par 1’extérieur pour
déformer le systeme de 1’état initial a I’état final, et pour maintenir le contrdle sous la forme donnée
lorsque le solide est soumis a des déplacements imposés et des forces de volume et de surface F, pilotés
par un parametre de contrdle 4. Dans cette expression, b désigne la contrainte nominale de Boussinesq,
V est le volume de référence en description lagrangienne du solide. L’énergie dépensée se réduit a
’énergie potentielle totale pour un solide €lastique.
La comparaison de I’énergie dépensée apres bifurcation plastique est I’objet de cette note. En effet,
on peut comparer les dépenses d’énergie associées a deux trajets différents partant d’un méme état



initial, comme c’est le cas en un point de bifurcation. Dans le cadre des matériaux standard généralisés,
on rappelle que la loi de comportement s’écrit commodément a partir des expressions de 1’énergie libre
volumique W et du critére de plasticité f, qui dépendent de 1’état de défermation et d’état interne
(Vu, x):

bmWy, A==W,, =ufa 120, (A )0, uf=0 )
11 en résulte le comportement incrémental :
8V“(Vu) @(Vu)-—Vu D ¥ Vu——<M Vi >?,

f;A * W’l‘u
(f’A K f’A_f’;( A )IQ

soit, en charge plastique b = %" : Vi avec :

&= W’VuVu , M=

P =P MM, #Vi)= M:Viu - 3
X( L{) (f,AcW,XZ.ﬂg_ﬁx 4 )uszl ()

En remarquant que % dépend de Vu et de yx, on peut écrire sa variation sous la forme

A [Vvl = gé{‘ Vv+a"?“: #(Vv). On peut en particulier énoncer la proposition suivante.
PROPOSITION 1. — La propriété de symétrie suivante est vérifiée :

Vi:0% [Vu']:Vv=Vu :0% [Vi]: Vv @

lorsque le critére de plasticité ne dépend pas de 1'état actuel.

En effet, cette propriété s’ obtient a partir de I’expression explicite de .#* et de £*. Pour #¢, C’est trés
simple car Vit : 0.° [Vu'] : Vv =W,pvuvu [ Vi, Vv, V' ]. Pour &, e calcul est plus complexe. Il
suffit par exemple de vérifier que aM[Vu™] : it = 9M[Vu] : Vu'. Cette vérification est fastidieuse

mais ne pose pas de difficulté particuliére, la présence du terme ;}X

La proposition 1 est satisfaite par la plupart des modéles de plasticité utilisés en petite déformation—
grand déplacement, en particulier par les modeles bilinéaires. La condition de symétrie annoncée,
triviale dans le cadre de 1'(hyper)-€lasticité, est entierement originale dans le cadre de la plasticité. Elle
permettra de simplifier certaines expressions de 1’analyse postcritique.

Soit C, et C, deux branches de réponse quasi statique se coupant en un point de bifurcation
(4., u.). Chaque branche est associée a une solution en vitesse au point de bifurcation u, u, et a une
zone plastique active V#, V2 . On rappelle que, par définition, la zone plastique active associée a
une solution en vitesse u est VZ ={x e Vif=0,M:Vu> 0}.

détruit a priori cette symétrie.

En notant la fonctionnelle de Hill par H(u)=| #(Vu)dV - X{F, u}, il est classiquement
connu que : Y
- s5i V2 < VB, alors H(u) <H(u,) ;

— pour un méme niveau de charge proche de la charge de bifurcation, la solution comportant une
plus petite zone plastique active est associée a un niveau plus bas d’énergie dépensée.
ES—E° = (H(i,) —H(1)) &+ 0(&%) > 0.

La considération du probléme en terme de vitesses permet donc de choisir en un point de bifurcation
la direction d’énergie la plus basse lorsque H(u,) == H(u). Cette estimation n’est plus valable en un
point de bifurcation- vérifiant la condition du module tangent pour lequel VZ = Vi =V? et
H(u,)=H(u). On examine ce cas ici en se placant dans le cadre des hypothéses habituelles.



— La branche fondamentale C, admet pour équation u = u,(4) sous charge croissante. Elle
satisfait en outre la condition de charge totale M,:Vu,. > A> 0V xe V2.

— Hypothese de mode simple. Le mode de flambage X et la charge critique de flambage 4. s’obtien-
nent par la résolution du probléme aux valeurs propres

K{ug(A)} [X,0u] = fv VX : Plugin)}: Voudv=0

avec & = &' dans la zone plastique actuelle V7, et & = ¥* dans la zone élastique actuelle V*.

— Hypothése de transversalité. Cette hypothése concerne la branche fondamentale et se traduit par
le fait que la plus petite valeur propre y( /) de la forme K{u,( 1)} wraverse franchement la valeur 0
au point de bifurcation :

f,:f VX% [Vil.]: VXdV = (%li)"f VX.VXdV< 0 (5)
v ATy

2. Bifurcation sous module tangent

L’analyse de bifurcation sous module tangent de la branche fondamentale C, est maintenant bien
connue [2-4].

~ La possibilité de bifurcation sans décharge est explorée en cherchant une branche bifurquée C.
de la forme :

L=d o+ A E L AE 1 0(E), W = (A) + X+ vy E+0(E) (6)

L’équation d’équilibre en vitesses, .[ b:Véudv ~ E{F, du} =0, écrite pour la branche fonda-
mentale et la branche bifurquée consi‘(/iérée, donne alors :

oA+ RBA=0 avec d=fVX:L?Q[VX]:VXdV €
v

@:f ( Vil : 3% [VX]:VX+VX:9% [Vu,]: VX)dV (8)
v

- La possibilité de bifurcation avec décharge en une autre branche C, associée a 1’apparition et a
I’extension d’une zone de décharge V_, est également possible si :

) -M, VX 0 ©
e rnéla‘)/(g M.:Vu, | g %)

Cela signifie qu’il existe une solution en vitesses présentant une charge neutre en un (ou plusieurs)
point x, réalisant ce maximum dans la zone plastique actuelle, associée a la vitesse 4, de la variable
de contrdle. Lorsque I’ensemble des points de charge neutre se réduit a des points de la frontiere du
solide, griace a un changement de variable adéquate Z = Z( z, ¢ ) envoyant V_ sur un domaine fini
V", Hutchinson a établi [2, 3] la validité d’un développement asymptotique de la forme :

A= h A ME+ L E M E L o(E Y, mi(A) + X +w(x, &) EP+o(EP) (10)

od £20 et 0<f est un nombre 2 déterminer, ¢ donne la profondeur de V. et
2N * B .
w(z, &) =w(Z) & On a aussi:

Vw=AiVi,+ VX+V(Z)E +0(EP), b=Ab,+by+b"(Z)EF +0(EF) (11)



avec b,=%:Vu,, bj=%:VX, b (Z)=%: V' +(1+p)LhAZ)M,, ¥ =% dans
Vh, P =%¢ La fonction f(Z)>0 représente les termes du premier ordre de
My Vil s+ M. : (A4 Vu,.+VX)>0. Dans ces expressions, les indices ¢, b, d se réferent res-
pectivement a 1’état critique de bifurcation, & la branche bifurquée et au point de décharge x;. En parti-
culier, la valeur du parametre 8 dépend de la forme du solide au voisinage de x,, mais 4, est donnée
par I’expression générale :

BOX)=BA - h), QX)=(1+BY VX (Liy: ¢ +Mcd)fv*f(2) v’ (12)

Les signes de Q(X) et de 4 sont a priori arbitraires. On a cependant % =2F , < 0 si la symétrie
(4) est assurée.

3. Comparaison des énergies dépensées

On se place d’abord dans le cas de bifurcation sans décharge. Pour la branche bifurquée, 1’énergie
dépensée quand ¢ varie de 0 a & est :

& t
Ei:ff (bc+f$:(Vua+VX+Vv3)ds>:
vdo 0

(Vi, +VX+ V) dtdV - (&) F. u(E) = A F.u.+ -
1l en résulte apres diverses simplifications 1’expression suivante de la différence de 1’énergie enwe la
branche fondamentale et la branche bifurquée :
. g3
Ei-Ei=5 B 1t (13)
Lorsque la bifurcation s’effectue avec décharge, on obtient pour la branche bifurquée :
4 '
E5=J f b+ b (A t+ iyt T F) +b1t+J. b"(Z(z,s))sPds p:
odV 0
V(A +(1+B) )+ VX+ VP + . }dvde
¢
—AEYF. (uc+u;(,llé+/lzé‘ Py +xe +J' w“(Z(z,s))sﬂ’ds) + A Fou+ - -

Il en résulte que :

E‘-Eé= {f b, : V(iip, = tig.) AV = A, F . (i — Ui, }
v

+<§2{ (%fvébc;w,,cdv—i,zr.ubc)-(%fvéaczvuacdv-alﬁ.uaJ }

+62+ﬂk2{f VX:,?’C:Vu;dV—F.X} +ff {J.rb*(Z(z,s))sﬂds } . Vu,, dVde
v

odV ]

5 f {VX: 0L[VX]): VX+ 2(VX: 0 LI Vi, ) : VX + 29X 10 £[VX] : Vid,)
14

+A7 (2VX: 0% (Vi ] : Vil + Vi - 0.2, [VX] : Vi )} dV+ - -



Le terme d’ordre & est nul car b, vérifie 1’équilibre actuel. Le terme d’ordre £2 est nul car les
valeurs de la fonctionnelle de Hill sont identiques pour ces deux solutions en vitesses. Les termes
d’ordre &2 * # s’annulent aussi. Le terme suivant s’écrit :

z3

E M
ffsf_b‘(Z):sz,,cddv”dsdm%i%Q(ubc) (14)
. v

il s’agit d’un terme d’ordre 3. Or, dans I’expression Q(i,.) = (1+8)*(¢: L : Vi, +
M, :Vubcd)f A2) dvV’, on a ¢ : L, Vi, =0 car byy= £, : Vit vérifie au point x,; la
4 :

condition 51;«1 .ng=0. Comme M_: Vi, ;=0, on en déduit que Q(u, )=0. Certains termes
en 4% s’annulent aussi d’aprés les équations de la branche fondamentale. La différence d’énergie
dépensée s’écrit donc :

3
ES-Eé= s—f (VX :0L[VX]: VX + A} Vi, : VLI VX] : Vi,
14

6
+A (VX : 0L Vuy ] : VX +2VX: 0. Z[VX] : Vi, )} dV (15)
ou, lorsque la condition de symétrie de la proposition 1 est assurée :
i . £ . £3 .
ES - Ei=% (3%, - 2a) =% (34, - 240 7, (16)

Elle est négative d’aprés les conditions 4, > A%, 1,>0 et 4, <0. On retrouve, comme en
flambage élastique [5], la comparaison de 1’énergie dépensée lors d’une bifurcation sous charge
croissante.

PROPOSITION 2. — (i) La différence d’énergie dépensée est d’ordre &3, (ii) Par rapport a la branche
fondamentale, la branche bifurquée avec décharge correspond a une énergie dépensée plus faible
lorsque la possibilité de bifurcation sans décharge est exclue et lorsque la condition de symétrie (4)
est assurée.

Dans cette note, les résultats originaux correspondent aux propositions 1 et 2. Il est remarquable que
pour un solide quelconque, la différence d’énergie soit d’ordre &3, quelle que soit la forme géoméni-
que du solide dans la zone de décharge. Par ailleurs, la condision de syménrie (4) est essentielle pour
comparer les énergies. On vérifie sans peine que les exemples de poutres de section uniforme, en
flambage plastique sous compression simple, remplissent les hypothéses annoncées et entrent dans
le cadre étudié.
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