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Résumé.,  Ce travail concerne I'identification d’une ou plusieurs fissures coplanaires, ou d’une
ou plusieurs fissures colinéaires en 2D, par des données aux limites surabondantes sur
tout le bord correspondant au probleme de I’élastostatique. Nous donnons un procédé
direct permettant de localiser le plan de la fissure et nous établissons un nouveau
résultat d’identitiabilité de fissure 3D fournissant de plus une méthode constructive
d’identification.

On the identification of planar cracks in elasticity via
reciprocity gap concept

Abstract.  We consider the problem of identifving one or more planar cracks by overspecified
boundary data corresponding to elastostatic equation. We give a direct process to
locate the crack plane and we establish a new constructive identifiability result for 3D
planar cracks.

Abridged English Version

Let € be a smooth open domain of R? or R?, and ¥ a curve of R? or a surface of R®, smooth
enough but not necessarily simply connected. We consider the following elastostatic problem:

dive =0 in O\,
(Py¢ on=Fp on @,
oN=0 on X,

with ¢ = Ae(u) and ¢(u) = (Vu)®.

Note présentée par Huy Duong Bu.



Conditions (4) and (5) are added in order to get a well posed problem. In this Note, we examine the
question of identification of a planar crack provided the overspecified boundary data u,, and F,, are
available. We are motivated here by Non Destructive Control techniques of materials or structures. Let

—
Loy

11 be the plane containing the crack “ and N a unit normal to 7; the equation of 7 is N.x + C'= 0.
For a function v belonging to the Sobolev space [H! (Q2)]?, we define the boundary integral RG (v)
(Reciprocity Gap Functional) involving only the data u,, and F,, by:

RG(v) = ~ {Fm.v —upn.Ac(v).n}
Joa

We define then the second order tensor R, of components RG (vi), by (10), where vii is given
by (8). We show first that the average of the jump [[u]] of the displacement field across the cracks

is given by:
[ 1w | = 2Rz (TR

then we are able to establish the following result concerning the normalized average displacement
discontinuity U and the normal N to the plane containing the cracks.

PrOPOSITION 2. — Let R be the tensor R =

R'—_ / ) N
ViR (TR Then, all possible vectors U and N can
be obtained by permuting and changing the sign from the following couple of principal directions of

ﬁ in the frame (.‘l‘. ¢2: (,‘3):

(VA V=32,0 VAL ==, 0]}

when A\, and )y are the non zero principal values of the tensor R.

This result shows that two distinct surface traction systems are needed for the complete determination
of the plane containing the cracks.

Let us introduce a new frame of reference (O, T, V, N), and denote by xi, &k = 1, 2, 3, the
associated coordinates. Again, under the assumption that ./z ([u]] # 0, we can prove:

PROPOSITION 3. — The scalar constant C in the cartesian equation of the plane 11 is given explicitely
by the formula:

1 ”
0o °1 = Jrmmr | 2, "

a=T,V

where the auxilliary fields v, are given by (17).

The identification process defined above is direct: it does not use any resolution of any elastostatic
problem (provided that data u,, and F,, are available). Knowing II, we can establish an identification
theorem with a constructive proof:

THEOREME L. — If §2 contains a (not necessarily simply connected) plane crack ¥ and if ¥, is chosen
such that | [{u]} - N # 0, then & is uniquely determined by the overspecified data F y, and up,.

This identification result seems to be new. Note that here the simple connectedness of the crack
is not used. The question of a priori selecting the prescribed surface traction in order to meet the

condition [ [[u]] - N # 0 remains open.



1. Introduction

Soit 2 un ouvert régulier de R? ou de R®, et soit £ une courbe de R? ou une surface de R®
suffisamment réguliere mais non nécessairement simplement connexe (les fissures). Considérons le
probleme de I’élastostatique linéaire :

dive =0 dans O\X,
6} (P){ on=F,, sur a0,
oN=10 sur 3.

Avec
— la relation de comportement élastique linéaire

(2) o= Ac(u),

— la relation liant le déplacement et la déformation linéarisée

3) e(u) =(Vu)’

A est le tenseur des rigidités, V désigne le gradient et (. )" désigne la partie symétrique de ( . ). Pour
que le probleme soit bien posé, nous ajoutons les conditions :

(4) / F,.=0 et OMAF,, =0,
a0 a0

(5) / u=10 et / OM Au=0,
Joa Jag

ou O est un point quelconque de I’espace. On notera u I'unique solution du probléme ainsi posé.

L’objet de cette Note est de donner des résultats d’« identifiabilité » pour les fissures ¥ que renferme
le domaine §2, lorsque les données surdéterminées pour le probléme (P) sont disponibles sur tout le
bord extérieur J du domaine (densité surfacique d’effort donnée F,,, et réponse en déplacement
sur le bord noté u,,, supposé connu).

A notre connaissance, les résultats théoriques sur I'« identifiabilité » de fissures sont assez peu
nombreux et concernent essentiellement 1’équation de conduction scalaire en dimension deux veir
(Friedman & Vogelius [1], et aussi Alessandrini [2], Alessandrini & Diaz Valuenzia (3], et Bryan
& Vogelius [4]). Toujours pour une équation de conduction scalaire, mais dans le cas particulier
des fissures planes (ou rectilignes en dimension deux), et pour des données surdéterminées connues
sur la totalité du bord du domaine, Andrieux & Ben Abda (voir [S]) ont démontré un résultat
d’« identifiabilité » et un théoréme d’identification basé sur un concept d’écart a la réciprocité.
Andrieux (voir [6 ]) a étendu ce concept a d’autres type d’opérateurs (non symétriques).

La démonstration du théoreme donnée dans (voir [5]) est constructive : apreés avoir montré I"identité
entre le support de la discontinuité du champ a la traversée des fissures et le domaine occupée par
les fissures, on identifie ce saut de température via sa série de Fourier. Ce résultat a été exploité
numériquement par Bannour, Ben Abda et Jaoua (voir [7]) en deux et trois dimensions d’espace. On
propose ici d’étudier le cas de I'élastostatique.



On consideére ici un domaine tridimensionnel €2 , renfermant une ou plusieurs fissures coplanaires
5 C TI, I un plan de R*. L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, ey, 2. ¢3), a1,
7.9 et 3 désignent les coordonnées cartésiennes associées. L’équation du plan II est donnée par :
N.x 4+ ¢/ = 0, o N est une normale unitaire a TI.

Dans la section 2, on donne des formules explicites permettant de localiser le plan II.

La section 3 est consacrée a I’identification compléte des fissures.

2. Localisation du plan contenant les fissures

Soit ¥V I’ensemble des champs réguliers dont le champ de contraintes associé par la relation de
comportement élastique est a divergence nulle dans 2 :

(6) Vo= {» e [HYDP divAs(v) = 0dansQ}.

La fonctionnelle d’écart a la réciprocité pour le probleme considéré est définie sur I’espace V' par :

RG (v) {Fm.v—uyn.As(v)n}
Jon
Notons que lorsque le domaine ne renferme aucune fissure (5 = &), cette fonctionnelle est
identiquement nulle sur 1, ce qui n’est autre que 1’expression du théoréme de réciprocité de Maxwell-
Betti en élastostatique. Cette remarque justifie I’appellation de la fonctionnelle RG (Reciprocity Gap
Functional). Le lemme suivant relie la valeur de I’intégrale de bord RG définie uniquement a 1’aide
des données de bord, & une intégrale sur la ou les fissures.

LEMME 1. — Pour teut champ v de V,

M RG (v) = L ([u]]A & (v).N,

oit ([u]] désigne le saut de u & travers 3.

Remarque. — En désignant par [{ul] le prolongement a tout le plan II de [[ull par zéro, on a
immédiatement :

M RG (v) = / [u)l.Ae(v).N.
11ns2

On se place désormais dans le cas particulier de I’élasticité isotrope, £ et v seront respectivement
le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau. On introduit la famille de champs de
déplacements (v¥) suivante, indexée par (ij) et définie en composantes par :

17
ETUTl

® Vi = A7)

klmn

avec
— (Ei;) base canonique des tenseurs d’ordre deux symétriques de R |

EY, = = (8, 8) + 5. 8

mn ( m m)

— A~ ! tenseur de souplesse du matériau (inverse du tenseur A).



Les indices prennent leurs valeurs dans I’ensemble {1, 2, 3} et & est le symbole de Krénecker.
On adopte la convention de sommation sur les indices répétés. On notera qu’alors les champs de
contraintes o associés aux champs v sont des champs constants (donc a divergence nulle, la famille
de champs introduite est bien dans 1’espace V') :

9) gt def Ae(vij) = EN,
En utilisant le Lemme 1, il est alors immédiat de voir que :
(10) RG (vV) = <N®/ Huﬂ) i = Ry
b

Désignant par R le tenseur de composantes R;; soit :

an R:(N@L[[u]})s,

on peut élablir les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 1. — La norme de la moyenne de la discontinuité de déplacement & travers les fissures
s’exprime par la formule explicite

(12) [ )| = V2R = (TR,

de plus, en notant [[u,)] la discontinuité tangentielle, [[ui]] = [[u]] — [[u]].NN,

=/2R?2-2(TrR)2,

Jz [[ue]]

f5 ([u]].N = TrR.

(13)

On suppose désormais que les forces appliquées conduisent a un saut de déplacement tangentiel
([u¢]] de moyenne non nulle, la sélection a priori de telles forces appliquées reste un probléme ouvert.
On se bornera a noter ici que la formule (12) permet de savoir facilement si cette hypohése est
satisfaite pour un systeme de forces donné.

. . full . e
Définissons le vecteur unitaire U = I——&“r—m [.’équation (10) montre que 1’identification de la
. lu
normale au plan de fissure par la méthode d’écart a la réciprocité consiste a identifier les deux
vecteurs unitaires N et U a partir de la donnée de R :
— R
R —

~ /2R?2-(TrR)?
PROPOSITION 2. — Les deux valeurs principales non nulles du tenseur R sont :
1-TrR
) et )\3 = —‘T,
Tous les vecteurs U et N possibles peuvent étre construits par permutation et changement de

signe 2 partir du couple suivant, donné en composantes dans la base (¢;, @2, ¢3) des directions
principales de R :

(14 (VA V=, 0L VL. —v = 0},

_1+TrR

A\ = TrR < 1.



Puisque 1’on peut choisir a priori le demi espace contenant N, on constate donc que par la méthode
proposée, deux systeémes de forces appliquées sont nécessaires pour sélectionner la normale. Si deux
systtmes de forces appliquées 1, et 2, conduisent a deux tenseurs R; et Ry, on a alors :

b3 A 3
(15) = i,
lf3 A 63
a condition que ces deux systémes soient discriminants pour la détection des fissures (au sens ou les
vecteurs ¢} et ¢ ne sont pas parallgles).

Cette normale N étant identifiée par la proposition précédente, soit (T, V, N) une base orthonormée
directe. Notons x, k& = 1, 2, 3, les nouvelles coordonnées dans le repete (O, T, V, N), I’équation
du plan contenant la fissure est maintenant donnée par : Il : x3 -+ C = 0. Nous avons alors, toujours
sous la condition U, # 0:

ProposiTion 3 [Identification du plan de fissure]. — La constante C' déterminant le plan affine 11
contenant la ou les fissures est donnée par :

1
16 C| = ~ RG2(v,),
(10) ] 2R? = 2Tr (R)? ;T:\ (Vo)

oit les champs v, sont définis par :

(17a) vi= —Xi/2E-vX2/2E+(2+v)X3/2E, v} =vX,Xo/E, ) =vX X3/E,

(17Th) vi = —X2/2E - vX{/2E+(2+v)X}/2E, v =vX, Xof/E, v} =vX,X,/E.

Les résultats du lemme et des propositions précédentes restent valables pour des fissures
débouchantes, c’est-a-dire lorsque ¥ coupe #(2. Il faut également noter que le cas de conditions
de contact unilatéral avec ou sans frottement sur leévres des fissures entre sans modification dans le
cadre des résultats énoncés. La seule difficulté supplémentaire réside dans le choix a priori des forces
extérieures imposées assurant la non fermeture des fissures avec blocage du déplacement tangentiel
par le frottement.

3. Identification complete

On propose dans cette section une méthode constructive pour achever I’identification de la fissure
une fois le plan qui les contient déterminé par les méthodes données précédemment. La encore,
I’outil principal est la forme linéaire RG. Basée sur le lemme 1, I’identification de ¥ se fait par une
interprétation de [[u]] comme forme linéaire continue de L? (II) (théoréme de représentation de Riesz
(voir [8])). La démarche comporte deux étapes. Dans un premier temps, on montre que le support de
la discontinuité du déplacement coincide avec le domaine occupé par les fissures (autrement dit, la
discontinuité de déplacement ne peut s’annuler sur un ouvert de mesure nulle inclus dans le domaine
3J). Dans un second temps, on construit deux nouvelles familles de champs v permettant d’identifier
la transformée de Fourier de la discontinuté de déplacement [[u]].

LEMME 2. — Le support de [[u]] coincide avec le domaine % occupé par les fissures :

supp [u]] = Z.



Démonstration. — On a évidemment supp [u]] C . Supposons I’inclusion swricte ; la démonstration
repose sur le fait qu’alors la discontinuité est identiquement nulle, ce qui contredit I’hypothése. Dans
un premier temps, on montre qu'il existe un voisinage V7 de la fissure ol le champ de contraintes
est a divergence nulle, tandis que la discontinuité de déplacement est identiquement nulle ainsi que
le vecteur contrainte sur la partie de la fissure incluse dans ce voisinage. Dans un second temps,
on construit par réflexion a partir de la solution élastique dans 1'intersection du demi-espace positif
x.N > 0 et de I'ouvert {2, un champ de déplacements dont le champ de contraintes associé est a
divergence nulle et dont la discontinuité s’annule sur le plan 11. Sur le voisinage V; ce champ coincide
avec la solution du probleme initial ; par un théoréme de prolongement unique pour le probleme de
I’élastostatique (voir Dang et al., 1995 [10]), on en déduit qu’il en est de méme sur tout I’ouvert €2,
ce qui conduit a la contradiction annoncée.

Nous pouvons maintenant énoncer l2 résultat d’« identifiabiiité » de fissures planes |

THEOREME. — Si Q) contient une fissure plane unique ¥ non nécessairement connexe et si Fp, est
choisi de telle sorte que fg ] # 0, alors ¥ st déterminée de maniére unique & partir des données
de bord (Fp. uny).

Démonstration. — D’apres le lemme 2, identifier T revient a identifier le support de [[u]]. Comme
dans [S], la reconstruction de [[u]] se fait grace a la fonctionnelle d’écart a la réciprocité, le cas de
I’élastostatique traité ici est cependant plus compliqué et on identifie la transformée de Fourier de
([u]] a I'aide de deux familles de champs de V.

Apres un nouveau changement de repere (O’, T, V, N), de fagon a ce que ['origine O’ appartienne
au plan TI, on introduit un indice £’ = (&, &3, 0) parcourant R? et les champs de vecteur Z;: et
Z; de R® + 4R’ indexés par &’ suivants :

(18) Ze = (€ +ilE'|N), 2% = (& - il¢'IN).

S’inspirant de Calderon (voir [9]), on construit les familles de champs :

(192) wt (X, ) =Vexp (-iZ¢.X) + Vexp (-1Z%.X),

(19b) w (X, €)= Vexp (i Zz,.X) - Vexp(—12%.X).

Ces champs appartiennent a ’espace V', car la divergence des champs de contraintes associées
(67 (X, ) et (o7 (X, &) est nulle. On peut donc appliquer le lemme 1, on a alors :

RG (w (€)) = (“E &[] (€

. 2F
RG (= (¢1) = (= o A€ [l ¢ >
ol [[]]x et [[12]]y désignent les transformées de Fourier des composantes normale et tangentielle au
plan de fissure du prolongement au plan II de la discontinuité de déplacement [[u]]. On est ainsi
conduit aux égalités suivantes :

{1+ i/)

SEEE ROV (€),

(20a) a)ln =



200 (Gee € = LE RS (w6,

qui montrent que la transfermée de Fourier {[1]] peut étre reconstruite uniquement a I'aide des données

de bord (F,,, Uy, ) puisque le paramétre & parcourt R2. Le support de la discontinuité, c’est-a-dire
la fissure elle-méme, est donc identifiable a 1'aide des données de bord.

Note remise le 22 janvier 1997, acceptée apres révision le 7 avril 1997.
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