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RESUME. La présente étude propose la généralisation de la notion de I’état d’auto conirainte de provenance statique des
contours fermés au premier théoréme d’adaptation "Bleich-Melan" pour {’analyse élastoplastique des portiques sous un
systéme de charges répétés mobiles. La formulation adoptée dans ce travail conduit ¢ la programmation linéaire et récessite
Uutilisation de la méthode SIMPLEX. La méthode développée permet de définir I'état de contrainte réel d'un portique donné
sous un chargement donné. Les résultats de I'étude sont complétés par une application numérique.

ABSTRACT. This survey proposes the generalization of the notion of self state constraint of stalic origin for the
closed contours and to first adaptation theorem "Bleich—Melan” for elastoplastic analysis of frames under a
system of repeated mobile loads. The formulation adopted leads to the linear programming problem and
necessitates the utilization of SIMPLEX method. The results of the survey are completing by & numerical
application.

mOTSCLES ;- Etat limitelportique élastoplastique, charge répétée mobile, auto—contrainte, contrainte résiduelle,
programmation linéaire.
KEYWORDS: Ultimate statefelastoplastic jrame, repeated mobile load, auto constraint, stresses residual, linear programming.

1. Introduction

La prise en compte des propriétés plastiques des
matériaux dans le calcul des constructions joue un
role important pour le probléme pratique
d’ingénieur. Une quantité importante d’analyses
théoriques et expérimentales est consacré a cette
question [1][2][31[4][S]. Une série de propositions
pratiques ont découlé de ces analyses. Ces
propositions permettent en principe une application
au calcul des systémes de poutres plastiques lors de
leur conception. Avant de présenter de quoi il est
question dans la présente étude, arrétons-nous
d’abord sur quelques travaux, qui ont été consacrés
a I’établissement des théories d’analyse des
structures statiquement indéterminées en matériau
élastoplastique idéal sous chargement alterné, basée
sur I’adaptation des portiques.

La premiére étude, montrant la possibilité de la
rupture des systémes élastoplastiques statiquement
indéterminés par le développement continu des
déformations suite 4 1’action de la charge répétée,
plus petite que la charge limite a paramétre unique
est certainement le travail de Gruning [6]. Dans
cette méme étude, la position qui anticipe le
théoréme statique est énoncée.

Un peu plus tard Bleich [7] a démontré le
théoréme d’adaptation pour le systéme statiquement
indéterminé de degrés deux.

Dans les années 30, en Russic sont apparues les
publications de Gvosdev [8][9] ou la formulation
précise du théoréme statique et cinématique par
rapport aux propriétés extrémes de la charge de
rupture a é€té donnée.

Dans les travaux [10] et [11), Melan a justifié le
théoréme d’adaptation pour les milieux continus
élastoplastiques. 11 a développé ainsi les principales
idées des travaux de Gvosdev [8][9].

Une mnouvelle démonstration du théoréme
d’adaptation utilisant la représentation géométrique
des états d’auto contrainte a été donnée par
Rjanissin [12].

C’est dans les années 50 que les premiers
travaux sur la création des méthodes pratiques de
calcul des portiques élastoplastiques a la charge
répétée ont vu le jour en Europe accidentale. Une
séric de méthode a été proposée par Neal et
Symonds [13][14][15]. La méthode développée
dans le travail [13] est basée sur I’utilisation du
théoréme statique. L’obtention des solutions du
probléme nécessite la résolution du systéme



d’équations exprimant les conditions du théoréme
d’adaptation.

Koiter a donné quelques remarques importantes
sur le th¢oréme d’adaptation {16], i a noté¢ que, les
hypothéses Ctablissant que, les sections doivent &tre
symétriques par rapport a I’axe neutre et que, Ics
propriétés €lastoplastiques du matériau pour toute la
section doivent ¢tre les mémes lors du travail du
matériau a la traction et compression somt trés
essentielles pour les démonstrations du théoréme
d’adaptation pour les systémes fléchis statiquement
indéterminés.

Le théoréme d’adaptation est largement utilisé
dans les travaux de Maier [17][18][19]. Il a montré
que le théoréme d’adaptation des portiques peut étie
résolu par la méthode de la programmation linéaire.

Tin et Vamonssatit [20] ont généralisé le
théoréme d’adaptation de Bleich-Melan pour
développer la méthode de calcul alternatif de la
sécurité des portiques élastoplastiques en acier sous
charges répétées, Ils ont reposé leur approche sur
les modéles des stiuctures discrétes et sur la
programmation mathématique développés par
Maier [17][18][19][23].

Dans la présente €tude, il est question de la
détermination de 1'état limite des portiques
¢lastoplastiques sous chargement répété mobile. Le
probléme principal résolu dans ce travail est la
détermination du paramétre du moment limite
engendré¢ par le chargement répét¢ mobile d’un
portique €lastoplastique. Un modé¢le mathématique
sera développé sur la base du théoréme d*adaptation
et de la notion d’état d’auto contrainte de
provenance statique pour les contours fermés
(cadres). Ce modéle conduit a la recherche des
solutions du probléme par la méthode SIMPLEX de
la programmation linaire {21}. Un exemple
numérique sera donné pour montrer I’intérét de
’algorithme de calcul €labor€.

2. Formulation du probléme posé

L’¢tude de projet optimal d’une construction se
réalise sous divers aspects, par exemple par rapport
a sa masse (volume), ason coiit, a son déboursé sec,
etc. Cependant il n’est pas possible de satisfaire
toutes ou pattie de ces exigences, parce qu’il est
difficile de formuler mathématiquement certaines
d’entre elles. De méme la prise en compte de
plusieurs exigences a la fois complique le probléme.

Le critére d’optimisation couramment utilisé est
celui de la masse minimale de la construction.
L’expression du critére doit étre en rapport avec les
grandeurs mécaniques entrant dans les modéles
mathématiques. Pour les systémes élastoplastiques
les grandeurs mécaniques sont les moments limites,

qui défimissent 1'état réel de contrainte du systéme.
Ces moments sont fonctions de la grandeur de la
section de 1’élément et de la grandeur de la limite
d’écoulement du matériau, ils sont appelés moments
de plastification de la section et sont des
caractéristiques de cette section. lls conditionnent
non seulement les qualités <¢conomiques de
1’¢lément mais aussi de toute la construction dans
son ensemble.

Les méthodes de calcul des portiques
€lastoplastiques €laborées présentement permettent
de transiter sur des problémes d’optimisation. Dans
ce domaine des résultats importants sont déja
obtenus [22][23].

L’un des chemins de résolution des problémes
d’optimisation est 1’utilisation des méthodes de la
programmation mathématique et au premier rang,
les méthodes de la programmation linéaire.
Nonobstant que cette possibilité de résolution de
probléme d’optimisation a été indiquée relativernent
longtemps, les méthodes de la programmation
lindaire trouvent une mise en application faible lors
de la résolution des problémes d’optimisation des
portiques. Ceci de notre point de vue s’explique par
le fait que premiérement 1a méthode en elle-méme
est absente dans les programmes des cours
d’ingénieur et, deuxiémement, les méthodes de
calcul des portiques élastoplastiques  sous
’influence de chargement répété ou mobile ne sont
pas suffisamment €laborees.

2.1. Géométrie, statique et cinématigue

Dans le but d’utiliser au maximum les capacités
mécaniques d’un portique quelconque a section
droite rectangulaire, il est nécessaire de trouver la
distribution des moments résiduels a une charge
donnée. On considére que la configuration
géométrique du portique, les limites de la variation,
le sens de déplacement, la direction de la charge
intermittente roulante qui agit sur lui sont connus
(figure 1). *
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Figure 1. Portique ¢lastique plastique

L’idee principale de la possibilit¢ de calcul
développée dans la présente étude consiste a
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rechercher les valeurs des grandeurs des moments
residuels, satisfaisant aux conditions du théoréme
d’adaptation sous la forme de somme des états
d’auto contrainte linéaires indépendants. Pour
’obtention de la solution éconorique (optimale),
cette valeur doit encore posséder les propriétés
telles que, leur somme avec les moments €lastiques
cnveloppes, correspondant @ la charge limite
répétée mobile entraine la formation de rotules
plastiques dans autant de sections qu’il faut pour
transformer tout ou partie du portique en
meécanisie.

Pour déterminer la distribution des moments
résiduels a !a charge donnée, utilisons le premier
théoréme sur I’adaptations dénommé théoréme de
Bleich-Meclan, qui est identique au théoréme
statique ct s’énonce comme suit: si pour un
portique il est possible de trouver une telle
distribution des moments résiduels telle que,
combinée avec tous les moments élastiques de
toutes les combinaisons de charges forme la
distribution admissible des moments, donc la
destruction cycliqgue plastique des nioments
correspond ¢ la valeur méinimale du paramétre du
moment limite M.

M;nax +m; < M‘Iim
MP® 4y >y fm

(n

oo,
avec nm; = 3. my Yy 2)
k=1

2.2. Régle des signes

Les moments de flexion seront considérés
positifs s’ils correspondent aux fibres tendues
situées du cdté du pointillé (tigure 1),

2.3 Loi de compartement

Le matériau a un comportement célastique
plastique parfait (figure 2).
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Figure 2. Loi de compostement d’un corps
¢lastique plastique

3. Résuitats et discussions

Construisons le modéle mathématique du probleme
pos¢ permettant de définir les grandeurs des
moments limites qui déterminent]’état de contrainte
réel a la rupture plastique d’un portique.
Conformément au théoréme statique sur le
déchargement progressif, le moment résiduel m;
dans chaque section doit &tre encadré par

mlm M et M ™ — M ™ ct s’ exprime par
un couple d’inégalité pour chaque section étudice.
Les incgalités (3) et (4) caractérisent la distribution

des moments de flexion dans les sections ou des
rotules plastiques peuvent se former.

_ M}im _ M;nin < m; < M{!itl’l _M;nax (3]

M _m, 2 pm

lim min 4
Mf <3'”11 > _Ml

avec i=1,2,...n.

On se place désormais dans I’hypothése ou les
rapports entre les moments limites des différentes
sections des éléments du portique sont connus.
Ponc te moment limite dans n’importe qu’clle
section { s’exprime par la formule:

Ml = p M i=12,..n (s)
ot M est le paramétre du moment limite. Cette
grandeur cst positive du fait que la résistance des
¢léments fléchis n’est pas fonction du signe du
moment de tlexion.
En mettant (2) dans (4), et en prenant en compte
(5), I’expression (4) sc présente comme suit -

li ¢ ‘ B ’
alM m —m“)’, —M|2YZ —...—ml,)’, > M;lldx
athm “"!l!yl wmn)’z -...—m'z,,)',‘ > Mgwx
lim ! ! ! max
a”M —Ill"|Y| -nm,> YZ _--‘_'"m-yr > M“

a]M"m + mi,Y[ +)N]2Y2 +...+m|,.Y,. > M Ilmn
M ™ 4 Y+ mpnYs + ot my, Y, 2 -M PR

0aM ™ 4 Y Yy 4t m, Y, > =M
(6)
Ainsi le théoréme statique sur la destruction

cyclique plastique  (théoréme de Bleich-Mélan)
s’écrit :



min(M ™ pzlim 5 gy

(Ziﬁ’fhm .F.I'I”Y| —!ﬂiz}'z —...—m;,.}j, 2 Mjmax
Mlim 3 Y, — ' Vi i b }f > Mmax
X may 1y —Migaly = .= Mty = M3
lim ! 4 ' max
| = m Yy =¥ = - m,, Y.z M, N

min

oM™ 4y Y, + myaYs + ...+ my,Y, > -M|

aleim + m.zl}'l - m'n}’:, + ...t nf;,.]f} 2 —M:,_nin

_a,.M"m Yy mYs + ot mp Yy = MY

L’une des principales étapes du calcul
numérique des portiques par la présente méthode
proposée est la formation et la résolution du
systtme d’inéquations (7). La simplification du
travail numérique a cette étape peuts’obtenir parle
choix des états de d”auto contrainte, pour lesquels la
détermination des coefficients 'y se fait sans
difficulté. 11 est souhaitable que ces coefficients se
réduisent a zéro. Pour ¢a, il faut s’arranger pour que
les états d’auto contrainte choisis soient linéaires et
indépendants entre eux.

Les états d’auto contrainte "naturels” dans les
portiques é€lastoplastiques naissent a 1’issue du
chargement des portiques au-delda de la limite
d’élasticité du matériau et de leur déchargement
successif.

Les états d’auto contrainte peuvent étre aussi
provoqués de fagon artificielle. Pour cela, il est
nécessaire pour le portique donné, de choisir le
systtme de base statiquement déterminé en
supprimant des liaisons, d’appliquer des efforts
équilibrés suivant la direction des liaisons
abandonnées, ensuite rétablir ces liaisons.
Cependant le rétablissement des liaisons doit se
faire sans aucune application d’efforts et par
cons€quent sans aucuns déplacements. Nommons
les états de contrainte ainsi obtenus “états de
contrainte de provenance statique"

Pour le présent travail, il est utile de dégager des
états d’auto contrainte de provenance statique pour
les contours fermés.

N’importe quel portique est composé de
contours fexrmés, ne possédant pas en son sein des
barres. Exemple le portique sur la figure | est
composé de trois contours fermés et celui sur la
figure 3 est composé de deux.

Les états d’auto contrainte des contours fermés
se forment de la fagon suivante (figure 4) Aprés
avoir identifier les contours fermés, il faut dégager
de fagon imaginaire chaque contour fermé, choisir
pour chacun d’eux le systéme de base statiquement
déterminé, appliquer les efforts équilibrés dans la

direction des liaisons abandonnées, ensuite remettre
les liaisons.

Les états de contrainte de provenance statique
pour les céntours fermés utilisés dans la résolution
du probléme (7) possédent une série d’avantages en
comparaison avec les états d’auto contrainte de
provenance cinématique (qui apparaissent suite au
déplacement des appuis ou a I’action de la chaleur)
et les états d’auto contrainte naturels :

e  Premiérement, la détermination du coefficient
m’y conduit au calcul des moments de flexion
engendrés par des efforts ponctuels dans des
poutres brisées ou courbes.

e Deuxiéemement, les états d’auto contrainte
linéaires indépendants des contouss fermés
peuvent €tre obtenus par la combinaison des
états d’auto contrainte linéaires indépendants
pour I’ensemble du poitique. Notons que
’obtention des états d’auto contrainte linéaires
indépendants pour les contours fermés est
étroitement liée aux questions d’utilisation des
inconnues groupées lors du calcul des portiques
par laméthode des forces.

e Troisitmement, le nombre des coefficients ",
dans le systtme d’inéquations se simplifie
considérablement.

Le modéle (7) oonstitue un probléme de
programmation linéaire, et pour le résoudre, il
faudra appliquer un programme standard ou spécial.
il est connu quc, les programmes standard exigent
que toutes les inconnues soient positives.
Formellement cette condition peut é&tre satisfaire par
la substitution de chaque grandeur Y; dont le signe
n’est pas connu a priori par la différence de deux
inconnues positives, c’est-da-dire Yy = Yk' - Y,:
avec k=/{,2,.., r, ainsi le probléme (7) prend la
forme :

min(M ™M™ > 0y, >0,7, 20)

) £ Tl
o phim Ymp Yy + Y myY, 2 MM (8)
k=1 k=1

3 r . . r " i %
a"M i + 2 mig Y.ﬁ' o ):m,-k Y‘. = _M’]'ﬁ'l'l'l
k=1 k=1

[l est commode de présenter le modele
mathématique obtenu sous la forme générale,
conformeément aux désignations indiquées dans le
travail (217(2] ce qui permet d’utiliser I’algorithme
standard de la méthode simplex. Ainsi désignons
par la matrice 4 toutes les données situées a la
partie gauche de I’inéquation, celles de la partie
droite de la méme inéquation par le vecteur 8 et
enfin les inconnues (le paramétre du moment limite



et I’état réel d’auto contrainte) par X. Alors le
probléme (8) peut &tre formulé de la maniére
suivante: trouver la solution non négative du
systéme d’inéquation :

AX 2 8
)]
X=0
qui assure le minimum de la fonction coiit :
F =CX - min (10)
avec ¢
Qp =Py =N = e = DM oo M,
ey — My —MNiyp = ...= My, My My T R— LTY
A= Gy =My —=MWyy — ™ M B |y el
QLY 2R |22 vennnniieennnas P TR Rt T Bt /1 P2
AP MY cveninenicann ) — M2y M — ..~ M3,
\a,,m”m,,z ............... Mgy =My —Mpy — o —M
et:

B :[MlmaxM;nax .‘M'rlnax _Mlmin _lenill”MM'x’nin.]’

X = MRy 5 1Y
C =[100... 000.. 9

Ici ay, by, ¢, (=1, 2...m (m=2n), j=1, 2, ...,$
(s=2r+1)) sont des nombres reels données et les x;
(=1, 2, ..., s) sont des variables.

Dans le probléme de définition de la distribution
optimale des efforts, la fonction coiit signific le
minimum du paramétre des moments limites.

4. Exemple numérique du probléme, définition
de ]a distribution réelle des moments résiduels

En interprétant 1’hypothése (5) comme le fait
que les sections des poutres constituant la structure
restent dans des rapports constants ¢, le calcul de la
réponse €lastique en moments est indépendant des
valeurs réelles des sections. Alors, e calcul au stade
€lastique étant fait, on peut calculer la résistance au
stade ¢lastoplastique d’un portique a deux travées ct
un niveau (figure 3), obtenir une précision de
I’épure (sur le portique il est indiqué 20 sections
critiques  possibles). Les rapports des moments
limites des €léments séparés sont donnés de la fagon
suivante :

e pour les ¢léments verticaux a=1,

e

*  pour les éléments horizontaux ¢=2.

Alors {a premicére colonne de la matrice 4 est
égale a :
a=[1122222221122222221111222
222211222222211),3=1,2,...40).

Construisons pour le portique donné six états
isolés linéairement indépendants d’auto contrainte
de provenance statique (figures 4).

Les modéles mathématiques (9) et (10)
représentent du point de vue volume un probléme
suffisamment complexe de programmation lincaire,
dont la résolation n’a pas de sens sans |’application
de Ioutil informatique. C’est pour cette 1aison que
nous allons utiliser un sous-programme standard

TMERCE”.

Conformément aux modéles mathématiques (9) et
{10) et prenant en compte 1’¢pure enveloppe (figure
4) et les états isolés d’auto contrainte de provenance
statique pour les cadres fermés, (figure 4a, 4b, 4c,
4d, 4e, 4f) toutes les conditions du probléme sont
écrites dans le tableau 1. Il est nécessaire de
souligner que dans le tableau 1, x; = My, ;

(k=1,2,...6) ;. xpe7 = Y;.Dans la
deuvére colonne du tableau, on a le plan optimal du
probléme. Les états inconnus d’auto containte se

Xpe) =Y

définissent par Pexpression Y, = Yk" - Y/(", ot

Yo =xpats Vi =5p47-

Conformément a 1’équation (4) et en prenant
en compte la grandeur réelle 1’¢tat  d’auto
contrainte, 1’¢pure des moments résiduels a été
construite (figure 5). Superposant cette €pure avec
I’épure enveloppe au stade élastique de travail du
portique (figure 6), I’¢pure enveloppe des moments
pour le portique ¢lastique/plastique a la destruction
sous |'effet du chargement intermittente roulante
(figure 7) a été obtenue. Les valeurs des moments
indiquées aux sections N° 1, 4, 10, 1}, 19, 20 (voir
figure 3) sur la figure 6 caractérisent 1’apparition
des rotules plastique qui transforment le portique en
mécanisme. De méme les résultats trouvés vérifient
les inégalités (1),

st pan

-l

Figure 3. Portique élastique chargé par un systéme
de charges répété mobile
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Figure 6. Epure enveloppe des moments de flexion élastiques
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Figure 7. Epure enveloppe des moments de flexion plastiques



Ne X2 P Xs X6 X7 xs | X0 X | Xn | Xuz x13 by
=¥ -1 -1 -1 1 T 13,583
z - A ] [ 17,125
3 a a 1 1 17125
a a /6 1 5% 39.695
5 - 23 1 73 - — | 63.612
6 ) an [ 7] 63.635
3 ) an == i 13 49777
8 i -1/6 ] 16 20,236
9 -1 I 13,220
10 1 i a a a S ] 18,694
11 1 ] N 1 1 T 270
12 1 ] I 1 15.939
%) T 516 1 1 24.154
14 1 273 [ 516 50,797
15 A | 2 - i 23 62.359
16 -1 -3 | 172 60,359
17 a -6 1 & 33,022
13 ) 1 176 6,090
19 [ T -1 a a1,170
20 1 | [ N m [ 2.738
21 1 1 1 T a T 18,172
22 ] 1 l | EL K 33.007
23 I i L. A 213 33.007
24 1 516 | J A an 11,202
25 [ Y I a a3 16.791
26 1 .m =] 16 22,541
27 I I 3 | a 30,395
28 1 e 1 T 34,742
™ 1 ' i 3] 71.478
© 0 - 1 1 1 1 1 ] ol a 30.531
3 B 1 7 - | -1 31.546
32 1 1 A ] 65,866
33 1 506 ] 56| 21.812
) ’ Fl 273 a 3y | 21420
35 1 — | | »n 4 an 19,370
36 [ 73 ] 3 20,367
37 ] 176 A T -6 | 20559
33 [ A 41170
39 -1 | 1 ] 6,090
0 1 ] 1 ] 23,889
Min
37,159 5432 10.274 7870 | 4012 9.258 | 4.019 3271

Tableau 1. Conditions du probléme conformément au modéle mathématique (9) (10)




S. Conclusion

Cet article décrit une nouvelle approche dc
résolution du probléme d’optimisation des portiques
élastoplastiques. La généralisation de la notion
d’états d’auto contrainte de provenance statique
pour les contours feamés au théoréme d’adaptation
de Bleich-Melan a pemmis de construire le modéle
mathématique souple, qui exprime la qualité
optimale d’une structure en poitique, par exemple
son poids minimum.

Avec I’application de 1’algorithme de résolution
du probléme de la programmation linéaire, il a été
procédé 4 la définition de 1’état réel de contrainte
d’un portique é€lastique-plastique @ un niveau a
doubles travées sous charge répétée mobile.

L’exemple numeérique montre I’intérét de
’algorithme de calcul élaboré en tetme de terps de
calcul et de minimisation de la masse d’un portique.
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