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Résumé. On considére un assemblage de plaques modélisant une structure stratifiée se délaminant.
La propagation du délaminage est caractérisée par la transformation d’une plaque en deux
autres. On examine dans le cadre du formalisme hamiltonien I’influence d’un chargement
dynamique sur une telle structure, d’un point de vue thermodynamique. L’étude du taux de
restitution associé a la propagation de la fissure, considérée comme une source de chaleur
localisée sur le front de délaminage, est discutée.

solides et structures / délaminage / propagation / chargement dynamique / taux de
restitution d’énergie

Evolution of delaminated structures under dynamic loading:
a thermodynamical approach

Abstract. In order to study the evolution of damage in a delaminated structure, the assemblage of
plates is considered under dynamic loading. Using a general result of the thermodynamic
coupling approach, with the Hamiltonian formulation in the general case, the energy
release rate associated with the propagation of the delamination is presented as a heat
source.

solids and structures / delamination / propagation / dynamic loading / energy release rate

Abridged English version

Using classical modeling of delaminated structures [1-3], an assemblage of three plates is considered,
one of which represents the undamaged part (subscripted 0) and the two other plates correspond to the
plates above (subscripted 1) and below (subscripted 2) the delamination (figure I).

e, h denote respectively the thickness and the vertical position of the plate compared to the plate 0.
The displacement is given in each plate by @(x1,22) the plane displacement, w(x1,x2)€, the transverse
displacement and 0 (21, 22) the rotation of a small segment initially normal to the plate. The plate behavior
is characterized by the volume free energy denoted by W which is a function of €(z1, 22) = $(Vi+ 7' Vi),
K(T1,12) = %(V@—F T6), 3(x1,x2) = Vw—0, T(x1, T2, z) the temperature and (1, 2, ) the internal
variables. Their evolution is governed by the convex dissipation potential D(c).

As p represents the volume mass, using the definitions of potential and kinetic energy of the structure,
the Hamiltonian of the system is given by equation (2) because of the kinematic relations along I'; due to
the perfect interface (equation (1)).



The conservation law is obtained here as a global relation on the surface mass [{p)]r =0, or {p)g =
(p)1 + {p)2. The evolution of the system is deduced from the global evolution equations (equation (3)), the

first and second principles of thermodynamics (equation (7)). Thus, @, w, 6_‘: the velocities {I, w, et 5, the rate
of internal variables ¢ are governed by the local evolution equations (behaviour relations and equations (4),
(5)) and by A = —0W;/0a = 0D, /dcv in ;.

Thanks to Hadamard’s relations when the propagation occurs (equation (6)), the calorific energy is
constituted by two terms: one is due to the irreversible evolution of internal variables and supported by
the whole structure; the second is associated with the moving boundary I';. It is linearly dependant on the
normal velocity of the front denoted by ¢ and allows one to define an energy release rate G4y, Which
is associated to OH/OT;, the derivative of the Hamiltonian with respect to the evolution of the front
(equation (8)). Similarly to what has been obtained in [4], the production of entropy is not associated
with such a derivative. Equation (10) shows that the production of entropy due to the propagation of front
I’y is also linearly dependent on ¢ and another energy release rate is obtained Gy, whose integral value
on the depth, denoted by (Gyh)o = Gy, is different from Gqyy,. Thus, the general Hamiltonian approach is
necessary to consider simultaneously the total dissipation and heat source during the evolution. R

When the temperature is uniform on the structure, a pseudo Hamiltonian can be defined, denoted by H
(equation (11)). Then, the energy release rate obtained (equation (12)) is similar to what has been obtained
in quasi-static evolution [1]; but the kinetic surface energy is added to the free surface energy. This result
corresponds to what was shown in brittle fracture [8].

1. Introduction

Une des applications de 1’étude de 1’évolution des systémes avec changement de caractéristiques
mécaniques est I’étude de la propagation des délaminages dans les structures stratifiées. En effet, le
délaminage peut étre considéré comme le changement de caractéristiques brutal entre la partie saine (plaque
ou coque stratifiée originelle) et la partie endommagée (plaque ou coque délaminée).

L’un des types de modélisation simplifiée du délaminage, introduit dans [1-3], correspond a I’assemblage
de plaques raccordées entre elles de fagon plus ou moins parfaite. La partie saine de la structure est
modélisée par une plaque. La partie délaminée est modélisée par deux plaques de part et d’autre de la
fissure, assemblées a la partie saine en tenant compte des choix cinématiques faits pour chaque plaque.

Dans cette Note, on se placera dans le cadre du formalisme hamiltonien [4], afin de généraliser les
résultats donnés en quasi-statique dans [1] et, comme dans [4], on établit le lien entre I’Hamiltonien et le
taux de restitution d’énergie apparaissant lors de la détermination de la puissance calorifique regue par le
systeme. On montre qu’il est différent du terme obtenu lors de I’étude de la création d’entropie.

2. Modélisation du délaminage

On se place dans le cadre d’une formulation lagrangienne des mouvements. Le plan moyen des plaques
considérées est parallele a (€7, €3), €, représentant leur vecteur normal. On nomme )y le domaine du
milieu sain, les domaines €2; et {25 représentent les plaques de part et d’autre du délaminage. I'; correspond
a 'interface entre les domaines sain et endommagé : c’est le front de délaminage. Les notations seront les
suivantes (cf. figure I) :

e Les indices indiqueront la plaque a laquelle se rapporte la quantité considérée et seront issus de
I’ensemble {0, 1,2} ; si aucune indication n’est donnée, toutes les expressions adoptent la sommation
sur les indices muets doubles.

e ¢, est I’épaisseur de la plaque ¢ avec ey = e + e2, h; la cote de la plaque ¢ par rapport au plan médian
de la plaque saine, p(x1, z2, z) la masse volumique au point considéré.
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Figure 1. Modélisation du délaminage par un assemblage de plaques.

Figure 1. Delaminated structures modelled by an assemblage of three plates.

e 7i représente la normale dans le plan (€7, €3) a 92, extérieure au domaine ; = Qo UQ; U, Festla
normale dans le plan (€1, €>) a I'; extérieure au domaine 2. La vitesse de propagation de I’interface
I'; est notée —¢(s)7 olt ¢ > 0 en tout point d’abscisse curviligne s.

e On note (f); la valeur intégrée de la quantité f sur 1’épaisseur de la plaque i, f = df/dt la dérivée
particulaire de la quantité f. De plus, [f]r = fo — f1 — fe sur Ty et [f]: = fo — fi sur T'y.

o @(x1,25) — (2 — h)0(z1,22) + w(z1,22)E, est le déplacement d’une particule située au point
de coordonnées (r1,z2,2). €(@) = (Vi + TVii)/2 correspond au tenseur de déformations de
membrane, x(f) = (VA + TV#)/2 au tenseur de courbures et (w,f) = Vw — § au glissement,
en transformations infinitésimales.

o Wi(e,k,7y,a,T) est la densité d’énergie libre volumique ol T'(x1, 2, 2) est la température absolue
de la plaque i. a(z1, 22, 2) représente les parametres internes associés a la force thermodynamique
A =—0W;/da et dont I’évolution est caractérisée par le potentiel de dissipation convexe en ¢, D (&),
de sorte que, classiquement, A = 9D /d¢.

o P.(i,w, 0,1, M) est la puissance des efforts extérieurs paramétrés par A = A(¢).

L’assemblage considéré ici sera rigide en fond de fissure. On souligne que d’autres raccords cinématiques
peuvent entrainer des différences sensibles sur les raccords statiques en fond de délaminage et ainsi
introduire une certaine raideur par rapport au probleme réel, notamment par une non-prise en compte des
effets tridimensionnels au voisinage du front de fissure [5]. D’autres types de plaques (en particulier le
modele linéaire de Kirchhoff-Love et celui non-linéaire de Von Karman) ont été étudiés (voir [6]). Dans le
cas présenté ici, les équations de continuités s’écrivent

wo —w; = [w]; =0, [@]; —hibo=0, [6];=0 et [T];=0 pourie{l,2}surl; (1)

Formalisme hamiltonien. — L’énergie potentielle totale et I’énergie cinétique du systeme sont de la
forme :

2 e/2
EP (i, w, 0, T, T, A) = Z/ / Wi (e(2), 5(8),1(w,8), 0, T) dz da — Po(id, w, 6T, A)
i=0 Sli 76/2

. 1 o

Ec(zz,w,éirt):i/ﬂ (<p>(a.ﬁ+w2)_z<pz>(ﬁ.a)+<pz2>§.5)da:/g ecda



Ainsi I’Hamiltonien associé au systeme est donc défini par :

. e/2
H— E°—|—Ep0t—|—Z/ ([a]i — ki 00) fi - [0 +7i[w]s) ds+/ / psTdzda (2)
Q J—e/2

I’'impulsion associée a (i, w,0) étant (7= (p)i — (pz)0, ¢ = (p), 7 = (pz2)0 — (pz)ii) et I’entropie
volumique étant définie par pS = —0W/IT.

3. Equations d’évolution

Conservation de la masse. — La masse de 1’assemblage de plaques devant étre conservée, on obtient :
[(p)]r = 0. Cest-a-dire (p)o = (p)1 + {p)a-
Equations du mouvement. — Les équations du mouvement sont obtenues [7] grice 2 :

OH . OH . OH . [ - .
F(Sp—i_?ér—’—@—qéq_/m{u 6P+ wéq+6-67} da
OH OH OH d Lol Lo
a—ué i+ 5 69—1—%(510 —&< Qt{p-éu—l—qéw—i—r-ée}da)

3)

avec (0p,0q,07) continu par morceaux sur ; et (6, dw, i ) cinématiquement admissibles notamment

sur I'; (voir équation (1)) a I'instant considéré. Les champs (ﬁ,u’),g ) sont alors solutions du syst¢me
comportant :

e la loi de comportement dans chaque plaque Q; : N; = (0W,;/0¢);, efforts d’extension, M; =
(OW;/OK);, efforts de flexion, et Q; = (OW; /07y);, effort tranchant ;
les équations de champs dans chaque plaque, en 1’absence d’efforts répartis :

divN = (p)ii — ()6, divQ = (pyi, divM+ Q= (pz)f — (pz)ii @)

les conditions classiques sur les bords du systeme ;
les conditions de raccords en efforts sur I';, associés aux raccords cinématiques :

IN- 7] = 8[(p)ii — (p2)0]r et [[Q'ﬁ]]rzaﬁ[K i

. y )
M- 7] + hiN' - 5 = §[(p=2)0 - <PZU]]F+¢Zh{ ity — (pz)if; }

les conditions de raccord en déplacements et température (relanons d’Hadamard) :

[0 = [VT-7lig, [uls = [Vw-7lig, [0]: =[VE-5li¢ et
[@]; — hibo = ([Va@ - 7] — hiVy - 7)¢ (6)

4. Etude thermodynamique

Premier et second principes. — Compte tenu de [7], le premier et le second principes se traduisent par :

dH 8H / / n)dzds=0 et —// dezda—i—/ /
00 —6/2 Qy o J —e/2

ds >0

(N

%‘Ql



ol I’on ne considere que les évolutions réelles et avec —g* 77 représentant le flux surfacique de chaleur recue
sur la frontiere 9€2;.

En utilisant les relations ci-dessus, on montre que les sources de chaleur sont de deux types : 1'une
volumique est due aux variables internes dans chacune des plaques, 1’autre se répartit uniquement sur le
front de délaminage et est associée au taux de restitution d’énergie :

e/2 e/? H H .
/ / —diV(fdzda—F// [[(j~17]]pdzd5:8_d+ a_rt
Q) —e/2 Ty —e/2 Oa or;

e/2
—// Ao'zdzda—/ Gayn¢ds (8)
Q) —e/2 Ty

Gayn = [(W + psT)[r — 7- Ny - ([V@]i — Vo) -7 —7-M; - [VO]; - 7 — 7 - Q;[Vuw]; - 7
1
5 p)i

avec

b

+ (L2 — halphi)io - o + 5 ([(p2)Ir — 2ha(p2)s + 12 (p):) By - By

Les efforts moyens N;, M et Ql représentent alors des quantités objectives et s’écrivent :

Ny 7= Ni- 5+ 3 (p)io([is — i) — 5 (o610
M, -5 =M 5+ g (p2)610T: — 5002)io([]: — hifo)
1

Qi 7=0i 7+ 3{p)io[w]:

Dans le cas fréquent ol la conservation de la masse est locale, soit [p(s, 2)]; =0si z € [h; —e; /2, h;+¢;/2]
Vs € I'y, le taux de restitution d’énergie associé a la propagation du front de délaminage se simplifie car les
deux derniers termes de 1’équation (8) disparaissent.

Evolution de ’entropie. Compte tenu des équations (7), la production intérieure d’entropie a pour
expression :

// (ps—i- dlvq>dzda—// vszda—// {[[ps]] ¢+[[ HF}dzds)O
Qi —e/2 Q4 —e/2 Iy J—e/2

©))
Ainsi, grace a la continuité de la température et en admettant la séparabilité des dissipations dues aux
variables internes d’une part et a I’évolution de I'; d’autre part, la production d’entropie liée a la propagation
de I'; est de la forme :

e/2 [[q ]]F B e/2 @
_/Ft/_eﬂ{[[ps]] ¢+ Lir Y }dzds—/rt (/_6/2 - dz>¢ds (10)

~ 1 —i ~ —i P —i
Gth:[[W]]F—g{lj'N ~([[V71]]1-—hiv90)~ﬁ+z7-M ~[[V0]]i~ﬁ+z7~Q[[Vw]]i~z7}

Cette production d’entropie linéique n’est donc pas directement liée a la dérivée OH/OT';. De plus, le
terme G4y, est défini localement en tout point de I’épaisseur du front si aucune hypothese supplémentaire
sur la température n’est considérée. Si T' est homogene selon z et si la conservation de la masse est locale,
alors on peut définir sur le front I'y, Gt = (Gin)o = Gayn — [{pST)]r. qui correspond au produit du taux
de restitution d’entropie par la température du front.



La seconde partie de cette création d’entropie est un terme classique associé a I’évolution des variables
internes a I’intérieur du domaine €2;.

5. Cas isotherme

Si I’on se place a présent dans le cas isotherme, un pseudo-hamiltonien peut étre introduit :

2
ﬁ:EC+EP°t(6,w,§,a,Ft,A)+Z/ (7 - ([@]s — hiblo) + fi; - [0]: ds + 7 [w]i) ds (11
i=1"1t

Dans ce cas, la variation de H fournit la puissance totale dissipée % — %—Ij)\ = %—Zd — fl‘t @dyngb ds avec
Gagnd=[(W) +ecré — [7-N-i+7-M-0+7-Gui]r (12)

La forme ainsi obtenue est similaire a celle apparue lors de 1’étude du taux de restitution d’énergie associé
a la propagation du front en évolution quasi-statique [1], I’énergie cinétique surfacique venant dans le cadre
présent s’ajouter a 1’énergie libre surfacique. Ce résultat est a rapprocher de ceux obtenus dans le cas de la
mécanique de la rupture fragile sous les mémes hypotheses [8].

6. Conclusions

Comme dans [4], on a donc obtenu les relations entre le mouvement du front de délaminage et les
variations de I’énergie totale du systeme caractérisée ici par I’Hamiltonien du systéme. Deux quantités
objectives et différentes Gayn et Gy, correspondant a des taux de restitution d’énergie associés a la
propagation apparaissent lors de 1’étude de la production d’entropie et de la source de chaleur obtenue lors
I’évolution du délaminage. Dans 1’analyse et la modélisation de la propagation notamment sous impact de
structures stratifiées délaminées, il sera nécessaire de différentier celui qui permet de régir la propagation
par I’emploi d’un critere énergétique de type Griffith généralisé. On note cependant que dans le cas de
I’analyse isotherme, suffisante dans la majorité des applications, une modification trés simple de I’écriture
du taux de restitution d’énergie en quasi-statique est nécessaire et permet donc d’étendre simplement les
outils d’analyse déja utilisés en quasi-statique.
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