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RESUME : Cette communication traite d'une melisation paréquations inégrales egulariges

du contact sur des massi#astoplastiques, dans le cadre défatmations planes. Cette for-
mulation, developje ici pour l'indentation et le roulement/glissement continu sur un demi-
espace homame isotrope, refsente une extension naturefledes probkmes non-ligaires
des néthodes analytiqgue£lastici€é lingaire) de la necanique du contact classique.

Deux versions (charge fixe ou en mouvement stationnaire) dédiiation plastique, re-
posant sur un sdma implicite, onétt mises en ceuvre. L'algorithme stationnaire permet de
traiter des passages multiples de charge et de calculeétis stabiligs.

Des exemples nuriques illustrent les diéfrents aspects (calcul en charge fixe ou mobile,
pression de contact doBe a priori ou étermiree ierativement, classification désats stabi-
lisés en fonction du chargement et du coefficient de frottement) detkoode.

ABSTRACT : This paper deals with a regularized integral equation formulation for contact
problems on elastic-plastic bodies, under the plane strain assumption. The formulation has been
implemented for indentation and rolling/sliding contact problems on isotropic homogeneous
half-planes. It constitutes a natural extension to non-linear problems of the classical analytical
methods developed for linear elastic contact mechanics.

Two versions of an implicit elastic-plastic constitutive integration algorithm, dealing with
loads respectively fixed or moving at constant velocity, have been implemented in this integral
equation framework. The steady-state version can be applied to multiple rolling/sliding loads
and to the determination of the stabilised elastic-plastic state.

Several numerical examples illustrate the various aspects of our formulation : fixed or
moving load, contact pressure known a priori or iteratively computed, numerical classification
of the stabilised elastic-plastic states reached as a function of the load and friction coefficient.

MoTs-CLES : Elastoplasticié, équations irétgrales, contact, calcul stationnaire, implicite.
KEYWORDS: Elastoplasticity, integral equations, contact, steady-state loading, implicit scheme.
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1. Introduction

Dans de nombreux cas pratiques (contact roue/rail, roulement/glissement de bil-
les...), le contact de deux solides pétre moglise par deux demi-espaces en contact
suivant une petite portion de leur fro@ite. Ceci consiste en faitsupposer que l'aire
de contact est petite par rapport aux dimensions daniatijues des solides en contact,
et donc que seul uradeloppement du profil local dans la zone de contact potentiel est
a prendre en compte pour le calcul des pressions de contactetanmuetlastique
linéaire du contact s'estdelopfee sur cette base, faisant largement appel aux notions
d’équations irtgrales singudires [Mus53, Joh85]. Cette&trie, limitea une analyse
élastique du contact, ne permet pas la prise en comptéfdendations iklastiques.

Le contactélastoplastique estéguemment trait au moyen de la athode des
élements finis [BHR85]. Elle fisente I'avantage d’une grandengralite mais ecessite,
pour les contacts de type ponctuel, un domaine de calcul dont les dimensions sont
grandes par rappod celles de la zone de contact afin que les conditions aux limites
extérieures soient sans influence sur la zone de contact.

Les méthodes cequations iréigrales, qui fournissent des solutid@astiques exac-
tes dans le cadre du contact de jj demi-espaces ¢, ¢, permettent en fait de prendre en
compte des &formations jj initiales ¢ ¢,, d’origine plastique et sont donc applicables
aux probemes de contadtlastique. Elles sontds bien adagesa des domaines
de calcul infinis (ici : demi-espaces), et conduisent dans ésemt contexté& une
discietisation limigea (i) la portion de surface libre susceptible d’entrer en contact et
(ii) la zone potentiellement plastique, bém du domaine. Elles fournissent ainsi une
extension directe aux cas nonéaires de la icanique du contact classique.

Cet article a pour objet de @senter I'approche pa@quations irégrales pour le
contactélastoplastique. Deux algorithmes dégtation plastique distincts [Ngu77,
DVM93] y sontincorpoes, permettant de traiter deux types de peot#s : indentation
et roulement/glissement continu.

Une des difficulés survenant dans une formulation norééire paréquations
intégrales est le calcul des contraintes dans les zones potentiellement plastiques. Nous
proposons une &thode de &gularisation grérale ne faisant intervenir aucune hy-
pothese sur la forme de la solution fondamentale. Emerche prsengée dans cet
article est ainsi gréralisabled des configurations néielles plus complexes, comme
le demi-plan anisotrope ou rétu.

2. Formulation par équations integrales d’un probleme dequilibre avec deformations
inélastiques

Se plagant dans le cadre de I'hypesie des petites perturbations, on coaed
un solideQ2 de frontereI'. Notons paro, ¢, P et u les contraintes, &ormations,
déformations plastiques eédlacements darf3, respectivement; ces grandeurs sont
reliées par la loi de comportemeglastiques = L : (e — €P) et les conditions de
compatibiliee = 3 (Vu +7 Vu).

D’autre part, notons pdv* (z, y), " (x, y) unesolution fondamental@éplacement



et contrainte), c'esk-dire la Eponsetlastique ery € E d’un domaineE O ) a une

force ponctuelle unitaire de directian. appligiee en un point fixec € 2 arbitrai-

rement choisi. Ces solutions fondamentales ont des expressions analytiques connues
si E est I'espace infini entier (solution de Kelvin) ou un demi-espace (solution de
Mindlin). Ces tenseursérifient dans tous les ¢c&" = 1L : (VU* +7 VU"). On
introduit également les vecteurs-contraitte- o.n etT" = *.n assods respec-
tivementa I'état inconnu e la solution fondamentale:(: normale ex¢rieurea I').

Avec ces notations et en I'absence de forces volumiquesétatélastique suf) avec
distribution de éformation jj initiale ¢ &P vérifie I'équation inégrale [Bon95] :

Kug(x) = /Q e’(y) : Ek(w,y)dvy
+ yl]kscyd,— Zk:cy.uyd,

aveck = lpourz € (R —T),x = 0 pourx ¢ Q; la variable d’'inégration est
y. Pour le case € T, la singularie deU* et T" nécessite dans le cagémgral une
regularisation qui @t largemenétudiee [Bon95]. Le tenseur fondamentaf est
singulier enl/r? en 3D ¢ = ||y — z||) et en1/r en 2D. Lintegrale de volume du
second membre converge donc, maévélluation du gradient deéﬂlacementés;;—;’;
pour le calcul des contraintes pose peahk.

Bui [Bui78] a monté, pour la solution fondamentale de Kelvin, q%fet est ex-
primable sous la forme d’'une igrale de domaine singatie en valeur prlnC|paIe de
Cauchy plus un terme con@ghentaire. Une autre solution, igkendante de la so-
lution fondamentale envisag, consisté régulariser I'expression [1]. Cong&tbns
I' état élastique auxiliaire suivantéfini sur? : dilatation libre (absence de liaisons
cinématiques) @ par une dformation initialeuniforme (donc compatiblex”, qui
donne un champ deéglacement assdciu” = ".y, poury € § et un champ
de contraintes assd@cinul. On choisit la valeur particélfee”™ = eP(x) poure”.
La repgésentation iréigrale [1] appligée au @placemenu” s’écrit ainsi, pourr €
Q-T:

ul(z) = P (x) : /Qz (z,y)dV, — e’ (x /Tk (z,y) ® ydS, 2]

En retranchant I'expression ci-dessus depijsen cerivant le ésultat par rapport
au point d'observatior:, on obtient apes simplifications etaorganisation des termes
la forme Egulari€e de laeprésentation iritgraledu gradient de &placement :

G- = () - @) LT ) Y,
_|_/ t(y )aiUk(sc y)dS, —/*Tk z,y).u(y)ds,

_e(x / z,y)dS, 3]



Sous eserve quesP vérifie une condition deégularie (continuie au sens de
Holder, i.ee? € C%*)au voisinage de, 'expression(e? (y)—eP(x)) : a%i)’“(a:,y)
est singulere enr®—3 en 3D et, ou em®—2 en 2D, et son iréigrale est convergente.
La relation [3] constitue la base de noti@veloppement.

3. Application au demi-espace homogne isotrope

Dans cet article, on s’ieresse sgcifiguement au casid? est le demi-plafz; >
0,z9} de fronterel’ = {z; = 0}. Notre ceveloppement repose sur I'application de
la formule [3] avec la solution fondamentale (Melan) du demi-espace hemeogo-
trope en @formations planes (obtenue paré@gtation sur-oo < z3 < +oo de la so-
lution tridimensionnelle de Mindlin [Min36]) ; elle donne I'expression des contraintes
et deplacements fondamentaux dans le demi-fHar= (2, vérifiant la condition de
surface librel™ (z, = 0, 25,y) = 0.

Les contacts ponctuels conéiés ici ont toujours lieu suf'. Ainsi I'intégrale
fortement singuBre [ Tk(:c,y).u(y) dS, dispardt de [1]; les points de la droite
x1 = 0 peuventétre traies comme des points internes [TB&L]'aide de [1] avec
x = 1. De plus, comme on &= 0 en dehors de la zone de contact, la ditisation
de la frontere se limiteaT'.., aire de contact potentiel entre les deux solides.

La régularisation [3] suppose a priafl et I" bornés. Ce n'est pas le cas ici,
mais cette difficult est aifment contour@e en remarquant que kagularisation n’est
nécessaire que dans la zdnernée (2, potentiellement plastique. Congiént I'etat
auxiliaireu” comme @fini sur(2,, la relation [3] devient donc, aps application de
la loi de comportemertlastique :

o(x) :/F t(y).L : %U’“(w,y) ds, — L: {ep(w).Ay.(;iTk(w,y)dSy}

c

v { [ @ - @) et ey} @
Qp ox ©
ce qu’on note formellemet(x) = o°(x) + o (x) ol o° désigne I'inégrale faisant
intervenir les pressions de contacbétfait intervenir les termes plastiques.

Un intérét pratique de cette formulation est que la désisation se limité la zone
potentiellement plastifie, évitant ainsi des maillages laborieux. On pégalement
noter d'un point de vue nuamique que si les&formations iglastiques sont connues,
la résolution iérative du prol#me de contact ne fait intervenir que les inconnues sur
la frontiere en inégrant directement I'effet destbrmations plastiques. D’autre part,
on remarque que fait intervenir le tenseur fondamental solution du peshé de
Flamant, de sorte que pour une reggntation constante ou éiaire par morceaux de
la pression sur la zone de contact, leegralesélementaires sont connues analyti-
guement [Joh85]. De plus, si I'effet degfdrmations plastiques sur les pressions de
contact est egligé (hypotlese classique) et pour un contact cylindre-plan, la pression
n’est autre que celle de Hertz, et I'expressiorodesst analytique [McE49].

Ces remarques montrent que notre formulatéotravers le terme?, étenda des
problemes non-ligaires le traitement analytique du contacétasticié.



4. Intégration plastique et calcul stationnaire

La mise en ceuvre nuenique aéte effectiee pour des matiauxélastoplastiques
isotropesa écrouissage cematique ligaire \erifiant un criere de Von Mises, soit :

f=gll-k<0 &=s-Ce" s=0—(1/3)tr(o)1 (5]

(1€l = (& : €)1/?), £ : fonction de chargé : limite élastique( : module decrouissage).
L'int égration plastique est faite selon une approche implicite, I'histoire du chargement
étant discetisee en pas de temps finis, et pour deux types de situations : (i) contact fixe
et (ii) roulement-glissement stationnaire.

La disciétisation consiste e@léments de fronéire (decoupage de la zone de con-
tact potentiel’. en segments) et asellules d’'inegration(découpage en cellules rec-
tangulaires de la zone potentiellement plastiffy® Les deformations plastiques sont
suppoges constantes par cellule. Il est important de notertqjuesta priori borré
dans le cas du contact fixe mais infini dans la directigrdans le cas stationnaire ;
on suppose alors qu(x1, o00) est fini. Des cellules infinies avec une pedare
d’intégration nurérique adayite sont alors empl@gs, en supposaat indépendant
de x> au-deh d’'une certaine distan@ela charge. A noter que, sous ces hypsts,
le calcul par ingégration nurgrique des? aété valice par comparaisoa des formules
analytiques [BC94].

ALGORITHME IMPLICITE CLASSIQUE. Sa convergence est prae/ [Ngu77], et
peutétre acélérée en inkgrant dans la projection implicite l&oessaire disétisation
en temps du proBme [ST85]. Ce type d’algorithme est adaptablene formulation
paréquations irégrales [BM96].

Connaissanh I'état nmécaniquea un instantt,, (critere de plasticé non viok,
champo,, statiquement admissible, champ cinematiquement admissible), on cher-
che, pour un in@ment de chargement danr]_ , rendant le prokime admissible
a l'instantt,, ;. L'algorithme étant implicite, on impose la satisfaction de toutes les
relations de comportemeat’instantt,,, 1, et notamment :

n— STt pe k<o [6]
el

Pour ce faire, la @ormation plastique? , ; en un point est initialise a la va-
leur e, et une approximatioklastique des contraintes est cadah I'aide de [3]
(discietiste) :

, , 0
Vni10(x) — 524—1,0(3}) = /Q(Eflﬂ,o(y) - 5%-5—1,0(”})) : a—ka(w,y) dVy
4 [ @)U ) dS, - el (@) [y T @) ds, 17
. n+1 8:13 ) y n+1,0 . . am ) Y

puis une approximatioalastique des contraintes par :

sP | =s,+2G Ne, &V, =5,11—Ce? =€, +2GAe 8]



(e : déviateur de dformation ;Ae = e, 41,0 — e,). En supposant queEH viole le
critere, on adonc:
€ri1 =& — 26+ ) [9]

Pour conserver dans cette dema relation la jj direction ¢,¢, q‘éfH donrée par
[6], il faut donc que [ST85] :
e
[fsy

Cette derrére relation, assoeea [9], permet d&crire :

€11l = €741l = 2G + O)A

ce qui, repoi dansf (&, k) = 0, donne I'expression d&:

gl —k

[10]

et donne donde? = An. En ésung, pour un pas$t,,t,+1], notant: le compteur
d’itérations :
1. Initialisation :i = 0, €}, |, ; = &b ;
2. Evaluatiorélastique def,ELJrLi, relations [7], [8];
3.Si f(¢X, ;) > 0 alors : évaluation de [10], [11], calcul dae?,
1+ 1+ letretoura 2;
4.Sinon: e? | = el + Ae? etfin.

ALGORITHME STATIONNAIRE. |l s'agit du cas @ le chargement seéglacea une
vitesse constant€ e, (figure 1. Dans les coordogas(z;,io = xo — Vt) li€es au
chargement, le probie est infpendant du temps et némkend que de la positiaiy
par rapport la charge ; pour tout champ physigiie on a ainsi

X |, 0X
dt o

L'int égration plastique dans le ‘@ mobile consista calculer I'incément de
déformation plastiqué\e? lorsque I'on passe d'un point a un pointe — Aises le
long d’'une ligne de courant (I'accroissemenf\is correspondara un pas de temps
At = Azy V).

Etant doniés de<ttats de contrainte et défdrmation plastique initiaux (des va-
leurs non nulles traduisant I'effet de passagé&sgments de la charge)

&o(71) = (80 — Cep)(z1, +00)
L'incrément du @viateur de dformation est éfini par

Ae = e(xy — Azy) — e(x2) = ep41 — €y,



X2

/
|

P
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Figure 1: Contact et roulement/glissement stationnaire continu ésta de principe

Le multiplicateur plastique en fonction @éﬂrl est encore dormpar [11]. Pour
un jj passage ¢¢ de la charge, I'algorithme, initialemérit [DVM93], se pésente
comme suit. Noter que la variabig, indicée pam, esta la fois spatiale et temporelle,
de sorte que I'algorithme produitgtat meécanique dans tout le massésultant d’'un
nouveau passage de charge diregj globalement ¢ ¢,, et non point par point.

(A) Initialisation :¢ = 0;

(B) Boucle surn,m :
L&l ny.i = &o(m);
2. Evaluatiorélastique dé(,, ,,, ,, relations [7] et [8]
3.Si f(&(ny i) > 0, alleren (C)

Aller en (D)

(C) Projection stationnaire: Boucle surn :
Boucle surm :
1. Evaluation de
£(Em.n+l),i+1 = S(m,n),i+1 + 2G(e(m,n,+1),i - e(m,n),i) ;
2.Si f(&(rny1).401) > 0, alors: projectiona Iaide de [10],
[11] et Ez(in,,n—i—l),i-&-l = €;€m,n),i+l + A&‘p Sinon:
e? L o=&b L
(m,n+1),i+1 (m,n),i+1"
i< i+ 1 etretoura (B);
(D) Fin

5. Exemples nunériques

Dans tous les exemplesgsengés, le matriau a pour caraétistiquest = 210 000
MPa,v = 0,3, k = 159 MPa,C = 6 900 MPa.



n(x,) (N=Npmax ) n=1 n=0

(m=1)

Figure 2: Discrétisation en cellules d'iiggration (les cellules poutt = 0 etn = npaq. SONt
deséleéments infinis avecdormation plastique constante

5.1. Exemples en chargement fixe

On consi@re I'indentation d'un massif semi-infini, les pressions de coréteit
ici donréesa priori (répartitions constante ou hertzienne, toutes deux permettant une
intégration analytique de*°).La zone de contact et = {—/¢. < x5 < /.} avec ici
£, =10 mm.

La figure 3 pésente levolution suivant la profondeur deéfdrmations plastiques
équivalentes sous le centre de contact, pour un chargement cons@nt §r, t5) =
(4,4k;0) ; les tesultats de notre éthode sont compasa ceux obtenus par un calcul
parélements finis (code &sTEM 2000).

La figure 4 pesente un exemple d’isovaleurs defatmations plastiques sous
une charge hertzienné.(= 10 mm, pression maximump, = 8k). La zone po-
tentiellement plastique esédouee en 4640 cellules; aucune autre digtisation
n'étant recessaire ici. Par comparaison, &solution paléements finis &cessite la
discietisation d’'un domaine de calcul au moins sept fois plus grand suivant chaque
direction pour stabiliser les grandeurs sous le contact.

5.2. Exemples en chargement stationnaire

On consiére maintenant le roulement sans glissement : pressions de contact ici
encore doneesa priori ; £, = 10 mm.

REPARTITION HERTZIENNE, py = 3.8k. Il s’agit d’'une sollicitatiora la limite d’un
comportement d'adaptation. Les figures 5 et 8sgntent le champ deefbrmation
plastiqueéquivalente, respectivement pour un premier passage de la charge et en
régime stabilié. La discetisation de2, est dans ce cas de 1240 cellules, la prise

en compte desaformations plastiques en amont de la zone eaile faisard I'aide



d’élements infinis suivant,. On voit clairement appaitae le caradire stationnaire
du champ de @formation plastique. La figure 7 montre la bonne concordance entre
nos Eesultats et ceux issus d’un calcul stationnairegiaments finis [DVM93].

REPARTITION jj CHAPEAU ¢¢. La solutio@lastique est, pour ce cas aussi, connue
analytiguement. La disétisation de2,, est dans ce cas de 1650 cellules, la prise
en compte desé&formations plastiques en amont de la zone eaile faisard I'aide
d’élements infinis suivants.

La figure 8 pesente le champ deétbrmation plastiqué&quivalente enégime
stabili€, dans le cagy = 4,4k; I' état stabilig est adag@ (e? est incependant de
). La figure 9 donne les valeurs ¢, 7, 5, en fonction de la profondeur; . Les
champs de contraints ; eto., (contraintedquivalente de Von Mises) sont résenés
sur les figures 10 et 11 respectivement.

La figure 12 donne leétats stabiliés atteints en fonction du coefficient de frot-
tementu et de la pressiop, au centre. Elle est éee par balayage du pldm, po),
un calcul stationnaire complétant fait pour chaque couple, pg) consiceré. Les
courbes @limitent les egions du plan(u, pp) conduisan& desétats stabiligés pu-
rementélastique, adaptou accommaél (le cedoublement de chaque courlésulte
du pas fini de balayage ni@mque ; par exemple, dans le fusealeneur, la courbe
inférieure (resp. sugrieure) donne pour chaquda valeur dep, la pluséleee (resp.
la plus basse) ayant condaiunétat stabilig élastique (resp. ada).

5.3. Exemple en chargement stationnaire avec contact : influence de la rugosit

On consi@&re maintenant un chargement glissant exg@ar un poingon de forme
ii onduke ¢¢ (figure 13). Le contact est sugpsans frottemenj(= 0) ; les efforts et
I'aire de contact sont cette foigtermirés i€rativement et nuériguement, la portion
de surface libre au voisinage de la chaggent dcoupie erélements de frongire.

Les figures 14 et 15 montrent respectivemengéfgartition de pression de contact
sous le poincon ondél pour les limitesélastique et d’adaptation et le champ de
contrainteéquivalente de von Mises (ondulation d’amplitude 0,007 mélires). La
répartition de contrainte est totalement maxbfpar rapport au cas hertzien, et il ap-
pardt notamment une interaction importante entre les trois jj pics ¢¢ de pression. On
ne peut donc pas se contenter de caergdle contact hertzien entre un demi-plan et
un solide ayant un rayon de courbure correspondastui de I'ondulation. Ce type de
raisonnement conduirait en eff@tne consifrer que la pression maximale au centre
de contact enéygligeant ainsi la redistribution de contraintes mis&edence par la
figure 15.
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Figure 3: Demi-plan sous pression constanig & 4,4k) : déformation plastiqu&quivalente
sous le centre de contact, en fonction de la profondgur
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Figure 4: Demi-plan sous pression hertziennpg & 8k) : déformation plastiquéquivalente



Figure 5: Demi-plan sous pression hertzienne glissampie € 3,8k) : déformation plastique
équivalente apgs le premier passage

Figure 6: Demi-plan sous pression hertzienne glissapie £ 3,8k) : déformation plastique
équivalente dansé&tat stabili€
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Figure 7: Demi-plan sous pression hertzienne glissapte=£ 3,8k) : contrainte ©siduelle de
roulementos2 Sous le centre de contact; comparaison er@geiations inkgrales eglements
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Figure 8: Demi-plan sous pression jj chapeau ¢¢, glissapte£ 4,4k, u = 0) : champ de
déformation plastiqu&quivalente
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Figure 9: Demi-plan sous pression jj chapeau ¢ ¢, glissapte€ 3k, u = 0) : déformations
plastiques en fonction de la profondeur
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Figure 10: Demi-plan sous pression jj chapeau ¢¢, glissamte € 3k, = 0) : champ de
contrainteo1
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Figure 11: Demi-plan sous pression jj chapeau ¢¢ glissapte £ 3k, = 0) : champ de
contrainteéquivalente de Von Mises
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Figure 12: Demi-plan sous pression jj chapeau ¢¢ glissantégimes stabiliss atteints en
fonction depo, 1
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Figure 13: Contact et roulement/glissement stationnaire continu : profil neioie d'un cy-
lindre avec ondulation, pour deux amplitudes= 0,003 mm etap = 0,03 mm
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Figure 14: Contact et roulement/glissement stationnaire contingpartition de pression cor-
respondant la limite élastique {o = 0,004 mm) eta la limite d’adaptation ¢o = 0,007 mm)

pour un contact ondél sans frottement
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Figure 15: Contrainte de Von Misesquivalente en&gime stabilig (répartition jj onduée ¢,¢,
de pression

6. Conclusion

La formulation pésenke ¢gréralisea des proldmes non-ligaires I'approche clas-
sique de la racaniqueglastique du contact. En particulier, laéthode déquations
intégrales pour le calcdlastoplastique stationnaire propesici est originale, et les
premiers ésultats nur@riques sont encourageants.

Notre approche est particaliement adage aux calculs en milieu semi-infini,
cette caradristique constituant sans doute I'apport le plus important sur le plan pra-
tique. De nombreuses possil#ktd'extensions existent : prise en compte d’u@temnent
(couche mince parallea la surface libre, de cardgtstiques recaniques distinctes),
la solution fondamentale utiEgétant soit celle du demi-espace horang, soit celle
adapée au matriau bicouche [DH61, HD62] (la pregtie possibilié, la plus simplé&
mettre en ceuvre, permet de prendre en compte une anisdiraritielle de Bcart de
constanteglastiques) ; pression de contact initialement inconnue ; roulement et glis-
sement sur un demi-espace (pabk tridimensionnel), sur une bande de profondeur
finie...
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