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Méthodes duales pour le contact frottant

Francois Kuss et Frédéric Lebon

Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique
Université de Provence Aix-Marseille 1
31 Chemin Joseph Aiguier 13402 Marseille Cedex 20
(kuss,lebon)@Ima.cnrs-mrs.fr

Résumé :

On présente deux algorithmes destinés a la résolution de problemes de contact frottant. Ces algorithmes sont basés
sur la formulation duale ou complémentaire du probléme de frottement. Des résultats numériques sont présentés
et analysés.

Mots-clefs :

Mécanique du contact ; éléments finis ; énérgie complémentaire

1 Introduction

La mécanique du contact intervient dans de trés nombreux problemes d’ingénierie (automo-
bile, aéronautique, énergie, génie civil, biomécanique, géophysique, ...) et souleve de nombreux
problemes théoriques et numériques. La résolution de ces problemes dans des logiciels indus-
triels est encore mal maitrisée surtout s’ils sont couplés avec d’autres non linéarités. Géné-
ralement, les méthodes de résolutions sont basées sur des formulations en déplacements (ou
en vitesses) ou mixtes déplacements/forces de contact. La stratégie duale ou complémentaire
faisant intervenir une formulation purement en forces de contact a par contre été fort peu
développée jusqu’a présent [1, 2, 3] malgré des résultats prometteurs. Cette stratégie se heurte
a deux écueils: le choix des éléments finis vérifiant les équations d’équilibre et les méthodes
itératives de résolution des systemes non linéaires obtenus. Dans cet article, on propose d’utili-
ser une famille d’éléments faisant intervenir les fonctions d’Airy et des algorithmes de résolu-
tions basés sur des notions de relaxation ponctuelle ou par blocs. Des résultats numériques sont
donnés et des comparaisons avec des méthodes traditionnelles sont présentées.

2 Quelques rappels sur les éléments finis en contraintes

2.1 Formulation duale du probleme de contact avec frottement

On s’intéresse a 1’équilibre d’un corps élastique €2, soumis a des déplacements imposés, a des
forces de contact, volumiques et surfaciques respectivement sur I'p, €2, I'c et I'p. La formula-
tion duale du probleme d’élasticité en présence de contact et de frottement est donnée par :

P, { Trouver o € Kg(—oy) telle que 1

blo,r—o0) >t —0) VT € Ko(—oy)
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Avec:
b(O’,T)I/AijklO'ikaldl’
Q

l(T) = / Tijnquids
I'p

et

H={r e L*(QM); 1ij; + F;, =0dans Q et Tn = f sur '}

(2)
Kewy ={t€ H; v < 0sur T'e; ||7r| < pm sur Te}

Avec M I’espace des tenseurs symétriques du second ordre et K¢ (), I’ensemble convexe
des contraintes admissibles. Cet ensemble dépendant de la contrainte elle méme, le probleme
formulé en contraintes ne peut alors pas étre réduit a un probleme de minimisation.

2.2 Discrétisation du champ de contraintes

Le champ de contraintes sur un élément doit satisfaire les conditions d’équilibre de vo-
lume et de surfaces: 7;;; + F; = 0 dans ) et Tn = f sur I'p. De maniére a satisfaire la
condition d’équilibre de volume, on définit en deux dimensions le champ de contraintes comme
dérivant d’une fonction de Airy (A(z,y)), telle que, dans un repeére cartésien orthonormé :

Tax = A(l’,y),yy + ¢
Tap = €ar€ps A(T,Y) 15 + dapp = { Tyy = ATY) ax + ¢ 3)
Toy = —A(T,Y) ay
Avec ¢ tel que F; = —¢;
On peut alors exprimer les contraintes comme le produit de fonctions S(z,y) de x et 'y, et de
valeur nodales s (ou degrés de liberté).

7= [S(z.y)][s] @)

Le choix de la fonction A(x,y) dépend du type d’élément utilisé. Dans [3], I’élément de Bogner

Fox Schmit est utilisé. Il présente quatre degrés de liberté a chaque noeud, qui sont [A ((99_,4 %—A
z dy

gj{% ]*. La fonction d’ Airy est exprimée par un polyndme d’ordre inférieur a quatre tel que :
Alz,y) = Z Cpg"Y" (5)
P,q<3

La condition d’équilibre de surface peut étre satisfaite en définissant des contacteurs sur chaque
face d’un élément et en imposant la continuité des tractions a posteriori par 1’utilisation de
multiplicateurs de Lagrange [4], ceci augmentant la taille du systeme a résoudre de maniere
considérable. Cette condition peut également €tre satisfaite ”a priori”. En effet, la continuité du
vecteur contrainte entre éléments peut étre obtenue en imposant une continuité C'! de la fonction
de Airy. La condition d’équilibre de surfaces sera alors vérifiée en imposant I’égalité des degrés
de liberté entre éléments.
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F1G. 1 -

L’élément de Bogner-Fox-Schmit (BFS)

3 Procédures numériques

3.1 Premier algorithme: algorithme D-PANA

On présente un premier algorithme pour résoudre le probleme dans le cas plan. L’idée de cet
algorithme, basé sur une technique de relaxation par blocs, consiste en une résolution de deux
sous-problémes : au pas k, un probleme de frottement a contact donné, et ensuite un probleéme
de contact unilatéral a frottement donné. Nous avons appelé cet algorithme, D-PANA car il
est la version duale de 1’algorithme classique PANA di a P. D. Panagiotopoulos [5]. Apres
condensation [3], on décompose la matrice de compliance GG}, qui est symétrique et définie
positive en quatre blocs comme suit

GNN GTN t
Gh = < GTN <GTT) ) ) (6)

ot GNV (resp. GTT) est la sous-matrice correspondant aux degrés de liberté normaux (resp.
tangentiels). De facon analogue, le vecteur des déplacements généralisés g;, est décomposé en

deux blocs
_ < g~ ) o
gh = gT )

ot g%V (resp. g7) correspond aux degrés de liberté normaux (resp. tangentiels).
Soit (N9, 77) donné, I’iteration k de I’algorithme est,
— T*+1 est solution du probleme de frottement a contact donné suivant
min{iT'G™T + T'(g" + GT™VN¥), |T| < —puN*} (8)
— N*+1estla solution du probléeme de contact unilatéral contact a frottement donné suivant
min{%NtGNNN + Nt (gN + (GTNITHY N <0} 9)
Cet algorithme est basé sur une idée simple : si dans 1’équation (1), les forces de frottement
(resp. de contact) sont données, alors le convexe est fixé et le probleme est équivalent a un
probléme de minimisation sur les forces de contact (resp. de frottement). Notons que les proble-
mes de minimisation (8)(9) ont des solutions uniques, puisque les fonctionnelles a minimiser
sont strictement convexes et que les ensembles dans lesquels on minimise sont convexes et
non vides. De plus, On peut résoudre ces problemes a 1’aide de méthodes de minimisation
quadratique ou de relaxation efficaces. Il est aussi possible de montrer le résultat suivant :
Théoreme 1 Pour un coefficient de frottement i assez petit I’algorithme D-PANA est con-
vergent.
On peut trouver la démonstration de ce résultat dans [6].

3
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3.2 Seconde méthode : I’algorithme D-GLT

Cet algorithme est une adaptation de celui proposé dans [7]. L’idée est de minimiser une suite
de problemes en dimension un, c’est a dire, pour la i-eme composante, les autres composantes
sont fixées et on a a minimiser un probleme convexe a une dimension dans un ensemble convexe

— N; <0 Vi€ {1...n}, pour une composante de contact,
— |Ti] < —uN; Vi€ {1...n}, pour une composante de frottement.
L’algorithme est donné par

(N, T°) étant une solution initiale donnée, pour tout & > 0 (indice d’itération) et pour i €
{1...n}:
o = _gi Z GNNNk+1 Z GNNNk E GTTTk+1 Z GTTTk (10)
Jj=t+1

k+1 «

. k+1
si N; 2 > 0Oalors N;"" =0
k+3 (12)

e
si N; 2 < 0alors NF™' = N,

(2

B= —gl — ZGNNN’f+1 > GINNE - ZGTTT’““ > G (13)

J=1 J=i+1 J=1 J=i+l
ki1 _ P
T = G (14)
si Tk:Jr2 > —uNF alors T~’CJrl = —uNkH
szTZ- o puN*¥Y alors TFH = Nk (15)

kAL k+1
si |T; 2| < —uNFYalors TF =T, 2

7

De fagon usuelle, cet algorithme est accéléré en introduisant un coefficient de relaxation w.
k+3 k+21 . k+3 k+1

N; 2 (vesp. T} 2) est remplacé par wN; "2 4 (1 — w)NF (resp. wT; "2 4 (1 — w)TF) dans

I’algorithme précédent. Notons que, de facon classique, le critere d’arrét est calculé a partir

des variations relatives des forces de contact et de frottement. Ajoutons, pour terminer, que la

preuve de convergence de cet algorithme est un probleme ouvert.

4 Résultats numériques

4.1 L’exemple numérique : un ”’benchmark” classique

Afin de tester et de valider 1’algorithme, on a choisi un “benchmark” étudié par le groupe de tra-
vail ’Validation de codes de calcul” du GRECO ”Grandes Déformations et Endommagement”
[8]. Le probleme est posé en déformations planes. On consideére un barreau infini a section rec-
tangulaire, de module d’Young £ = 130GPa et de coefficient de Poisson v = 0.2. Pour des
raisons de symétrie, on considere seulement une section carrée. La hauteur est égale a 40mm.
La zone de contact est le segment AB sur la figure 2. Le probleme a été traité avec différentes
valeurs du coefficient de frottement . et du chargement (f sur AD, F sur C'D). Les varia-
tions des statuts de contact sont données dans la table 1 pour différents jeux de parametres (les
chargements sont en M Pa).
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FIG. 2 — Probleme du barreau en contact avec un plan rigide.

1 F f Gap Sliding Stick
oy=o0r=0 |or| = plon] |or| < plow|

0.2 -5 10 0 mm 40 mm 0 mm

0.2 -15 10 0 mm 23 mm 17 mm

0.2 -25 10 0 mm 3 mm 37 mm

1 -5 10 3 mm 18 mm 19 mm

1 -5 15 3 mm 25 mm 12 mm

TAB. 1 — Comportements de l’interface pour différents parametres

4.2 Concordance avec la formulation primale

Dans ce paragraphe, les résultats numériques sont comparés avec ceux obtenus par la formula-
tion primale [8] afin d’analyser la précision de I’algorithme. Dans [8], le probleme est discrétisé
par des éléments finis linéaires P1 (triangles a 3 noeuds) et le probleme discret est résolu par
une méthode de point fixe couplée avec un algorithme de relaxation. Le maillage est non struc-
turé avec 230 noeuds (33 de contact). Dans ce travail, le méme probleme est traité avec un
maillage structuré avec 289 noeuds (17 de contact). Le probleme est discrétisé par des éléments
de Hermitte bicubiques [4] (quadrangles a 4 noeuds). La figure 3 montre que I’on a une bonne
concordance entre les deux formulations en termes de forces de contact. Sur la Figure 4, on
montre les déplacements normaux pour les deux formulations, déplacements qui pourraient
étre un handicap pour I’extension de notre méthode aux grands glissements [3]. Ces figures
correspondent au cas pt = 1, F' = —5M Pa and f = 15M Pa (5-ieme ligne dans la table 1). On
note que les algorithmes D-PANA et D-GLT donnent la méme solution. Les petites différences
entre les courbes peuvent étre expliquées de la facon suivante

— les différentes approximations: éléments P1 linéaires ou Hermite bicubiques,
— les différents maillages : triangles avec 230 noeuds ou quadrangles avec 289 noeuds,
— le calcul des déplacements et des forces: par méthode directe ou par dualité.
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