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Résumé : Soit F la catégorie des foncteurs entre espaces vectoriels sur un
corps fini. Les catégories de foncteurs en grassmanniennes sont obtenues en
remplagant la source de cette catégorie par la catégorie des couples formés d’un
espace vectoriel et d'un sous-espace. Ces catégories possedent une tres riche
structure algébrique; nous étudions notamment leurs objets finis et leurs pro-
priétés homologiques. Nous donnons des applications a la filtration de Krull de
la catégorie F et a la K-théorie stable des corps finis.

Abstract (Grassmannian functor categories) : Let F be the category of
functors between vector spaces over a finite field. The grassmannian functor
categories are obtained by replacing the source of this category by the category
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Depuis une vingtaine d’années, de nombreux travaux ont mis en évidence
les liens féconds entre les catégories de foncteurs, la topologie algébrique, les
représentations modulaires des groupes finis et plusieurs théories cohomologiques
(cf. [FFPS0J] et le chapitre 13 de [Lod9q]). Nous montrons comment progresser
dans cette voie a l'aide de nouvelles catégories de foncteurs. Nous obtenons ainsi
des résultats nouveaux sur des catégories de foncteurs désormais classiques, no-
tamment la catégorie des foncteurs entre espaces vectoriels sur un corps fini.
Nous démontrons en particulier un théoreme d’annulation cohomologique tres
général, que 'on applique a la K-théorie stable des corps finis. Les deux principes



intuitifs suivants guident notre travail : d’'une part, la démonstration de pro-
priétés d’annulation cohomologique dans une catégorie de foncteurs est souvent
plus facile en transitant par une autre catégorie de foncteurs « plus grosse »;
d’autre part, la structure des objets d’une catégorie de foncteurs peut souvent
se ramener & celle d’objets « plus petits » (donc mieux compris) d’une autre
catégorie de foncteurs.

Dans tout cet article, k désigne un corps fini; on note & la catégorie des
espaces vectoriels sur k, Eﬂ{ la sous-catégorie pleine des espaces de dimension

finie et F(k) la catégorie des foncteurs de Eﬂ{ vers & (la mention du corps
k sera souvent omise dans les notations, par la suite). La catégorie F(k) est
abélienne ; elle possede suffisamment d’objets projectifs et injectifs. Des calculs
cohomologiques puissants ont été réalisés dans cette catégorie, notamment avec
les travaux de Franjou, Lannes et Schwartz ([FLS94]) et de Franjou, Friedlander,
Scorichenko et Suslin ([FFESS9Y)).

L’identification de la cohomologie de Mac Lane (définie dans [ML57]) comme
un cas particulier de cohomologie fonctorielle par Jibladze et Pirashvili ([JP91l))
illustre l'intérét des calculs cohomologiques dans la catégorie F(k). L’isomor-
phisme entre la K-théorie stable de k et ’homologie dans F (k) pour des systémes
de coefficients polynomiaux, établi indépendamment par Betley (cf. [Bet99]) et
Suslin (cf. appendice de [FFSS9Y]), a fourni une autre motivation majeure &
I'étude des propriétés homologiques de F(k). Les articles [Pir0d], et
[ montrent comment aborder d’autres théories homologiques a 'aide de
certaines catégories de foncteurs.

L’étude systématique de la catégorie F est menée depuis le début des années
1990 (voir les articles de Kuhn [Kuh94al, [Kuh94H] et [Kuh9H]), & la suite des
liens établis par Henn, Lannes et Schwartz dans [HLS93] (voir aussi 'ouvrage
[Bch94] de Schwartz) entre les modules instables sur I'algebre de Steenrod et
cette catégorie; néanmoins, sa structure globale demeure fort mystérieuse. En
effet, si la compréhension de ses objets de longueur finie peut se réduire a
celle de k-algebres de dimension finie, il en va bien différemment de ses ob-
jets de longueur infinie, dont I’étude se heurte a des problemes profonds de
compréhension générique des représentations modulaires (i.e. de compréhension
des liens, notamment cohomologiques, entre les représentations de plusieurs
groupes) — la catégorie F (k) a d’ailleurs été nommée catégorie des représentations
génériques des groupes linéaires sur k par Kuhn, qui a justifié cette terminologie
dans les trois articles susmentionnés.

Ainsi, la conjecture suivante, proposée par Lannes et Schwartz, s’est révélée
I'un des problemes les plus difficiles a résoudre dans cette catégorie.

Conjecture 1 (Conjecture artinienne). La catégorie F(k) est localement
noethérienne.

Les raisons de la dénomination paradoxale de cette conjecture et une breve
discussion de celle-ci sont données a la fin de la section ﬂ

Explicitons les catégories de foncteurs qui permettent de progresser dans
létude de la conjecture artinienne. On note Gr(V') la grassmannienne des sous-
espaces vectoriels de V. Nous regarderons Gr comme un foncteur de Eﬂg vers la
catégorie des ensembles.

Définition 2. Soit EgT (k) la catégorie des couples (V, W), o V est un k-espace
vectoriel de dimension finie et W un élément de Gr(V'), et dont les morphismes



(V,W) — (V',W’) sont les applications linéaires f : V — V' telles que f(W) =
W'. La catégorie de foncteurs en grassmanniennes Fg,(k) est la catégorie des
foncteurs de Eér (k) vers &.

Il est également naturel de s’intéresser a la catégorie, notée gér(k), qui a

les mémes objets que Sér (k), et dont les morphismes (V,W) — (V',W') sont
les applications linéaires f : V' — V’ telles que f(W) C W’. La catégorie des
foncteurs de &/ (k) vers &£, notée Fg,(k), est également considérée dans cet
article; elle constitue un adjuvant pour I’étude de la catégorie Fg. (k).

Pour tout entier positif n, on note Fg,, la sous-catégorie pleine de Fg,
(rappelons que la mention du corps k est désormais sous-entendue) des foncteurs
X tels que X (V, W) # 0 si dim W # n. Cette catégorie peut également se décrire
comme une catégorie de foncteurs. L’étude des catégories Fg, et Fg, , constitue
le principal sujet de cet article; le lien entre Fg, et les Fg,,, provient de ce
qu’il existe une stratification de Fg, par des sous-catégories épaisses Fgr <n,
stratification dont les sous-quotients sont équivalents aux catégories Fg, p.

On peut également ramener 1’étude des catégories Fg, ,, a celle de catégories
plus simples : le groupe linéaire GL,, (k) intervient naturellement dans la struc-
ture de Fg,p, qui constitue une sorte de produit semi-direct tordu entre la
catégorie des k|G L,,(k)]-modules et la catégorie de foncteurs Fpy ,, définie comme

suit. On note Elél » la catégorie des objets V de & f munis d’un monomorphisme

k™ — V. La catégorie Fpi , est la catégorie des foncteurs de 51];1,71 vers £. Outre
ses liens avec Fg, y, cette catégorie possede un intérét intrinseque, car elle est
équivalente a la catégorie des comodules de la catégorie F sur le foncteur injectif
standard associé a I'espace vectoriel k™.

Mentionnons une autre catégorie de foncteurs considérée dans cet article.
Soit £ gw ; la sous-catégorie de £ f ayant les mémes objets et dont les morphismes
sont les épimorphismes de £/. La catégorie, notée F,,;, des foncteurs de &€ wa y
vers £ joue un role important dans ’étude de la catégorie Fg,. En effet, si
f:(V,W) — (VW) est un morphisme de Egr, alors f induit un épimorphisme
de W sur W' : on obtient ainsi un foncteur Eér — & wa ;» donné sur les objets par
(V,W) — W, puis par précomposition un foncteur fondamental Fy,,; — Fgy.
Une catégorie analogue & Fyr; s’obtient & partir des monomorphismes de &t
on la note Fiy,;. Elle possede des liens étroits avec les systémes de coefficients
introduits par Dwyer dans ] et joue un role essentiel dans la comparaison
entre la K-théorie stable de k et les groupes d’extension dans F(k) (théoréme
de Betley-Suslin susmentionné).

Revenons a la catégorie Fg,. Le foncteur d’oubli Eér — &/ donné par
(V,W) — V induit par précomposition un foncteur ¢ : F — Fg,. Il est ad-
joint & droite au foncteur d’intégrale en grassmanniennes w : Fg, — F donné
par

wX) V)= @ xw,w).

wegr(V)

Ce foncteur constitue 1'outil le plus puissant pour relier les catégories Fg, et F.
Son importance est d’abord illustrée par le résultat formel suivant, dans lequel
le foncteur w(k) = k[Gr] de F est muni de la structure comultiplicative déduite
du fait que ce foncteur est la linéarisation d’un foncteur ensembliste.



Proposition 3. Le foncteur w : Fg, — F induit une équivalence entre Fg, et
la catégorie des k[Gr]-comodules de F.

On peut donner une description similaire des catégories Fg, ,, en termes
de comodules; celle-ci montre, par dualité, que Fg, ., est étroitement liée a la
catégorie des D(n)-modules de F, ot D(n) est un foncteur qui a rapport a
'algébre de Dickson — cf. I'article [[Pow98(] de Powell, qui a annoncé I'impor-
tance de cette catégorie de modules.

L’étude de la structure élémentaire de la catégorie Fg, repose principalement
sur le foncteur différence, analogue a l’endofoncteur du méme nom dans F. Ce
foncteur, noté AY", est donné par le scindement canonique

X(VokW)~X(V,W)ao A (X)(V,W).

Rappelons que le foncteur différence A de F est quant a lui caractérisé par le
scindement canonique F(V @& k) ~ F(V) & A(F)(V). Comme dans la catégorie
F, on introduit la définition suivante :

Définition 4. Un objet X de Fg, est dit polynomial s’il existe un entier n tel
que (A9)™(X) = 0.

Dans ce qui suit, nous nommons fini un objet de longueur finie d’une catégorie
abélienne. Un objet localement fini est un objet colimite d’objets finis.

Proposition 5. Les foncteurs finis de la catégorie Fg, sont polynomiauz.

Ce résultat permet de décrire explicitement les objets simples de la catégorie
Fgr & partir des objets simples de F et des représentations simples des groupes
linéaires.

Nombre des foncteurs entre la catégorie Fg, et la catégorie F, ou d’autres
qui lui sont étroitement reliées, possedent de bonnes propriétés de commutation
au foncteur différence. Par exemple, il existe un isomorphisme canonique to A ~
A9 o1 de foncteurs F — Fg,. En revanche, le foncteur composé Aow : Fg, — F
differe du foncteur w o A9", qu’il contient comme facteur direct. Ainsi, I'image
par le foncteur d’intégrale en grassmanniennes d’un objet fini de la catégorie Fg,
n’est généralement pas un objet analytique (i.e. colimite d’objets polynomiaux)
de la catégorie F. D’ailleurs, tous les objets projectifs de type fini de F sont
I'image par le foncteur w de foncteurs finis de Fg,. Le principe général d’étude
de la catégorie F a partir de la catégorie Fg, consiste a ramener I’étude des
objets de type fini de F a celle des objets finis de Fg, grace au foncteur w. La
mise en ceuvre de ce principe s’avere ardue; en effet, les objets de type fini de la
catégorie F ne sont pas tous isomorphes a 'image par w d’un objet fini de Fg,.
Un énoncé précis que tous les foncteurs de type fini connus dans la catégorie
F vérifient sera discuté dans cet article; la conjecture E présentée ci-dessous en
constitue une variante.

Venons-en maintenant & des propriétés profondes des catégories de foncteurs
en grassmanniennes. Notre résultat d’annulation cohomologique principal est le
suivant, dans lequel Z désigne I’endofoncteur de Fg, donné par Z(X)(V,W) =

@ X(V,B). Ce foncteur conserve les objets localement finis.

Begr(W)
Théoréme 6. Soient X etY des objets de Fg,, X étant supposé localement fini.
Il existe un isomorphisme gradué naturel Ext’r(w(X),w(Y)) ~ Extx, (X,Z(Y)).

Dans le corollaire suivant, le foncteur w, désigne la restriction du foncteur

w a la sous-catégorie Fg, ,, de Fg,.



Corollaire 7. Soient k et n deuz entiers naturels, X un objet localement fini
de Fgr i et Y un objet de Fgr p.

1. Sik <n, alors Extz(wi(X),w,(Y)) =0.

2. Sik = n, alors le morphisme naturel Exty,  (X,Y) — Extz(wn(X),wn(Y))
induit par w, est un isomorphisme.

Le théoreme E et le corollaireﬁ permettent d’une part de généraliser le
théoreme de Betley-Suslin sur la K-théorie stable de k, d’autre part de mener
de nombreux calculs cohomologiques dans la catégorie F utiles pour comprendre
sa structure, comme le théoreme de I’appendice de [Pow984].

Un moyen efficace d’appréhender la structure globale d’une catégorie abélienne
A consiste & étudier sa filtration de Krull, notée (K,,(A)) (cf. paragraphe [B.4).
Le corollaire E, qui indique une hiérarchie dans la « taille » des objets du type
wp(X) selon la valeur de n, o X est un objet localement fini de Fg, », suggere
la description conjecturale suivante de la filtration de Krull de la catégorie F.
Celle-ci précise considérablement la conjecture EI et constitue une motivation
essentielle a I’étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes.

Conjecture 8 (Conjecture artinienne extrémement forte). Pour tout en-
tier positif n, le foncteur w, induit une équivalence entre la sous-catégorie pleine
fé];n des objets localement finis de Fgr n et la catégorie quotient K,,(F)/Kp—1(F).

Non seulement cet énoncé entraine toutes les formes renforcées de la conjec-
ture artinienne émises jusqu’a présent, mais il implique aussi un grand nombre
d’autres résultats profonds sur la catégorie F. Dans l'article [[Djad], nous pour-
suivrons I’étude du foncteur w et montrerons notamment une forme affaiblie de
la conjecture E, avec des applications a de nouveaux cas de la conjecture artini-
enne. La plupart des résultats du présent article et de [[Djag]| sont déja exposés
dans la these de doctorat de Pauteur ([[Djal]]) lorsque k est le corps Fa & deux
éléments.

Pour établir la conjecture artinienne extrémement forte, nous pensons qu’il
sera nécessaire de combiner les catégories de foncteurs en grassmanniennes avec
de nouveaux outils liés a la théorie des représentations.

Les méthodes de cet article peuvent se généraliser : la définition, les construc-
tions et propriétés de base de la catégorie Fg, (k) se transposent sans change-
ment si ’'on remplace la catégorie source Sﬂ{ de F (k) par une catégorie abélienne
essentiellement petite A dans laquelle les ensembles de morphismes et de sous-
objets sont finis. En effet, dans cette situation, ’adjonction entre les foncteurs
t: F — Fgr et w s’étend aussitot, et 'on dispose de foncteurs différences. Des
généralisations dans un cadre non abélien sont également envisageables.

Organisation de I’article La premiere section rappelle les rudiments nécessaires
sur la catégorie F et la conjecture artinienne. La deuxieme traite des catégories
Fsuri €t Fing, a la fois d’un point de vue intrinseque et d’un point de vue
préliminaire & 1’étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes et de la
K-théorie stable de k.

Les sections f et ] s’attachent & des constructions catégoriques nécessaires
a la deuxieme partie. Celle-ci introduit les catégories de foncteurs en grassman-
niennes Fgr, Fgrn, FrLn €t Fgr et donne leurs propriétés de base : outre leur
description fonctorielle, les trois premieres d’entre elles sont identifiées comme



catégories de comodules, et traitées de maniere monadique, & l'aide du théoreme
de Beck. Les objets finis de la catégorie Fg,(k), notamment, sont étudiés en
détails. On établit ainsi la proposition ﬂ, dont on tire les conséquences, ainsi
que les propriétés d’adjonction élémentaires entre les tres nombreux foncteurs
définis, qui font la richesse de la structure de ces catégories.

La derniere partie expose des applications des constructions des parties
précédentes, a l'aide du foncteur d’intégrale en grassmanniennes w : Fg, (k) —
F(k), dont on démontre, dans la section , la propriété d’annulation coho-
mologique fondamentale, le théoreme E, ainsi que le corollaire ﬂ Les applica-
tions & la catégorie F(k), données dans la section @, seront approfondies dans
[Djad] ; la section [L], qui tire des résultats de la section [L] des conséquences ap-
paremment internes aux catégories de foncteurs en grassmanniennes, se révele
également utile dans F(k) puisquelle sous-tend la démarche de [Dja0d]. En-
fin, la section E est consacrée a une propriété d’annulation cohomologique des
systémes de coefficients, déduite de celle du foncteur w, et qu’on applique a la
K-théorie stable.

Les appendices fixent nos notations et rappellent quelques résultats connus
sur trois leitmotive de cet article : les adjonctions (a la base de plusieurs de-
scriptions des catégories de foncteurs en grassmanniennes comme du théoréeme
d’annulation cohomologique principal), les propriétés de finitude des catégories
abéliennes (dans optique de la conjecture artinienne) et les catégories de fonc-
teurs.
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réalisation. Il remercie également Lionel Schwartz et Christine Vespa pour leurs
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Notations et conventions
1. fondamentales :

(a) Nous noterons Gr(V) I’ensemble des sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel V. Si I est une partie de N, nous noterons Gry(V) le
sous-ensemble de Gr (V') constitué des sous-espaces dont la dimension
appartient a I.

(b) Si C et D sont deux catégories, C étant essentiellement petite, nous
noterons Fct(C, D) la catégorie des foncteurs de C vers D.

2. couramment utilisées :

(a) La caractéristique du corps fini k sera notée p; ¢ = p? désignera
son cardinal. Lorsqu’aucune confusion ne pourra en résulter, nous
omettrons toute mention du corps k dans les notations.

(b) Nous noterons Ens la catégorie des ensembles, et Ens’ la sous-
catégorie pleine des ensembles finis.

(c) Soit E un ensemble. Nous noterons k[E] le k-espace vectoriel somme
directe de copies de k indexées par E. On peut voir l'association
E — Kk[E] comme un foncteur de Ens vers &.

Nous noterons [e] I’élément de la base canonique de k[E] associé & un
élément e de E.



(d) Nous désignerons par Mod 4 la catégorie des modules a droite sur
un anneau A et 4Mod la catégorie des A-modules a gauche. Nous
adopterons plus généralement ces notations lorsque A est un objet
d’une catégorie monoidale symétrique muni d’une structure d’algebre.
Dans le cas d’'un objet C muni d’une structure de coalgebre, nous
noterons Comod¢ la catégorie des C-comodules a droite.

Dans le cas d’une (co)algebre (co)unitaire, les morphismes seront
toujours censés préserver la (co)unité.

(e) Nous noterons ObC la classe des objets d’une catégorie C. Si X et YV’
sont deux objets de C, on note :
— home(X,Y) 'ensemble! des morphismes de X dans Y ;
— End¢(X) le monoide home (X, X) des endomorphismes de X ;
Aute(X) le groupe des automophismes de X ;
— Ple(X,Y) I'ensemble des monomorphismes de X dans Y';
Epis(X,Y) Pensemble des épimorphismes de X vers V' ;
— Isoc(X,Y) ensemble des isomorphismes de X vers Y.
L’indice C sera omis quand aucune confusion ne peut en résulter.

Enfin, C°P désignera la catégorie opposée de C.

(f) On désigne par N I'ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N*
I’ensemble des entiers strictement positifs.
On adoptera également les abréviations suivantes :
- n= {n}a
- <n={ieN|i<n},
- >n={ieN|i>n}

3. plus secondaires :

(a) Nous noterons V* le dual d'un espace vectoriel V, et W+ I'orthogonal
dans V* d’un sous-espace W de V.

(b) Soit M un monoide.
i. Nous noterons k[M] l'algebre de M sur k.

ii. Nous désignerons par M la catégorie a un seul objet de monoide
d’endomorphismes M.

iii. Pour toute catégorie C, nous noterons Cy la catégorie Fct (M, C).
C’est la catégorie des objets de C munis d’une action de M.
En effet, les objets de Cp; sont les objets X de C munis d’'un
morphisme de monoides M — Endc(X). Nous noterons O, :
Cy — C le foncteur d’oubli.

La catégorie (&) est ainsi équivalente a ypp1Mod.

(c) Une catégorie k-linéaire est une catégorie 7 telle que, pour tous objets
A et B de Z, les ensembles homz(A, B) sont munis d’'une structure
de k-espace vectoriel, de sorte que la composition des morphismes
soit k-bilinéaire. On ne suppose pas Z additive.

D’autres notations utilisées dans tout larticle sont introduites dans les ap-
pendices.

1Dans toutes les catégories que nous considérerons, la classe des morphismes entre deux
objets sera un ensemble.



Premiere partie
Préliminaires

Apres avoir rappelé les propriétés de base de la catégorie F, dont 1’étude
constitue 'une des principales motivations de cet article, nous traitons d’une
catégorie analogue, notée Fsyr;, avec plus de détail. Cette catégorie s’avere
essentielle autant pour la considération de la catégorie F que pour celle de la
catégorie de foncteurs en grassmanniennes Fg, que nous introduirons dans la
partie ﬂ; elle posséde en outre un intérét intrinseque.

Les sectionsﬁ et E constituent le soubassement des catégories de foncteurs en
grassmanniennes, notamment Fg, : la premiere sous-tend sa description comme
catégorie de comodules, la seconde sa description fonctorielle.

1 Rappels sur la catégorie F

Les résultats rappelés dans 'appendice g s’appliquent a la catégorie F(k);
r hypothese (C.14 est vérifiée car le corps k est fini. Le foncteur projectif standard

PV’k , ou V est un k-espace Vectorlel de dimension finie, sera simplement noté

Py ; de méme, I'injectif standard IV sera noté Iy .

La plupart des résultats de cette section sont contenus dans [HLS9J], [Kuh944]
ou , par exemple.

Comme le foncteur de dualité (Eﬂ{ )P — Eﬂg est une équivalence de catégories,
la proposition/définition procure un foncteur D : F(k)°? — F(k), donné
sur les objets par (DF)(V) = F(V*)*. Il induit une équivalence de catégories
entre (F¥ (k))°P et F¥ (k), ot 'on note F¥ (k) la sous-catégorie épaisse de F (k)
constituée des foncteurs prenant des valeurs de dimension finie.

Définition 1.1. Un objet F' de F est dit auto-dual s’il existe un isomorphisme
uw : F = DF invariant par I'isomorphisme d’adjonction homy(F, DF) —
homg(F, DF).

Ezemple 1.2. Les objets simples de F sont auto-duaux (cf. [Kuh94H)]).

Décomposition scalaire et tors de Frobenius Suivant la notation ,
nous poserons F;(k) = {F € ObF|VA € k F(\id) = \.id}. La catégorie
Fo(k) est la sous-catégorie des foncteurs constants de F(k), elle est canonique-
ment équivalente a & ; nous identifierons par la suite ces deux catégories. La
décomposition scalaire d'un foncteur F de F(k) (proposition/définition [0.20)
s’écrit donc F~ F(0) & F, @+ ® F,—1. Onnotera F = F; @ --- ® F, 1

Si V' est un objet de Eﬂ{, nous noterons Py; pour (Py);. Pour V =k, on
obtient la décomposition de Py en somme directe de projectifs indécomposables.
Explicitement, Fy o est le foncteur constant k, et pour 1 < ¢ < ¢ — 1, on peut
voir P ;(V) comme le quotient de B (V') par I’espace vectoriel engendré par les
[Av] — X[v], pour A € ket v € V.

Soit ¢ l'automorphisme de la catégorie Eﬂ{ obtenu en tordant l'action des
scalaires par I'automorphisme de Frobenius de k. Le foncteur de précomposition
¢* : F(k) — F(k) est appelé tors de Frobenius. Il induit, pour tout entier naturel
i, une équivalence de catégories entre F;(k) et Fp; (k).
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Changement de corps Soit K une extension finie de k. Les foncteurs d’ex-
tension des scalaires t : & — Ek et de restriction des scalaires 7 : Eg — &k
sont mutuellement adjoints (i.e. ¢ est adjoint & droite et & gauche & 7), de méme
que leurs variantes entre Skf et £ If(, que nous noterons encore t et 7 par abus.
On en déduit que les foncteurs 7%t, : F(k) — F(K) et mt* : F(K) — F(k)
sont mutuellement adjoints. On rappelle que 'indice (resp. exposant) étoilé in-
dique la postcomposition (resp. précomposition) — cf. appendice . Pour plus
de détails & ce sujet, voir [FFESS9Y], §3.

Le foncteur 7.t* : F(K) — F(k) est appelé encore restriction des scalaires,
et 7t : F(k) — F(K) induction.

Le foncteur différence et les objets polynomiaux de F(k) Ces notions
dépendent exclusivement du caractere additif de la catégorie source Eﬂ{ .SiV est
un objet de cette catégorie, le foncteur de décalage par V est ’endofoncteur de
F(k), noté Ay, de précomposition par - &V : Eﬂ{ — Eﬂ{. Cette construction est
fonctorielle en V' ; ainsi, du fait que la composition 0 — k — 0 est l'identité, et
que Ag =~ idx, on obtient un scindement A ~ id® A, ou A est appelé foncteur
différence de F (k).

Le résultat classique suivant (cf. [, appendice) est une application
des propositions et [C.14.
Proposition 1.3. 1. (a) Le foncteur de décalage Ay est adjoint & droite

a - ® Py ; cette adjonction est naturelle en V.

(b) Le foncteur différence A est adjoint a droite d - ® Py.

2. (a) Le foncteur de décalage Ay est adjoint a gauche d - @ Iy ; cette
adjonction est naturelle en V.

(b) Le foncteur différence A est adjoint a gauche ¢ - ® Iy.

Notation 1.4. Nous désignerons par F"(k) la sous-catégorie épaisse de F(k)
noyau du foncteur exact A"T!, ott n € N. Pour n entier strictement négatif ou
—00, on convient que F" (k) est la sous-catégorie réduite a 0.

Définition 1.5. Soit F' un foncteur de F(k).

1. On dit que F est polynomial s’il existe n tel que F' € Ob F"(k). Le plus
petit n ayant cette propriété s’appelle alors le degré de F', et se note deg F.

2. On dit que F est analytique s’il est colimite de ses sous-foncteurs poly-
nomiaux. On note F, (k) la sous-catégorie pleine de F(k) des foncteurs
analytiques.

3. On dit que F est coanalytique s’il est limite de ses quotients polynomiaux.

La proposition suivante se trouve démontrée dans [Kuh944] (§4), par exem-
ple. Nous détaillons la démonstration du corollaire qui s’en déduit afin d’illustrer
des raisonnements utiles dans d’autres catégories de foncteurs.

Proposition 1.6. 1. Les foncteurs projectifs standard de F(k) sont coana-
lytiques.

2. Les foncteurs injectifs standard de F(k) sont analytiques.

On rappelle (cf. § B-]) qu'un objet pfs (resp. co-pfss) est un objet qui admet
une résolution projective (resp. injective) de type fini.

Corollaire 1.7. 1. Un foncteur de F(k) est fini si et seulement s’il est poly-
nomial et a valeurs de dimension finie.
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2. La sous-catégorie pleine FI(k) des objets finis de F(k) est préservée par
le produit tensoriel et par le foncteur différence.

3. Les objets finis de F(k) sont pfe et co-pfss.

4. La sous-catégorie F,, (k) de F(k) est épaisse.

5. Un objet de F(Kk) est de co-type fini si et seulement s’il est analytique et
de socle fini.

Démonstration. Le foncteur (A, evg) : F — F x £ (on rappelle que evy désigne
le foncteur d’évaluation en 0 — cf. notation @) est exact et fidele, car le noyau
de A est constitué des foncteurs constants. La proposition montre alors
quun foncteur F tel que AF est fini et que F(0) est un espace vectoriel de
dimension finie est lui-méme fini. Par récurrence, on en déduit qu’un foncteur
polynomial a valeurs de dimension finie est fini. La réciproque résulte de la
proposition IE, puisqu’un objet simple se plonge dans un injectif standard.

La deuxieme assertion découle de la premiere, en raison de I’isomorphisme
naturel A(F ® G) ~ (AF ®@ G) @ (F ® AG) @ (AF ® AG).

Comme le foncteur exact et fideéle (A, evg) commute aux colimites, la propo-
sition montre qu'un foncteur F tel que F(0) est de dimension finie et que
AF est pfy est lui-méme pf,. On en déduit le caractere pf,, des objets finis;
le cas co-pfy est dual.

La quatrieme assertion se déduit de la précédente via la proposition [B.11.

Un objet de co-type fini est toujours de socle fini; il est aussi analytique,
dans F, parce que les injectifs standard le sont. La réciproque est donnée par

la proposition [B.14. g
L’assertion f] de ce corollaire, particulierement importante, est due a L.
Schwartz (cf. [Sch94]).

Les objets simples de F(k) La propriété suivante est une conséquence clas-
sique du caractére polynomial des foncteurs finis de F (k). Dans [Kuh0d], on
trouvera une démonstration de cet énoncé, sous une forme plus générale (qui ne
suppose plus k premier).
Proposition 1.8. On suppose d =1, i.e. le corps k premier. Soit n un entier
naturel.

1l existe un diagramme de recollement

<

Frl (k) —=

]:"(k) Modk[gn] .

Par la proposition , on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 1.9. Supposons d = 1. La décomposition par le degré polynomial
induit un isomorphisme de groupes de Grothendieck

G} (F (k) ~ P Gf (Mods, 5., ).
neN

Proposition 1.10. Les automorphismes des objets simples de F (k) sont réduits
a k :k est un corps de décomposition de la catégorie F(k).

Comme le produit tensoriel est un bifoncteur exact en chaque variable, que
son unité k est finie et qu’il préserve les objets finis, il induit une structure
d’anneau sur G(J; (F(k)).

La proposition suivante est établie dans [Kuh94h|.

12



Proposition 1.11 (Kuhn). Si S est un objet simple de F, alors S(k®") est
un GLy(k)-module nul ou simple pour tout n € N.

La conjecture artinienne La terminologie employée dans ce qui suit est
rappelée dans 'appendice .

Nous donnons différentes formulations équivalentes de la conjecture artini-
ennﬁ)njecture ) Pour la démonstration et plus de détails, voir [[Pow004
ou [Djah].

Proposition 1.12. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La catégorie F est localement noethérienne.
Les projectifs standard Py sont des objets noethériens de F.
La catégorie F est co-localement artinienne.
Les injectifs standard Iy sont des objets artiniens de F.
Le produit tensoriel de deuz objets artiniens de F est artinien.
Le produit tensoriel de deuz objets noethériens de F est noethérien.
Le socle d’un objet de type fini de F est fini.
Les objets injectifs de F,, restent injectifs dans F.

© o N D G o

Pour tout foncteur de type fini F' de F, 'ensemble des classes d’isomor-
phisme de foncteurs simples S de F tels que Extlf(F, S) # 0 est fini.

L’assertion @ constitue la forme originelle de la conjecture ('intérét partic-
ulier pour les injectifs provenant des liens avec les modules instables sur ’algebre
de Steenrod — cf. ), c’est pourquoi elle est appelée conjecture artinienne.

Les premieres avancées significatives sur la conjecture artinienne remontent
a Piriou ([Well a accompli plusieurs progres importants (cf. [[Pow00H],
[Pow98d et [Pow98d)]). Dans ], nous démontrons de nouveaux cas de cette
conjecture ; les résultats de [Djad] (ou [Djal]) déduits de I’étude des catégories
de foncteurs en grassmanniennes surpassent ces résultats.

Il est naturel de poser la question du caractére localement noethérien ou
co-localement artinien d’autres catégories de foncteurs Fct(Z, ), ot Z est une
catégorie essentiellement petite vérifiant ’hypothese . On ne saurait obtenir
une réponse affirmative en général, comme le montre ’exemple élémentaire suiv-
ant. Cependant, toutes les catégories de foncteurs que nous rencontrerons par la
suite semblent « tres probablement » localement noethériennes et co-localement
artiniennes.

Ezemple 1.13. Soit T la petite catégorie telle que ObZ = N et homz(n, m) =
(ensemble & un élément) si n = 0 ou n = m, & sinon. Le projectif standard de
type fini PZ de Fct(Z, &) est le foncteur constant k, puisque 0 est objet initial
de Z. Ce n’est pas un objet noethérien. En effet, pour tout entier n > 0, I'image
A; du monomorphisme @ PZ — P dont chaque composante P? — PF
0<i<n

est induite par le morphisme 0 — ¢ associe & 'objet ¢ I’espace vectoriel k si
0 < i < n, 0 sinon. Aussi (A;);>0 est-elle une suite strictement croissante de
sous-objets de PZ.

Powell a émis la version renforcée suivante de la conjecture artinienne.

Conjecture 1.14 (Conjecture artinienne forte). Pour tout n € N, le fonc-
teur Peon est noethérien de type n.
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2 La catégorie Fy;
Notation 2.1. Nous noterons £ (k) et &l ; (k) les sous-catégories de &l ayant
les mémes objets et dont les morphismes sont respectivement les épimorphismes
et les monomorphismes de Eﬂ{ .

Si I est une partie de N, nous noterons &£/

urj (k) la sous-catégorie pleine de

Esfurj (k) dont les objets sont les espaces vectoriels dont la dimension appartient

al.
On introduit enfin les catégories de foncteurs

]:5“7'j (k) = Fct (gsfurj (k)’ E]k)’

Finj (k) = Fet(E],;(k), &),
Floi(k) = Fet(EL,, (k), &).

surj suryj

On rappelle que, conformément aux conventions générales, on omettra sou-
vent la mention au corps k dans la notation de ces catégories.

L’idée d’étudier une catégorie de foncteurs en utilisant la catégorie de fonc-
teurs auxiliaire obtenue en ne conservant comme morphismes a la source que les
épimorphismes, implicite dans les travaux de Suslin, apparait chez Scorichenko.
Elle est exposée dans l'article « Stable K-theory is bifunctor homology » (§4)
de Franjou et Pirashvili du volume [FFPS0]].

Nombre des résultats présentés dans cette section sont connus, mais ils ne
semblent pas avoir fait ’objet d’une exposition systématique dans la littérature.

2.1 Généralités

Le foncteur de dualité (£7)°P — £f induit une équivalence de catégories entre
(Esfwj)"p et Eifnj. On en déduit une dualité entre les catégories Fyyrj €t Finj (cf.
proposition/définition ) Par conséquent, nous nous bornerons souvent &
énoncer les résultats relatifs & I'une des deux catégories, privilégiant, dans cette
section, la catégorie Fsyr;.

La considération d’une seule de ces catégories n’aurait néanmoins pas suffit
a nos investigations ultérieures : la catégorie Fj,,; intervient dans I’étude des
catégories de foncteurs en grassmanniennes; en retour, celles-ci fournissent des
renseignements non triviaux sur la catégorie F;,; — cf. section @

Notation 2.2. 1. SiV est un espace vectoriel de dimension finie, nous noterons

. urj - Elurs s
simplement Py"? le projectif standard P,"*", et I/ D'injectif standard
el R - - el el

I,°"". Nous noterons de méme P/ et I;;” pour P, et I/ respec-

tivement.
2. L’espace vectoriel k" de dimension n sera noté E,,.

3. Nous noterons ev, = evg, : Four; — € et evy, = evg, @ Fourj —
KGL, (k) Mod les foncteurs d’évaluation sur Iespace vectoriel E,, (cf. no-
tation @) Nous noterons aussi ev, et ev, les foncteurs analogues de
source Fip;.

Les considérations du paragraphe @ fournissent le résultat suivant. La no-
tation < ¢ en exposant désigne, selon nos conventions générales, la partie de N
évidente.
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Proposition 2.3. Pour tout n € N, la sous-catégorie Esgu?_;l

catégorie compléte o droite de ES" . (cf. définition [C.2]). Par conséquent (cf.

surj

corollaire , on a un diagramme de recollement

est une sous-

surj surj

R P

pn—1 <__/<—P_\> FEI . Zeva= waL, () Mod

ot R est le foncteur de restriction et P le prolongement par zéro.

Remarque 2.4. Vespa a étudié (cf. [Ves0F], chapitre 3 et [VesOf], § 4) une catégorie

de foncteurs F;s, dont la source s’obtient a partir d’une catégorie d’espaces
quadratiques dont toutes les fleches sont des monomorphismes, et de ce fait tres
analogue a 51-]; ;- Elle utilise une construction de foncteurs de Mackey qui permet
d’éviter une partie des difficultés des catégories Fi,; ou Fgyrj : le diagramme
de recollement analogue a celui de la proposition @ est trivial dans Fjg, (i.e. la
catégorie qui apparait au centre du diagramme se scinde en le produit des deux
autres catégories — cf. [Ves0d], théoréme 4.2), contrairement & ce qui advient
dans Fsyur; ou Fipj. Ce phénomene est a rapprocher de ce que Fj,, possede
un foncteur de dualité, alors que Fj,; a un comportement « fortement non
auto-dual » .

Notation 2.5. Etant donné n € N, nous désignerons par i', : K[GL. k) Mod —
Fourj(k) le foncteur de prolongement par zéro obtenu en considérant la sous-
catégorie relativement connexe 7, (k) ~ GL, (k) de £/ (k). On a ainsi un

surj surj
isomorphisme

g
Z’I’l

(M)(V) ~k[Iso(E,, V)] ® M
k[G L, (k)]
naturel en V € Ob Eﬂf et M € Obyqr,, (x)Mod.
Par abus, nous désignerons de la méme fagon les foncteurs analogues dans
Finj (k). _
Nous noterons enfin Is,, 'objet i%, (k[G L, (k)]) de Fsurj(k), et S5v7 = i, (k).

Ainsi, Isp ~ S3""7 est le foncteur de Fyyr; égal & k évalué sur 'espace
vectoriel 0 et nul sur les espaces non nuls.

Remarque 2.6. Les endofoncteurs z'n oev, et -® S5 de Fsurj sont isomorphes.

f

surjg
k-linéaire, mais elle possede une action naturelle du groupe multiplicatif k*. On
en déduit, de facon analogue a la proposition , I’énoncé suivant.

Décomposition scalaire et tors de Frobenius La catégorie £ n’est pas

Proposition et définition 2.7. Etant donné un entier i, notons Feurji(k) la
sous-catégorie pleine de Fgyurj(k) formée des foncteurs X tels que X (\.idy) =

)\i.idX(V) pour tous A € kX et V € ObEsfurj. Les inclusions induisent une
équivalence de catégories

qg—1
fsurj(k) = H fsurj,i(k)-
i=1

On notera X =~ @3:—11 X, la décomposition naturelle d’un foncteur X de
Fouri(k) qu'on en déduit, ot X; € ObFsyrji(k). On Uappelle décomposition
scalaire de X.
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Contrairement au cas d’une catégorie de foncteurs de source k-linéaire, il
n’y a pas de facteur correspondant a ¢ = 0 dans cette décomposition. Cela est a
rapprocher de ce que la sous-catégorie pleine des foncteurs constants de Fiyr;
n’est pas épaisse, contrairement & ce qui se produit dans F (rappelons que la
sous-catégorie Fy obtenue par la décomposition scalaire est celle des foncteurs
constants de F) — cf. aussi proposition .

L’automorphisme ¢ de la catégorie Eﬂ{ déduit du morphisme de Frobenius

induit un automorphisme de la catégorie ngj (k). La précomposition par ce

foncteur procure un automorphisme de Fy,,; (k) que 'on appellera encore tors de
Frobenius. Il induit une équivalence entre les catégories Fsyrji(k) et Foyrjpi (k).
On a des résultats analogues dans Fi,,; (k) et F., rj» pour I C N. On obtient

U
par exemple une variante de la proposition @ en remplacant F, SSJT]
n,n — 1) par fsgirjﬁqfl et GL, (k) par PGL, (k).

u

(pour i =

Changement de corps Si K est une extension finie de k, on dispose de fonc-
teurs de restriction Fiyrj(K) — Fourj(k) et d'induction Fiprj(k) — Feurj (K),
définis comme dans F. Cependant, ces foncteurs ne sont plus adjoints : les
foncteurs de restriction Sif( — Eﬂf et d’induction Eﬂf — 5}; se restreignent en

des foncteurs Esfurj (K) — Esfurj (k), mais ces restrictions perdent les propriétés

d’adjonction des foncteurs initiaux.

Produit tensoriel total Outre sa structure tensorielle usuelle, la catégorie
Fsur; possede une structure tensorielle qui possede I’avantage sur la structure
usuelle de préserver les objets projectifs, et de bien se comporter a ’égard du
foncteur fondamental @ : Fgyrj — F que nous introduirons au paragraphe B

On rappelle que la notation Gr désigne ’ensemble des sous-espaces d’un
espace vectoriel.

Définition 2.8. Etant donnés deux objets F' et G de Fyyrj, on appelle produit
tensoriel total de F et G le foncteur noté F ® G et défini comme suit.
— Si A est un objet de Sgwj, on pose
(Faa)(d)= f FV)eaw).
V,Wegr(A)
V4W=A

f

— Siu:A-— A" est un morphisme de &;,,;,

le morphisme
(FOG)(u): (FOG)(A) — (FOG)(A)

est défini comme la somme directe sur les sous-espaces V et W de A tels
que V + W = A des morphismes

F(V)eGW) 22, pu(v)eGuW) — @ FIVeGW’)
VI W egr(AY)
V/+W/'=A’

(ot 'on note encore, par abus, u pour les morphismes V' — u(V) et W —
u(W) induits par u) — cette définition fait sens puisque u(V) + u(W) =
uw(V+W)=u(Ad) =4
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Proposition 2.9. 1. Le produit tensoriel total définit sur Fgurj une struc-
ture monoidale symétrique exacte d’unité Isg.

2. Il existe un monomorphisme naturel F®G — F & G pour F,G € Ob Fsurj-

La premiere assertion se vérifie par inspection. Le monomorphisme de la
seconde assertion est donné par 'inclusion du facteur direct F(V) ® G(V) de
(F&G)(V) sur V e Ob&l,, ..

Par la suite, lorsque nous nous référerons a des notions dépendant d’une
structure tensorielle sur Fj,;;, nous utiliserons I'adjectif total lorsqu’il s’agira
de la structure définie par ® , ’absence de qualificatif signifiant qu’il s’agit de

la structure tensorielle usuelle définie par ®.

Lemme 2.10. [l existe un unique foncteur el oxel gl tel que le

surj suryj surj
diagramme
f f . eof
6surj X gsurj 6surj

gf x&f — 2 g1

commute. Il sera encore noté @& par abus.

Remarque 2.11. Par dualité, on en déduit un résultat analogue dans la catégorie
Ez-fnj, ou l'on peut aussi définir un produit tensoriel total.

Proposition 2.12. Il existe un isomorphisme Péwj @)P&}”j ~ P‘s;gf/v naturel
en les objets V et W de &l

surj-*
Démonstration. Cette proposition s’obtient en linéarisant I'isomorphisme en-
sembliste du lemme suivant. |

Lemme 2.13. Il existe une bijection

Epig(A®B,E)~ ] Epig(A,V) x Epig(B,W)

V,Wegr(E)
V+W=FE

naturelle en les objets A, B et E de Esfwj.
Corollaire 2.14. Le produit tensoriel total de deuzx objets projectifs de Fsur;
est projectif.

2.2 Foncteur de décalage et objets finis

Nous étudions les objets finis de Fyur; et Fin; & l'aide du foncteur de
décalage, qui joue formellement le méme role que le foncteur différence dans
I’étude des objets finis de F.

Définition 2.15. Etant donné un espace vectoriel de dimension finie V, on
appelle foncteur de décalage par V' dans Feur; (resp. Finj) Pendofoncteur de
précomposition par - & V.
Notation 2.16. Nous noterons ;"7 (resp. di//) Pendofoncteur de décalage
par un espace V de la catégorie Fyyrj (resp. Fin;). Lorsque V =k, ce foncteur
sera simplement noté §5*"J (resp. §1"J).

De plus, 'exposant surj (resp. inj) sera omis lorsqu’aucune confusion ne
pourra en résulter.
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Ainsi, I'association V' +— Jy est fonctorielle; si V' est de dimension n, les
foncteurs dy et 6™ sont isomorphes.

Les foncteurs de décalage commutent aux limites, aux colimites et au produit
tensoriel (usuel), puisque ce sont des foncteurs de précomposition.

Proposition 2.17. Il existe un isomorphisme
homyg,,, (X ® P"7,Y) ~ homg,, (X,05"7 (V)

naturel en les objets X, Y de Fsyr; et A de &l

surj-”

Démonstration. On définit un morphisme naturel X — §57(X ® P5"") par
les inclusions

X(V)R®lida]
_

X(V) XV)ePi(A)— @  X(Wi)e Py (W),

Wi14+Wo=VPA
On vérifie, grace a la proposition , que l'application naturelle
hom]:surj (X é qurj, Y) - hom]:surj (Xa 6ZUTj (Y))

que 'on en déduit est un isomorphisme lorque X est un projectif standard. Le
cas général s’en déduit par passage a la colimite. O

Proposition 2.18. I existe dans Fgyrj un isomorphisme

oaly™) = P Iy @ Ly (A)

W1i+Ws=B
naturel en les objets A et B de ngj.
Démonstration. Cette proposition s’obtient par linéarisation de la bijection du

lemme (ou & partir de la proposition précédente et du lemme de Yoneda).
O

Corollaire 2.19. 1. Les foncteurs de décalage de Fgyr; préservent les objets
injectifs et les objets de co-type fini.
2. Les foncteurs de décalage de Fin; préservent les objets projectifs de type
fini et les objets de type fini.

Lemme 2.20. 1. Soit X un objet de Fsurj tel que X(0) est de dimension
finie et §(X) fini dans Fsyr;. Alors X est un objet fini de Fsurj-.

2. Soient i € NU {oo} et X un objet de Finj tel que X (0) est de dimension
finie et §(X) pfi dans Finj. Alors X est un objet pf; de Fin;.

Démonstration. Le foncteur (6577, evy) : Fourj — Fsurj X € est exact et fidele.
Le premier point résulte donc de la proposition .

Pour le second, on utilise le foncteur (67, evy) : Finj — Fing X €, qui
est exact et fidele, commute aux colimites et conserve les objets projectifs de
type fini (cf. corollaire ) La conclusion est donc donnée par la proposition
B.1d O
Proposition 2.21 (Objets finis, de type fini de Fyy,;). Soit X un objet
de Fgurj. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. lobjet X est fini;
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2. lobjet X est de type fini;

3. lobjet X est a valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur
décalage § (cette derniére condition signifiant encore que X (V) = 0 si
dim V' est assez grande).

Démonstration. Il est clair que 1 implique 2.

Le foncteur projectif standard Py*"7 associé & un espace V' de dimension
n est & valeurs de dimension finie et annihilé par le foncteur 6"*!, puisque
Epi(V,W) = 0 si dimW > n + 1. Cela montre que la deuxiéme assertion
implique la troisieme.

Enfin, la troisieme implique la premiere par le lemme . O

Dualement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.22 (Objets finis, de co-type fini de F;,;). Soit X un objet
de Finj. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. lobjet X est fini;
2. lobjet X est de co-type fini;

3. lobjet X est a valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur
décalage 9.

Corollaire 2.23. 1. Tout objet de Fsyr; est localement fini; en particulier,
Fsurj €st une catégorie localement noethérienne.

2. Tout objet de Fin; est co-localement fini; en particulier, F;n; est une
catégorie co-localement artinienne.

Corollaire 2.24. 1. Les objets finis de Fin; sont pfes.
2. Les objets finis de Fsyr; sont co-pfss.

Démonstration. La premiere assertion s’obtient en combinant le lemme et
la proposition . La seconde s’en déduit par dualité. O

Notation 2.25. On note }“ilfzj pour (F,;) la sous-catégorie des objets locale-
ment finis de F,,;. Celle-ci est épaisse parce que les objets finis de F;,,; sont de
présentation finie, de sorte que ’on peut appliquer la proposition @

Corollaire 2.26 (Filtration canonique dans Fj,, ;). Etant donnén € N, no-
tons Ty, Uendofoncteur de Fgyrj composé du foncteur de restriction R : Foyrj —

sSqu et du prolongement par zéro P : ffﬁj — Fourj ; la cotinité de l'adjonction
entre R et P fournit un monomorphisme T, — id.

Pour tout objet F' de Fourj, (Tn(F))nen est une suite croissante de sous-
objets de F de réunion F. Si F est a valeurs de dimension finie, alors les
T (F) sont finis.

Cette filtration est similaire & la filtration polynomiale dans F (cf. par ex-
emple [Pow98H], §2 & ce sujet). Notons T°°™ = T,,/T,,_1; il existe un isomor-
phisme canonique 7™ (X) ~ X ® S5 ou S5%7 = i! (k) est défini dans la
notation @ Contrairement a ce qui advient pour la filtration polynomiale dans
F, les foncteurs T}, et T*™ sont exacts.

Proposition 2.27 (Objets simples de Fyy,;). Un objet S de Fsyrj est simple
si et seulement s’il existe n € N tel que ev,,(S) est un k[GL, (k)]-module simple
et que evi(S) = 0 pour k # n. Il revient au méme de dire que S est isomorphe
a i, (R) pour un certain n € N et un certain k[G Ly, (k)]-module simple R.
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Démonstration. Un objet simple dans une sous-catégorie épaisse F= e ; reste
simple dans Fgyr; ; Téciproquement, la prop081t10n - montre qu’'un objet sim-
ple de F,,; appartient & une sous-catégorie fsw ;- La conclusion s’obtient alors

en combinant les propositions E et . O
Ezemple 2.28. Les objets S5 sont simples dans Fyy.

Remarque 2.29. On peut formaliser ce raisonnement en notant que ESM] est la

colimite filtrante (en un sens & préciser) des sous-catégories EST et que, par

suryj
conséquent, Fgyr; est la limite filtrante (id.) des fsw Kuhn détaille (dans le
cadre analogue de la catégorie F) cet argument dans [Kuh94H], § 2.

Corollaire 2.30. Dans Fsyrj, le produit tensoriel total, donc a fortiori le
produit tensorzel usuel, de deux objets finis, est fini. Cela munit le groupe de
Grothendieck G (Fourj) dune structure d’anneau commutatif sans unité (le
foncteur constant k n’étant pas fini) via ®, et d’une structure d’anneau com-
mutatif (unitaire, le foncteur Isy étant fini) via &. Il est isomorphe, pour la
premiere structure, a l’idéal

P G (wer., @ Mod)

neN

de l’anneau produit

H G GL (k)]MOd)

neN
(chaque facteur étant muni de la structure d’anneau induite par le produit ten-
soriel surk).

2.3 Le foncteur w : Fyy,; — F

Nous établissons dans ce paragraphe les liens élémentaires entre les catégories
F et fsurj-

Le foncteur d’oubli o: F — Feyrj

Notation 2.31. Le foncteur de précomposition par le foncteur d’inclusion
Esfurj — & sera noté o : F — Fsurj-

Ce foncteur est exact et fidele.
Proposition 2.32. L’mage par le foncteur o : F — Fsyr; d’un objet simple
de F est un objet unisériel?> de Feyrj, dont la filtration canonique est l'unique
sutte de composition.
Démonstration. Soient S un objet simple de F et X un quotient de o(S). Pour
tout n € N, la projection m, : S(E,) = X(E,) est soit nulle, soit un isomor-
phisme, par la proposition .

Comme o(S) transforme les morphismes de £gyy; en des épimorphismes, la
commutation des diagrammes

S(Em> - S(En)

X(E,) — X(E,)

2i.e. Iinclusion est un ordre total sur ’ensemble de ses sous-objets.
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pour m > n (induits par un épimorphisme arbitraire E,, — FE,) montre que
X(Ey,) =0si X(E,) =0. Cela démontre la proposition. O

Nous spécifions maintenant le cas particulier, immédiat mais important, du
foncteur constant de F.

Notation 2.33. Pour tout ¢ € N, on désigne par k=% 'image du foncteur

constant k de F, EJT ; par le foncteur de prolongement par zéro P : F, szuzrj — Fsurj-

Corollaire 2.34. Pour tout n € N, il existe une suite ezacte 0 — S5 —
k=" — k=" — 0. De plus, S5%9 est le socle de k=™.

Lobjetk de Fgyr; est unisériel, de suite de composition S5, ST, ... S5wri .

Ce résultat est a comparer avec le résultat fondamental sur la structure du
foncteur Iy, de F(F3) : la filtration polynomiale de ce foncteur est son unique
suite de composition, et son n-iéme quotient est isomorphe au foncteur n-ieme
puissance extérieure A", qui correspond a la représentation triviale de GL,, (Fa).
De plus, Ir, est le « plus petit » injectif indécomposable non constant de F(Fs).
Le foncteur k o~ I5""7 est le « plus petit » injectif indécomposable de Fyyrj(k) ;
sa filtration canonique est son unique suite de composition, et son n-iéme quo-
tient est 7™ (k) ~ S5%77 (cf. corollaire P.26), qui correspond 2 la représentation
triviale de GL, (k) (noter qu’ici on a également un facteur pour n = 0).

Le corollaire interviendra de fagon cruciale dans la section .

L’adjonction entre les foncteurs o et @

Proposition et définition 2.35. Il existe un foncteur exact et fidéle, noté
@ : Fsurj — F, donné de la facon suivante.
— 8i F est un objet de Feyrj et V un objet de ET, on pose

(@@)V)= B FW).

wegr(V)

- 81 F est un objet de Fourj et V LV une fleche de ET, et si W et W'
sont des sous-espaces respectifs de V et V', la composante F(W) — F(W')
de (w(F))(f) est égale a F(g) si f(W) = W', ou g est I'épimorphisme
W — W' induit par f, et nulle sinon.

- Si F' % G est une fleche de Fyyurj, le morphisme w(u) : w(F) — w(G) de
F est défini, sur l’espace vectoriel de dimension finie V', comme la somme
directe sur les sous-espaces W de V' des morphismes uy : F(W) — G(W).

Proposition 2.36. 1. Le foncteur o est adjoint 4 droite au foncteur w.

2. Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, on a un isomorphisme
Psurj ~ P
w(Py") = Py.

3. Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, on a un isomorphisme

olly)~ @& L.
wegr(V)

4. Le foncteur o préserve les objets de co-type fini et, plus généralement, les
objets co-pf;, ot i € NU {oo}.

5. Il existe un isomorphisme w(F ® G) ~ w(F) ® w(G) naturel en les objets
F et G de Fsyrj-
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Démonstration. Soient X un objet de Fyy,; et F' un objet de F. Un morphisme
w@(X) — F est la donnée, pour tout V€ Ob&' et tout sous-espace W de
V', d’une application linéaire uy,w : X(W) — F(V) de sorte que, pour tout
f € homgys (V, V'), le diagramme

X(W) —= F(V) (1)

X(f)l J{F(f)

! !
XW') g F(V1)
commute, ot 'on a posé W’ = f(W). Les applications linéaires uy,y fournissent
en particulier un morphisme X — o(F') dans Feyyj-
Réciproquement, si a : X — o(F) est une fleche de Fyy,j;, définissons, pour
V € Ob&T et W € Gr(V), une application linéaire uyw : X (W) 2% F(W) «—
F(V), la derniére fleche étant induite par l'inclusion. Il est clair que les dia-
grammes () commutent, de sorte que u fournit un morphisme w(X) — F dans
F. On vérifie aussitot que les deux applications naturelles entre homg,,, . (X, o(F))
et homgz(w(X), F) définies précédemment sont réciproques 'une de l'autre, ce
qui établit le premier point.
Les assertions E et E s’obtiennent par adjonction a partir du lemme de
Yoneda : on a des isomorphismes naturels

homr(w(Py*"7), F) =~ hompg,,,, (P, o(F)) ~ o(F)(V) = F(V) ~ homz(Py, F)
et

X,0(Iy)) ~ homz(w(X),Iv) ~=(X)(V) = fH XW)
Wegr(V)

homfsurj (

~homg,, (X, € ILi™).
wegr(V)

La quatrieme assertion provient de E et de l'exactitude de o.
La derniere s’obtient a partir de la décomposition ensembliste naturelle des
couples de sous-espaces d’un espace vectoriel V' suivante :

{(A,B)|A,Begr(V)} = ][] {(AB)|ABeGr(W), A+B=W}
wegr(V)
O

Remarque 2.37. L’isomorphisme de la derniere assertion est adjoint au monomor-
phisme canonique FF @ G — o(w(F)®w(G)) donné sur Iespace A par 'injection
du facteur direct

B rovyeew)— B FIV)eGW)

V+W=A V,WeGr(A)

Proposition 2.38. Soient F' un objet de F et i € NU {oc0}.
1. Sio(F) est artinien, alors F est artinien.
2. Sio(F) est co-pf;, alors F est co-pf;.
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Démonstration. Le foncteur o est exact et fidele, ce qui fournit la premiere
assertion, en appliquant la proposition . De plus, il commute aux limites et
transforme les cogénérateurs injectifs de F,yr; en des objets injectifs de co-type
fini. La variante duale de la proposition donne donc la deuxieme partie de
la proposition. O

La proposition suivante, que 1'on vérifie par inspection, précise la compat-
ibilité entre les foncteurs o et w d’une part, et la décomposition scalaire et le
tors de Frobenius d’autre part.

Proposition 2.39. 1. Soit F € ObF. Il existe des isomorphismes naturels
o(F); >~ o(F;) pour 1 <i<q—1 et o(F)q—1 =~ o(Fy_1) & o(F(0)).
2. Soit X € Ob Fyyyrj. Il existe des isomorphismes naturels w(X)o ~ X (0),
w(X); @ w(X;) pourl <i<g—1 et w(X)g—1 ~w(Xq-1)/X(0).
3. Les foncteurs o et w commutent au tors de Frobenius, a isomorphisme
naturel pres.

De fagon similaire, le foncteur o commute aux foncteurs de restriction et d’in-
duction associés a une extension finie du corps k. En revanche, le comportement
du foncteur w relativement aux changements de corps est délicat.

Nous donnons maintenant quelques traductions dans le cadre de la catégorie
Finj de la proposition .

Proposition et définition 2.40. 1. Nous noterons oim; : F — Fin; le
foncteur d’oubli (précomposition par Uinclusion Eij;j — &F); il est exact
et fidele. De plus, il préserve les objets de type fini.

2. 1l existe un foncteur exact et fidéle wip; : Fin; — F donné sur les objets
par
@i (X)(V)= @ X(V/W),

wegr(V)

le morphisme w@in;(X)(V) — win;(X)(V') induit par une application
linéaire f : V — V' ayant pour composante X (V/W) — X (V'/W') Uap-
plication X (f), ou f est le monomorphisme V/W — V' /W' induit par f,
siW = f=Y(W'), 0 sinon.

3. Le foncteur w;yn; est adjoint a droite a 0ip; -

Nous avons noté o;,; le foncteur d’oubli de F vers Fyyj, et simplement o
plutét que o0gyrj le foncteur d’oubli de F vers Fiyr; (qui est dual du précédent),
car ce dernier interviendra beaucoup plus souvent.

Une propriété homologique du foncteur @w Le comportement homologique
général de w semble délicat ; dans le cas d’une action des groupes linéaires sur
les foncteurs considérés, on dispose cependant de l'utile résultat suivant.

Proposition 2.41. Soient n un entier strictement positif et Z un objet de Fyr;
vérifiant les propriétés suivantes :

1. Uaction du groupe linéaire sur le GLp41(k)-module M = evy,41(Z) (resp.
le GL,(k)-module N = ev,(Z)) est triviale ;

2. le morphisme u : M — N induit par la projection E,y1 — E, sur lesn
premiéres coordonnées est injectif ;

3. onaZ(Ey)=0sik¢{nn+1}.
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On note X = ii1+1(M) etY = Z'n(N)
Alors Uextension

0-w@)—>w(lZ) - wX)—0

de F obtenue par application du foncteur eract w a la suite exacte 0 — Y —
Z — X — 0 de Fgurj est essentielle.

Démonstration. Considérons un morphisme f : w(Z) — F de F dont la restric-
tion & w(Y") est injective. On établit que 'application linéaire fy : w(Z)(V) —
F (V) est injective pour tout V € Ob &7 par récurrence sur dim V. C’est clair si
dim V < n, nous supposerons donc dim V' > n.

Soit @ un élément de ker fy ; si W (resp. B) est un sous-espace de dimen-
sion n + 1 (resp. n) de V, notons xw (resp. yp) 'élément de M (resp. N)
correspondant & la composante de a dans X (W) ~ M (resp. Y(B) ~ N). Pour
tout élément v non nul de V, 'hypothese de récurrence montre que l'image de
a dans w(Z)(V/v) est nulle. Soient H un sous-espace de dimension n de V/v et
W son image réciproque dans V : la composante dans Z(H) de cette image est

u(zw) + Z yg = 0.
Begr, (V)
W=B®v

Etant donné un sous-espace W de dimension n + 1 de V, faisons la somme
des relations ainsi obtenues pour v € W\ {0} : on obtient

u(zw) + > us=0,
veW\{0},BEGr, (W)
W=B®v

soit
u@w)= Y Card(W\B)ys.
BegGr, (W)

Mais comme n > 0, les cardinaux qui apparaissent dans cette somme, égaux
a g™t —¢" = q"(q— 1), sont nuls dans k, d’ott u(zw) = 0.

Comme u est supposé injectif, cela donne zy = 0; autrement dit, a €
w(Y)(V). Puisque la restriction & w(Y)(V') de fy est par hypothese injective,
il vient finalement a = 0. Ainsi, 'extension de 1’énoncé est bien essentielle. [

Foncteurs de Powell Les duaux des foncteurs définis ci-apres ont été intro-
duits par Powell dans [Pow98{] (ot la catégorie Fsurj n'apparait pas explicite-
ment) sous le nom de foncteurs co-Weyl; il en a montré l'intérét dans 1’étude
de la conjecture artinienne.
Définition 2.42. On appelle foncteur de Powell I'image par le foncteur w :
Fsurj — F d’un objet simple de Fyyprj.

Nous nommerons filtration de Powell d’un foncteur F' de F toute filtration
finie

0=AgCcA C---CA,=F

de F dont les sous-quotients A;/A;_1 sont des foncteurs de Powell.
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Dans , les foncteurs possédant une filtration de Powell sont ap-
pelés foncteurs DJ-bons. De nombreuses propriétés en sont établies. Nous nous
contenterons de démontrer la stabilité par produit tensoriel, particulierement
commode avec le formalisme de la catégorie Fsy;.

Proposition 2.43. Si X est un objet fini de Fgyrj, alors w(X) admet une
filtration de Powell.

Cette propriété résulte de I'exactitude du foncteur w.
Ezemple 2.44. Les projectifs standard Py ~ w(P;""’) de F admettent une
filtration de Powell.
Corollaire 2.45. Le produit tensoriel de deuz foncteurs de F possédant une
filtration de Powell admet une filtration de Powell.

Démonstration. Cela provient de la derniére assertion de la proposition R.3d, du
corollaire et de I’exactitude du produit tensoriel de F. O

Ce corollaire, qui illustre 'intérét du produit tensoriel total, est établi dans
[Pow98d & partir d’un critére homologique pour l'existence d’une filtration de
Powell.

Signalons également le lien entre les objets simples de F et Fg,,; réalisé par
les foncteurs de Powell, qui se déduit de [Pow98d], § 2.3 (cf. aussi [Kuh94H]).

Proposition 2.46 (Kuhn-Powell). Le cosocle d’un foncteur de Powell est
simple. De plus, tout foncteur simple de F est le cosocle d’un unique foncteur
de Powell, a isomorphisme prés.

Remarque 2.47. Cette propriété procure un isomorphisme de groupes Gg (F) ~
Gg (Fsurj). En revanche, les structures multiplicatives sur Gg (Fourj) €t G{; (F)
semblent fort délicates a comparer.

Liens avec la conjecture artinienne A I'aune du corollaire .23, les problemes
de finitude dans F,; se posent en les termes suivants.

Conjecture 2.48. La catégorie Fgyurj est co-localement artinienne.
Par dualité, cette conjecture équivaut au caractere localement noethérien de
Proposition 2.49. La conjecture @ implique la conjecture artinienne.

Démonstration. Si la conjecture 2.4§ est vérifiée, o(Iy) est artinien pour tout
V € Ob &S (cf. proposition . B)) ; 1a proposition montre que les injectifs
standard Iy de F sont alors également artiniens. O

Il ne semble en revanche exister aucun argument formel pour obtenir la
réciproque de la proposition .
Notation 2.50. Etant donné n € N, nous noterons P(n) objet w(Is,) de F.
On a ainsi un isomorphisme canonique P(n)(V) ~ k[Plg(E,, V)] pour V €
obée/s.

Lemme 2.51. 1. Etant donné un objet X de Fsurj, les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) L'objet X est de co-type fini.

(b) L’ensemble {n € N|hom (Is,,, X) # 0} est fini et X est a valeurs de
dimension finie.
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(¢) Le socle de X est fini.

2. Soit X un objet co-tf de Fourj. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) L’objet X est co-pf.
(b) L’ensemble {n € N|Ext'(Is,, X) # 0} est fini.

Proposition 2.52. La conjecture artinienne équivaut a [’assertion suivante :
pour tout objet de co-type fini F' de F, l’ensemble

{n € N|Ext:(P(n), F) # 0}

est fini.

Le lemme et la proposition précédents sont laissés au lecteur, qui pourra en
trouver la démonstration dans [[DjaH].

Powell a émis, & partir des résultats de [Pow98d, la conjecture suivante, dont
nous proposerons une version renforcée ultérieurement.

Conjecture 2.53 (Conjecture artinienne tres forte). Pour tout objet sim-
ple S de Fourj tel que ev,(S) # 0, le foncteur de Powell w(S) est simple
noethérien de type n.

2.4 Liens avec les systéemes de coefficients

Nous rappelons la définition de Dwyer de la catégorie des systemes de coef-
ficients ([[Dwy8d]).
Convention 2.54. Dans ce paragraphe, on note R, : ygr, ,Mod —
KaL, () Mod, pour n € N, le foncteur de restriction. Le groupe GLy (k) est
plongé dans GL,,(k), pour n < m, par

Oé’n,m:A’_)< jg Imo_n ).

On note, si n < m sont des entiers, l,, p, : B, < E,, U'inclusion z — (z,0).
On note enfin, pour n < m, GL(m,n) le sous-groupe de GL,,(k) des auto-
morphismes g de E,, tels que g ol m = lpm-
Remarque 2.55. Comme le sous-groupe G L, (k) de GL,, (k) normalise GL(m,n),
on peut voir le foncteur M +— MEL(™) (invariants sous I'action de GL(m,n))
défini sur les G L, (k)-modules comme un sous-foncteur de la restriction R, ... Ryp—1 :
KGLn ) Mod = wiar, (o Mod.

Définition 2.56. On note Egoef la catégorie dont les objets sont les espaces E,
pour n € N, les morphismes étant donnés par homgs (E,, Er) = GLpy (k) si
coef
n < m, & sin >m, et ou la composition est définie comme suit. Si 0 < n <
m < k sont des entiers, la composée g o h, ot g € hom,s (Ep, Ex) = GLy(k)
coef

et h € homgs f(En,Em) = GL,,(k), est Pélément g.au, kx(h) de GLi(k) =
homgéfoef (En, Ek)

On note Coef la catégorie Fct(é’cfoef7
coefficients.

Remarque 2.57. Dans [Dwy8()], un systeéme de coefficients est une suite (M, )nen,
ou M, est un GL,(k)-module & gauche, munie de morphismes de GL,(k)-
modules 7, : M,, — Ry, (My41).

£) ; ses objets sont appelés systémes de
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L’équivalence entre cette définition et la noétre résulte de ce que la catégorie
Egoef est engendrée (cf. [ML7]], chapitre II, §8) par les éléments de GL, (k) =
hom, f(En,En) et les morphismes iy, : E, — E,, correspondant & I, €
G L (k), pour n < m, soumis aux relations in,n 419 = on,ny1(g) € homg; (B, Eny1)

coef
pour n € N et g € GL, (k).
Lemme 2.58. On définit un foncteur plein et essentiellement surjectif choef —
51-];]- de la fagon suivante :
— on associe a l'objet E,, de Ec]'coef lobjet E,, de Eij;j ;
- 510 < n < m sont des entiers, on associe a g € homgs (B, Ey) =
cocf
GL,, (k) le monomorphisme E, — E, composé de Uinclusion lp m, :
E, — E,, et de l'automorphisme g : E, — E,.
Ce lemme se vérifie par inspection.

Notation 2.59. On note C : F;,; — Coef le foncteur de précomposition par
le foncteur du lemme .

On rappelle que la notion de sous-catégorie de Serre est introduite dans la
définition [B.10.
Proposition 2.60. Le foncteur C est pleinement fidéle; son image est une
sous-catégorie de Serre de Coef.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant le lemme et la propo-
sition [C.3. g

On peut préciser cette propriété comme suit.

Proposition 2.61. L’image essentielle du foncteur C est constituée des systémes
de coefficients ((My,), (rn)) tels que imrprpm—1...1, C Mm+1GL(m+1’”) pour
tous entiers n et m tels que 0 < n < m, ou l'on utilise les notations de la
remarque pour les systémes de coefficients.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de l'observation suivante : le
squelette de la catégorie Eij;j constitué des espaces F, est engendré par les
inclusions I, p+1 et les éléments des différents GL, (k), soumis aux relations
an(g) oly, = l, 0og pour g € GL,(k), go h = gh pour g,h € GL,(k) et

g0 lnm = lnm pour g € GL(m+1,n). 0

Remarque 2.62. En particulier, tous les systemes de coefficients appartenant a
I'image du foncteur C sont centraux au sens de ], §2.

Les catégories Coef' et Coef/Coef'f Le foncteur de décalage 57 : F,,; —
Finj admet un relevement & Coef. Précisément, il existe un endofoncteur exact
5co¢f de Coef tel que le diagramme

§ini

Fing ——= Finj (2)

cl lc
coef

Coef 6—>Coef

commute (& isomorphisme canonique pres).
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Le foncteur §°°°f s’obtient par précomposition par I’endofoncteur de choe f

donné sur les objets par E,, — F,41 et sur les morphismes par l'inclusion
GL, (k) — GL,+1(k) donnée par

1 0
A ( Lo )
(6°°¢f est le foncteur ¥ de [Dwy8d], §2).

On établit, par la méme méthode que celle employée dans F;,;, le résultat
suivant.

Proposition 2.63. 1. Un objet de Coef est fini si et seulement s’il est nilpo-
tent pour le foncteur §°°¢7 et a valeurs de dimension finie.

2. Tout objet fini de Coef est pfs. Par conséquent, la sous-catégorie pleine
CoefY de Coef des systémes de coefficients localement finis est épaisse.

Soit GL(k) la colimite des groupes linéaires GL,, (k) (relativement aux inclu-
sions ;). On peut voir GL(k) comme le groupe des automorphismes linéaires
g de 'espace vectoriel Fo, = coli&n E,, tels que ker (g — id) est de codimension

ne

finie.

On définit un foncteur ecoes : Coef — yarayMod par ecocs(X) = coli&n X(E,),
ne

Paction du groupe linéaire GL(k) provenant de 'action de GL, (k) sur X (E,).
Proposition 2.64. 1. Le foncteur ecocy est adjoint a gauche au foncteur
¢ wonmMod =~ Fet(GL(k),E) — Coef = Fet(E/

coef’

E) donné par la

précomposition par le foncteur Scfoef — GL(k) obtenu en plongeant les

ensembles de morphismes GLy (k) dans GL(k).

2. Le foncteur eqoes induit une équivalence entre les catégories Coef /Coe f'F
et k[GL(]k)]MOd'

Démonstration. Si P est un générateur projectif standard de Coef, il existe un
isomorphisme canonique ecocf(P) =~ k[GL(k)]. On en déduit, pour tout GL(k)-
module M, un isomorphisme canonique

homk[GL(]k)] (€coef (P), M) =~ M ~ homgeees (P, c(M)).

Cela donne la premiere assertion, en écrivant un objet de Coef comme col-
imite de projectifs standard, puisque le foncteur ecoey commute aux colimites.

La premiere partie de la proposition implique que le noyau du fonc-
teur exact ecocr est égal a Coe 4+ il induit donc un foncteur exact et fidele
Coef [Coef'f — xaL))Mod.

La conclusion s’obtient alors formellement a partir des deux observations
suivantes :

1. la coiinité ecocfc — id de 'adjonction est un isomorphisme;

2. T'unité id — cecoer induit un isomorphisme apres application du foncteur
€coef-

O
Remarque 2.65. L’anneau k[GL(k)] n’est pas noethérien & gauche. En effet,
si 'on note A, = ker (k[GL(k)] — k[GL(k)/GL,(k)]), les A, forment une
suite strictement croissante d’idéaux & gauche de k|GL(k)]. Par conséquent, la
proposition montre que la catégorie Coe f n’est pas localement noethérienne.
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Ce phénomene est a rapprocher de I'exemple : dans cet exemple, ’ob-
struction au caractere noethérien de la catégorie de foncteurs considérée est
de nature « combinatoire » (la catégorie source n’a pas d’endomorphismes non
identiques). Ici, I'obstruction vient plutot de la théorie des groupes.

Notation 2.66. Nous noterons e : Fipj(k) — ez x)Mod le foncteur composé

Finj (k) c, Coef —» Coef/Coeflf ~ yara)Mod.

Remarque 2.67. Le foncteur e est beaucoup moins élémentaire que le foncteur
analogue F (k) — yiaq)Mod, ou M(k) désigne le monoide sans unité colimite
des M, (k) relativement aux inclusions

A0
A < 0 0 > .
Pour une discussion a ce sujet, voir [Kuh94H], § 3.

Proposition 2.68. Le foncteur C : Fi,j — Coef induit une équivalence entre la

catégorie fmj/filj:j et la sous-catégorie de Serre de Coef /Coe fif ~ xGL))Mod

des GL(k)-modules M tels que M = coli&n MGL©om) = og GL(0o,n) désigne le
ne

sous-groupe de GL(k) des automorphismes g tels que g(x) = x pour x € E,.

Démonstration. Le diagramme commutatif (E) montre qu'un objet X de Fjp;
est fini si et seulement si son image par le foncteur C est finie. Comme ce foncteur
commute aux colimites, un objet de F,; est localement fini si et seulement s’il
en est de méme pour son image par C. Ainsi, ce foncteur induit un foncteur
exact et fidele fmj/filj:j — Coef [Coe f'F ~ yiG 1) Mod.

D’autre part, le lemme de Yoneda montre que le foncteur e admet un adjoint
a droite r donné par

(M) = homey ) (k[Ple(V, Exo)], M).

Comme Plg(E,, Fx) est un GL(k)-ensemble transitif, et que le stabilisateur
de Pinclusion canonique E,, < F, est GL(co,n), on a r(M)(E,) o~ MGL(=mn),
En particulier, la cotinité de I’adjonction er — id est un monomorphisme. On en
déduit formellement, comme dans la démonstration de la proposition R.64, que
le foncteur Fip;/ ]-"% ;™ kG L(x1Mod qui nous intéresse induit une équivalence
entre fmj/f%j et la sous-catégorie pleine de yjq k) Mod des GL(k)-modules
M tels que la coiinité er(M) — M est un isomorphisme, d’ott la proposition. O

3 Catégories de comodules sur un foncteur en
coalgebres de Boole

Nous exposons dans cette section des résultats formels généralisant, en ter-
mes de catégories de foncteurs, 'observation suivante. Soit X un ensemble,
munissons espace vectoriel k[X] de la structure de coalgébre donnée par la
diagonale [x] — [z] ® [z] et la cotnité [x] — 1. La catégorie des k-espaces vec-
toriels X -gradués est naturellement équivalente a la sous-catégorie Comody(x
des k[X]-comodules de . Une coalgebre du type k[X] est appelée coalgébre de
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Boole, car, lorsque k = Faq, la structure de coalgebre sur Fo[X] est duale de la
structure d’algébre de Boole de Fo™ .

L’étude de catégories de modules ou de comodules sur des objets présentant
une structure de type booléen dans un contexte proche des catégories de fonc-
teurs remonte aux travaux des années 90 sur les modules instables sur ’algebre
de Steenrod.

Dans la deuxiéme partie de [HLS93], Henn, Lannes et Schwartz établissent un
lien fondamental entre les foncteurs en algebres de Boole de la catégorie F () et
les algebres instables sur l’algebre de Steenrod modulo p (voir aussi ]) Ils
utilisent dans [ des structures de module sur ces algebres pour étudier la
cohomologie équivariante modulo p. Des considérations analogues apparaissent
dans les travaux de Lannes et Zarati (cf. [LZ93)).

Convention 3.1. Dans toute cette section, on se donne une catégorie essen-

tiellement petite Z.

Remarque 3.2. L’hypothese de finitude du corps k n’interviendra pas dans cette
section.

3.1 La catégorie de comodules Fct(Z, x, &)

Ce paragraphe a pour but d’identifier les catégories de comodules sur un
foncteur obtenu par linéarisation d’un foncteur ensembliste a des catégories de
foncteurs convenables.

Convention 3.3. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de Z vers Ens.

Notation 3.4. On définit une catégorie 7\ x de la maniere suivante.
— Les objets de Z\ x sont les couples (E,x), ot I/ est un objet de 7 et x un
élément de X (E).
— Les morphismes dans 7\ x sont donnés par

homz,  ((E, ), (F,y)) = {u € homz(E, F) [ X (u)(z) = y}.

— La composition des morphismes dans 7\ x est induite par celle de Z.
Le foncteur d’oubli (E,z) — E : I\ x — Z sera noté Oz x.

Remarque 3.5. 1l s’agit d’un cas particulier de la construction catégorique clas-
sique étudiée dans [ML71]], chapitre II, §6.

Notation 3.6. Nous désignerons par Tx : Fct(Z, &) — Fet(Z\ x, &) le fonc-
teur de précomposition par Oz x.

Ainsi, Tx est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites et
au produit tensoriel (cf. proposition @) Dans le cas ou X prend ses valeurs
dans les ensembles non vides, Oz x est essentiellement surjectif, donc Tx est
fidele.

Proposition et définition 3.7. Il existe un foncteur exact et fidele, appelé
foncteur de X-intégrale et noté Qx : Fet(Z\x, &) — Fet(Z, &), défini de la
facon suivante.

1. Si F' est un objet de Fct(Z\ x, &) et E un objet de I, on pose

(x(P)(E)= P F(E, ).

z€X(E)
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2. Si I est un objet de Fct(T\x,&) et B L, B une fleche de T, et si
x et ©' sont des éléments respectifs de X(E) et X(E'), la composante
F(E,z) — F(E',2') de (Qx (F))(f) est égale a F(f) si X(f)(z) =2/, et
a 0 sinon.

3. SiF = G est une fleche de Fet (T x, &), le morphisme Qx (u) : Qx (F) —
Qx(G) de Fct(Z,&) est défini, sur l'objet E de I, comme la somme
directe sur les éléments x de X (F) des morphismes u(E,x) : F(E,z) —
G(E,x).

Ezemple 3.8. On a Qx (k) = k[X] (linéarisation du foncteur X) dans Fct(Z, &),
ott le foncteur k € ObFct(Z\ x, &) du membre de gauche est le foncteur con-
stant.

Proposition 3.9. Le foncteur Qx est adjoint a gauche a Yx.

Cette proposition se vérifie de facon similaire a I'adjonction entre les fonc-

teurs o et w dans Fyyrj.

Proposition 3.10. 1. L’endofoncteur QxYx de Fct(Z,E) est isomorphe
¢ - @ k[X]. Plus généralement, on a un isomorphisme

Ax(ATx(F) ~Qx(A) @ F

naturel en les objets A de Fet(Z\ x, &) et I de Fet(Z, &).

2. La counité Qx Y x — id de l’adjonction de la proposition @ s’identifie au
produit tensoriel par le morphisme d’augmentation k[X] — k obtenu par
linéarisation de l'unique transformation naturelle X — x.

Proposition 3.11. Les injections diagonales

P FE)eGE2—~ @ F(E)GE.y)

zeX(E) z,y€X (E)

fournissent un monomorphisme Qx (F @ G) — Qx(F) @ Qx(G) naturel en les
objets I' et G de Fct (T x, &).

Cette proposition se vérifie par inspection. Appliquée aux isomorphismes
canoniques F — F @ k de Fet (Z\x, &), elle donne le corollaire suivant.
Corollaire 3.12. 1. Le foncteur k[X] = Qx (k) est canoniquement une coalgébre

cocommutative dans la catégorie monoidale symétrique Fct(Z, E).

2. Pour tout objet I' de Fct(I\x, &), Qx(F) est naturellement un k[X]-
comodule. Autrement dit, on peut compléter le diagramme suivant.

Fet(T, v, &) —X = Fet(Z, &)

Toubli
.

Comodyy;

Remarque 3.13. La structure de coalgebre sur k[X| généralise celle de 'algebre
d’un groupe, puisque sa diagonale est donnée par les applications linéaires [z] —
2] © [z].

Proposition 3.14. Le foncteur Qx induit une équivalence de catégories entre
Fct (I\X, Ek) et Comodk[x] .
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Démonstration. On applique la proposition @, de sorte qu’il suffit de con-
stater qu'un k[X]-comodule est un comodule sur la comonade déterminée par
I’adjonction entre Q2x et T x. Cela découle de la proposition et du corollaire

.19 O

Remarque 3.15. 1. Dans I’'équivalence de catégories de la proposition, le pro-
duit tensoriel de Fect(Z\ x, &) correspond au produit cotensoriel de k[X]-
comodules.

2. L’image du foncteur Y x correspond aux comodules libres.

Remarque 3.16. Les considérations de ce paragraphe sont fonctorielles en X
en le sens suivant. Toute transformation naturelle de foncteurs ensemblistes
X — X' induit un foncteur 7\, x — Z\x/, donc par précomposition un fonc-
teur i : Fct(Z\ x/, &) — Fet(Z, x, &) (qui généralise Ty ). Via I'équivalence de
catégories de la proposition , ce foncteur correspond a la coinduction : pour
tous objets F' de Fct(Z\ x/, &) et E de Z, le k[X (E)]-comodule Qx (i(F'))(E)
est le produit cotensoriel du k[X’(E)]-comodule Qx/(F)(FE) et de k[ X (E)] (vu
comme un k[X’(F)]-comodule par le morphisme de coalgebres k[ X (E)] — k[X'(E)]
déduit de la transformation naturelle X — X’).

3.2 Recollements de catégories de comodules

Ce paragraphe traite d’une variante non cotiinitaire des considérations précédentes,
que l'on étudie commodément & partir d’'un diagramme de recollement (propo-
sition B.19).

Convention 3.17. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de Z vers la
catégorie Ens et Y un sous-foncteur de X.

Nous désignerons par Zx y la sous-catégorie pleine de 7\ x dont les objets

sont les couples (E, z) pour lesquels z € X(E) \ Y(E).

On prendra garde que X \ 'Y n’est pas en général un foncteur ensembliste.
Nous noterons cependant, par abus, k[X \ Y] le conoyau du monomorphisme
k[Y] — k[X] de Fct(Z, Ex) induit par 'inclusion ¥ — X.

On a un scindement canonique

k[X/Y] ~k[X \ Y] @k (3)

obtenu en constatant que le foncteur ensembliste X /Y se releve canoniquement
en un foncteur vers les ensembles pointés (on convient que E/@ = EII {x}).

Comme I'épimorphisme k[X /Y] — k est la cotinité du foncteur en coalgebres
k[X/Y], le foncteur k[X \ Y] est une coalgebre sans cotinité dans Fect(Z, &) ;
nous y reviendrons a la proposition .

Dans le lemme suivant, nous nommons sous-catégorie complémentaire d’une
sous-catégorie pleine B d’une catégorie A la sous-catégorie pleine de A dont la
classe d’objets est le complémentaire de celle de B.

Lemme 3.18. La catégorie I\y s’identifie canoniquement a une sous-catégorie
pleine complete a droite de I\ x, dont la catégorie complémentaire est Ix y .

Démonstration. 11 suffit de remarquer que, si f : (E,z) — (E’,2') est un mor-
phisme de 7\ x, ot z € Y(E), alors on a 2’ = X(f)(x) = Y(f)(z) € Y(E')
puisque Y est un sous-foncteur de X. O

Appliquant le corollaire , on en déduit le résultat suivant.

32



Proposition 3.19. Il existe un diagramme de recollement

Fct (I\y, &) —p—Fct (I\X, &) —r—>Fct (I)Qy, &)
R P

ot P désigne le prolongement par zéro et R la restriction.

Nous adaptons maintenant certains résultats de la section précédente a la
catégorie de foncteurs Fct(Zx y, &).

Notation 3.20. Nous noterons T x y le foncteur composé

Fet(Z, &) =5 Fet(T x, &) = Fet(Tx,y, &)

Autrement dit, T x y est le foncteur de précomposition par le foncteur d’oubli
Ixy — 1.

Définition 3.21. Le foncteur de X \ Y -intégrale, noté Qx y, est défini comme
la composée

QX,Y . FCt(IX7y,gk) l FCt(I\X,g]k) Q—X> FCt(I, g]k)

On a donc Qx y(F)(E) = &P F(E,z) pour F € ObFct(Zx vy, &)
TEX(E)\Y(E)
et £ € ObZ. On prendra garde que les foncteurs Txy et Q2xy ne sont
généralement pas adjoints.

Remarque 3.22. 1. On a un isomorphisme canonique Qx y (k) ~ k[X \ Y].
2. Le foncteur Qx,y est exact et fidele.

La proposition entraine le résultat suivant, puisque les foncteurs de
restriction et de prolongement par zéro commutent canoniquement au produit
tensoriel.

Proposition 3.23. L’endofoncteur QxyYxy de Fct(Z,&) est isomorphe a
-@Kk[X \'Y]. Plus généralement, on a un isomorphisme

Qxﬁy(A@)TX’y(F)) ~ Qxﬁy(A) QF

naturel en les objets A de Fet(Ix )y, &) et F de Fet(Z, ).

De méme, la proposition et le corollaire procurent le résultat suiv-
ant.

Proposition 3.24. 1. Les injections diagonales fournissent un monomor-
phisme Qx y(F @ G) — Qx vy (F) ® Qx,y(G) naturel en les objets F et
G de Fct(Zx,y,&). Celui-ci est compatible auz isomorphismes d’associa-
tivité et de commutativité du produit tensoriel.

2. Le foncteur k| X \ Y] est canoniquement une coalgébre cocommutative sans
cotinité dans la catégorie monoidale symétrigue Fct(Z, &) ; le morphisme
canonique K[X]| — K[X \ Y] est un morphisme de coalgébres sans cotinité.

3. Pour tout objet F de Fet(Ixy, &), Qx vy (F) est naturellement un k[X \
Y']-comodule.

Remarque 3.25. Le scindement (B) (page BY) permet d’identifier les catégories
de comodules sur k[X \ Y] et k[X/Y]. On rappelle que les comodules sur une
coalgebre coiinitaire, comme k[X /Y], sont supposés compatibles & la coiinité.
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Proposition 3.26. Le foncteur Qx y induit une équivalence de catégories entre
Fct(Zx,y, &) et la sous-catégorie pleine de Comodyx\y) formée des k[ X\ Y]-
comodules a droite (C,v¢) (que nous nommerons fideles) tels que la comultipli-
. o ; fid

cation o est injective, notée Comodk[X\Y].

Démonstration. On utilise l'identification de la remarque précédente. Le fonc-
teur de prolongement par zéro et la proposition identifient alors Fct(Zx vy, &)
a la sous-catégorie pleine de Comody|x\y] des comodules (C,v¢) tels que
le produit fibré de l'inclusion ¢ — C @ (C ® k[X \ Y]) et du morphisme
(tde,pe) : C — C @ (C @ k[X \ Y]) est nul. Ce produit fibré étant égal &
ker o, cette condition équivaut a la fidélité de ¢, ce qui établit la proposi-
tion. |

3.3 La catégorie de modules Fct(Z,x, &)

Nous présentons maintenant la situation duale de celle du paragraphe Ell
Toutes les propriétés énoncées se démontrent de fagon analogue a celles du
paragraphe @, c’est pourquoi nous les laissons au lecteur.

Convention 3.27. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de la catégorie
7°P vers la catégorie Ens’ des ensembles finis.

Nous expliquerons en fin de paragraphe I'utilité de cette restriction aux en-
sembles finis.

Notation 3.28. Nous noterons Z, x la catégorie ((Z°P)\ x)°. Le foncteur d’ou-
bli Z,x — T sera noté oTX,

Explicitement, les objets de Z,x sont les couples (E, z) formés d’un objet £
de T et d’'un élément = de X (E). On a OFX(E,z) = E sur les objets.
Notation 3.29. Nous désignerons par T* : Fct(Z,&) — Fet(Z)x,&) le
foncteur de précomposition par OFX.

Proposition et définition 3.30. Il existe un foncteur exact et fidéle QX :
Fct(Z)x,&) — Fet(Z, &), appelé foncteur de X-intégrale, défini de la fagon
suivante.

1. Si F' est un objet de Fct(Z,x,&) et E un objet de I, on pose

@ E)(E)= P FE ).

z€X(E)

2. Si I est un objet de Fct(Z,x,&) et E L, B une fleche de T, et si
x et ©' sont des éléments respectifs de X(E) et X(E'), la composante
F(E,z) — F(E',2') de (Q*(F))(f) est égale a F(f) si X(f)(z') =z, et
a 0 sinon.

3. SiF = G est une fleche de Fet(Z,x, &), le morphisme O~ (u) : QX (F) —
OX(G) de Fct(Z,&) est défini, sur l'objet E de T, comme la somme
directe sur les éléments x de X (F) des morphismes uw(E,z) : F(E,z) —
G(E,x).

Ezemple 3.31. On a Q¥ (k) = k.

Proposition 3.32. Le foncteur Q¥ est adjoint & droite ¢ TX.
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Proposition 3.33. 1. L’endofoncteur QXYX de Fct(Z,&) est isomorphe
a - @kX. Plus généralement, on a un isomorphisme

QXAYX(F) ~ QXA e F

naturel en les objets A de Fet(Z,x,&) et I de Fet(Z, &).

2. Lunité id — QXYX de Uadjonction de la proposition s’identifie au
produit tensoriel par le morphisme k — kX obtenu en appliquant cette
unité au foncteur constant k.

Proposition 3.34. Les projections canoniques

P FE2eGEyY > @ FE =) eGE,>?)

z,yeX(E) ze€X(E)

fournissent un épimorphisme QX (F) ® QX(G) — QX (F @ G) naturel en les
objets F' et G de Fet(Z,x, &).

Cette proposition, appliquée aux isomorphismes canoniques F' ® k = F de
Fct(Z)x, &), procure le corollaire suivant.

Corollaire 3.35. 1. Le foncteur kX = QX (k) est canoniquement une algébre
commutative dans la catégorie monoidale symétrique Fet(Z, E).

2. Pour tout objet F de Fct(Z,x,&), QX (F) est naturellement un k-
module. Autrement dit, on peut compléter le diagramme suivant.

X
Fct(Z)x, &) —— Fet(Z, &)

Toubli

N
MOd]kX

Proposition 3.36. Le foncteur Q¥ induit une équivalence de catégories entre
FCt(I/X, gk) et Modx.

Remarque 3.37. L’hypothese de finitude des ensembles X (E) permet d’assurer
que, dans la définition de QX, on peut remplacer la somme directe par un
produit, ce qui est nécessaire pour établir la proposition . Il est obligatoire
de considérer une somme directe pour disposer des propriétés de commutation
avec le produit tensoriel.

4 : [ cf S

4 Les catégories &;, [, &, et &p),
Dans cette section, nous introduisons les catégories sources des catégories de
foncteurs en grassmanniennes. Ces catégories sources, notées Eér k), Eér(]k) et

Elélm(k), possédent une riche structure : de nombreux foncteurs, avec des pro-
priétés d’adjonction et de composition, apparaissent tres naturellement. Toutes
les propriétés s’établissent de fagon directe, c’est pourquoi nous ne démontrons
que certaines d’entre elles.

Une partie des définitions et des résultats de cette section constituent des
illustrations des constructions catégoriques utilisées dans la section E

Convention 4.1. Dans toute cette section, I désigne une partie de N et n un
entier naturel.
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4.1 Définition des catégories et foncteurs utilisés

On rappelle que Gr(V) désigne la grassmannienne des sous-espaces d’'un
sous-espace vectoriel V. Dans la suite, nous regarderons Gr comme un foncteur
Eﬂf — Ens, en définissant Gr(f) : Gr(V) — Ggr(V'), ot f : V — V’ est un
morphisme de £/, comme étant la fonction W — f(W).

On rappelle également que, si I est une partie de N, Gr; (V) désigne le sous-
ensemble de Gr(V') formé des sous-espaces de V' dont la dimension appartient &
1.

Remarque 4.2. On notera que Gry est un sous-foncteur de Gr si et seulement si
I est de la forme < n ou N.
Définition 4.3 (Catégories 5ér,1(k) et génl(k)). 1. Nous désignerons par
ggr, ; (k) la catégorie donnée comme suit.
— Les objets de g‘gr,l(k) sont les couples (V, W), ou V est un k-espace
vectoriel de dimension finie et W un élément de Gry (V).
— Les morphismes de (V, W) vers (V/, W’) dans ggr ;(k) sont les applica-
tions linéaires f : V — V' telles que f(W) Cc W'.
— La composition des morphismes s’obtient par composition des applica-
tions linéaires sous-jacentes.

2. Nous désignerons par Eéryl(k) la sous-catégorie de gérﬁl(]k) ayant les mémes

objets et dont les morphismes sont donnés par

homgé‘“(k)((vv W), (V!,W")) = {f € homg (V, W), V', W) | fF(W) =W}

G ()

3. Nous noterons incl 1 le foncteur (fidele et essentiellement surjectif) d’in-

; f cf
clusion de &g, ; (k) dans &g, ;(k).

La mention du corps k sera souvent omise.

De plus, lorsque la partie I est égale a N, nous omettrons 'indice I dans la
notation de ces catégories et des foncteurs ou elles interviennent.

Par exemple, nous noterons incl : SgT — SgT pour incly : SgT,N(k) —
of
EQT,N(k)'

Dans la suite, nous ne considérerons la catégorie Sér (k) que lorsque I = N.
Nous ne donnerons donc la plupart des définitions et des propriétés des foncteurs

ol cette catégorie intervient que dans ce cadre, mais beaucoup d’entre elles se
généralisent sans difficulté au cas de Eéh ;(k) pour I C N quelconque.

Notation 4.4 (Catégorie Elélm(k)). 1. Etant donné un objet V de Sﬂ{,
nous noterons P1,, (V') 'ensemble P1, 1 (E,, V) des monomorphismes E,, —
V.
2. Nous désignerons par 51];1,n(k) la catégorie définie ainsi.
— Les objets de Elélm(k) sont les couples (V, u) formés d’un objet V' de Eﬂg
et d'un élément u de PL, (V).
— Les morphismes dans Elfglﬁn(k) de (V,u) vers (V' ") sont les applications
lindaires f : V — V' faisant commuter le diagramme

RN

VI
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— La composition des morphismes est induite par la composition des ap-
plications linéaires.
Remarque 4.5. 1. Si I est une partie du type < n ou N, alors Egr (k) est la
catégorie (Eﬂ{)\g” (cf. notation B.4).

2. Avec les notations du paragraphe @, thn est la catégorie Eé

T<n,GT<n 1"
3. L’association V +— P1,, (V') n’est pas fonctorielle, mais sil’on note hom<;(E, V)
le sous-ensemble de homg(E, V') formé des applications linéaires de rang

au plus ¢, alors hom<;(E,,.) est un sous-foncteur de homg;(E,,.). On

f

. of PR
peut voir &, ,, comme la catégorie Ehomgf(En,.),homsn,l(En,.)'

4. L’ensemble Gr, (V) s’identifie canoniquement au quotient de P1,(V) par
Paction a droite libre du groupe GL, (k).

5. Les catégories Eéno et 51];110 s’identifient canoniquement a £7.

6. Les catégories Egr 1([F2) et 51);1 1(F2) sont isomorphes.

7. Toutes les catégories introduites vérifient 'hypotheése (finitude des
ensembles de morphismes), car k est fini.

Notation 4.6 (Foncteurs d’oubli). 1. Soit J une partie de N telle que
I C J. On note incly j : Eérj — ér ; le foncteur (pleinement fidele)
d’oubli.

2. Nous désignerons par incE! le foncteur (fidele et essentiellement surjectif)
d’oubli du plongement 5{;1 n— Eénn associant & un objet (V, E,—= V)
de 51);1 », Vobjet (V,imu) de EfT ,, et égal a I'inclusion évidente sur les mor-
phismes.

Comme nous le verrons en fin de section, les catégories introduites précédemment
ne sont en général pas abéliennes. Une partie de la structure abélienne de la
catégorie £7 s’y reflete cependant, grace & la notion suivante.

Définition 4.7 (Foncteurs de translation). On définit des foncteurs £/ x

EéTJ — Eéhl, EF x Eér — Eér et £ x 51];1,” — 51);1771, appelés foncteurs de

translation, et notés B, par VB (A, B) = (V @ A, B) (dans les deux premiers

cas) et VB (Au:E, — A) = (VO AE, > A— V@A) (dans le troisicme)
sur les objets, 'action sur les morphismes se déduisant de la fonctorialité de

@& x &= E.

Remarque 4.8. On a des isomorphismes 0HX ~ X et (V'@V)BX ~ V'B(VEHX)

naturels en les objets V, V/ de £F et X de Sér 1 (resp. Egr, 5{;1 ,), vérifiant des

propriétés de cohérence qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter. Ainsi, on peut
voir A comme un foncteur d’action de la catégorie additive £F sur Eén ; (resp.

cf of

Egrs Ep1n)-

Définition 4.9 (Foncteurs fondamentaux de source Eér I gér ; ou Elél n)e
Le foncteur d’oubli principal O It g‘ér =& f est le foncteur associant & un

objet (V, W) de ggT ; Vespace vectoriel V, et a un morphisme I’application
linéaire sous-jacente.

2. On appelle également foncteurs d’oubli principauz les foncteurs composés

Or: &, T EL D1, ef
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et
= incgl Oy
O, Eljslyn — Efryn = et
3. Le foncteur base By : 5 il = &Ly, est défini sur les objets par B (V, W) =

W, et associe & un morphlsme f (V,W) — (V', W’) application linéaire
(surjective par définition de Sgn ;) W — W’ induite par f.

4. Le foncteur d’oubli secondaire B gér — &7 associe & un objet (V, W)
lespace vectoriel W et & un morphisme (V,W) — (V/,W’) Papplication
linéaire induite W — W',

5. Le foncteur de réduction & : Eg I &7 est donné par (V,W) — V/W
sur les objets et associe a un morph1sme I’application linéaire mdulte

6. On appelle également foncteurs de réduction les foncteurs composés
a & incly &t A1 ef
gr,I gr -
et o
Rt &by, 2 gl T el

On rappelle que l'indice I sera omis dans toutes ces notations lorsque I = N.

Remarque 4.10. 1. Soit J une partie de N telle que I C J. Le foncteur com-

1 . .
posé Sgr I tnelna, Sgr J 27, ef est égal & Or. De méme, le diagramme

f I
Sgr,] Esur]
incly g
f J
Egr,a 5sum

commute. On a d’autres propriétés analogues de compatibilité a l'exten-
sion de la partie I avec les différents foncteurs introduits.

2. Le diagramme

Egr incl Sf
%l l%
LR pp——

SUTJ  oubli
commute.

3. Les foncteurs base ou d’oubli secondaire n’ont pas d’analogue non trivial

en termes de la catégorie 5P1 3 le role de cette catégorie est justement

de simplifier certaines des considérations relatives a &l rn €0 « rendant la
base canoniquement isomorphe a E,,
Remarque 4.11. Le foncteur Ky : 55 N & f est le conoyau de la transformation
naturelle injective tautologique B; — O; (o 'on note par abus B; pour la

composee de ce foncteur avec 'inclusion Eéw] — &7); un constat analogue vaut

pour Rz et R,.
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La proposition suivante établit des liens entre les foncteurs de translation et
les foncteurs introduits dans la définition @

Proposition 4.12. Il existe des isomorphismes

homgé I(VEEX,Y):homgf(V,DI(Y)) xhomgé I(X,Y) et

homgé (X, VBY) ~ homgs (R7(X),V) x hom X, Y)
I

£,
naturels en les objets V de Ef et X, Y de Eén[.
On a des énoncés similaires dans Eér et 51{,1 "

Démonstration. Les deux isomorphismes étant tres analogues, nous nous bornerons
a montrer le second, qui s’obtient par la suite d’isomorphismes naturels

homgéT,I(X7VBE‘Y) ~ {f S hOngf(D](X),V@D[(Y)) | f(%[(X)) = %[(Y)} ~

{(a,b) € homgs (O7(X),V)xhomes (O7(X),O1(Y))|a(B1(X)) =0et b(B1(X)) =Br(Y)}
~ homgs (R7(X),V) x homgér,I(X, Y).
O
Corollaire 4.13. Supposons que I contient 0. Le foncteur d’inclusion incly s :
Ef ~ ‘Sgr,o — Eénl est adjoint a droite a Ry.
Définition 4.14 (Foncteurs fondamentaux de but Eénl, ggT ou Elélm). 1.
Les foncteurs de plongement diagonal sont les foncteurs Dy : €1, — 557071

et®:EF ggT donnés sur les objets par V — (V, V) et par le plongement
évident sur les morphismes.

2. Les foncteurs de plongement relatif sont les foncteurs composés

f
g, & xel | EXEL

surj

e xel Bl
et
~ f vy ~ ~
Lol wel B2, 6 & B8
Ces foncteurs sont donc donnés sur les objets par (A, B) — (A ® B, B).

3. Le foncteur de décalage pointé &, : £F — EIJ;M associe a un objet V
de &f 'objet (V @ E,, E, — V ® E,) et & une application linéaire u le
morphisme u @& F,.

Remarque 4.15. 1. Le diagramme

incl

&, ==&,

4 e

5f oubli Ef

surj

commute.
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2. Le diagramme
gfc————e-5f><5"

surjg

GH\L lﬂn
Pl

f me,, f
EPI,n & TN
commute, ol 'inclusion supérieure est donnée par V — (V, E,).
Remarque 4.16. Le plongement évident G'L, (k) — £7,,.; (k) étant une équivalence
de catégories, nous commettrons parfois des abus de notation consistant a 1’as-

similer & une égalité pour les foncteurs mettant en jeu £, (k).

4.2 Propriétés des foncteurs fondamentaux

Nous commengons par donner des propriétés d’adjonction entre les fonc-
teurs introduits précédemment qui seront utilisées de fagon intensive dans tout
Particle.

Proposition 4.17. 1. Le foncteur de plongement diagonal ®; : EL . —

surj
I

surj-*

EgTJ est adjoint a gauche a ‘B : 55701] — &

2. Le foncteur de plongement diagonal D:&F - géT est adjoint a gauche a
P 55T — &f.

I
suryj

3. Le foncteur de plongement relatif £ : Ef x &

I
surj*

— EéTJ est adjoint a
gauche au foncteur O x By : EéTJ — & x &

4. Le foncteur de plongement relatifE P x & = ggr est adjoint a gauche
a foncteur§5 x B : gér — EF x &7,

5. Le décalage pointé &,, : Ef — Eléln est adjoint & gauche a O, : EIJ; —

&t
Démonstration. Si A est un objet de Esle et (V, W) un objet de EgT ;> 01l a un
isomorphisme canonique

In

homgy  (D1(A), (V1)) = {f € homes (4, V)| f(A) = W} = Epics (A, W),

ce qui démontre la premiere assertion. La troisieme assertion s’en déduit en
utilisant la proposition .

Les deuxieme et quatrieme points se traitent pareillement.

Etablissons le dernier : si A est un objet de &7 et (V,u : E,, — V) un objet
de 5{;

Ln» O0 & un isomorphisme canonique
:

homgs (& (A), (V,u)) = {f € homes (A& En, V)| fip, = u} = homes (4, V).

Cela acheéve la démonstration. O

La proposition suivante, laissée au lecteur, jouera un role fondamental par
la suite.

Proposition 4.18 (Compositions fondamentales). Les foncteurs composés

& x &l el BB ef gl

surj surj
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et

e xef L8 BB of gl
sont canoniquement isomorphes auz foncteurs identités.
Proposition 4.19. Supposons I non vide.

1. Les foncteurs d’oubli principaux sont fidéles.

2. Le foncteur O, : EIJ;I,n — & induit un foncteur essentiellement surjectif
Elélyn — 2", ou le but désigne la sous-catégorie pleine de £ des espaces
de dimension au moins n. Si I a pour plus petit élément n, Oy : EéT,I —
EF induit un foncteur essentiellement surjectif EéT,I — £2™. Le foncteur
O g‘ér — &7 est essentiellement surjectif.

3. Les foncteurs de plongement relatif £ et £ sont fidéles et essentiellement
surjectifs. Il en est de méme pour le décalage pointé G,,.

4. Les foncteul"s RI~>< By (donc en particulier Rr et By) et Ax B (donc en
particulier R et B ) sont pleins et essentiellement surjectifs.

5. Les foncteurs de plongement diagonal ®; et D sont pleinement fideéles.

Démonstration. Les deux premieres assertions s’établissent par inspection. L’essen-
tielle surjectivité des foncteurs de plongement relatif et de décalage pointé
découle de ce que tout sous-espace d’un espace vectoriel est facteur direct ; leur
fidélité est claire. La quatrieme assertion s’obtient en combinant la proposition
1.1§ et I’essentielle surjectivité des plongements relatifs. La derniére s’obtient &
partir des deux premieres adjonctions de la proposition et du constat que
leurs unités id — B;D; et id — BD sont des isomorphismes. O

4.3 Propriétés de structure des catégories 557,, gfr et 51J;17n

Les catégories qui nous intéresseront le plus par la suite sont les Eér, ;- Les
propriétés qui suivent montrent que, par certains cotés, les catégories Egr de

Elélm ont une structure plus « réguliere », c’est pourquoi nous serons parfois
amenés a travailler dans ces catégories auxiliaires.

Proposition 4.20. La catégorie ggr est additive et k-linéaire. Les foncteurs
d’oubli principal et secondaire sont additifs — autrement dit, on a un isomor-
phisme (VW) @ (V! W') ~ (Ve V', W & W') naturel en les objets (V,W) et
(V',W') de géT En particulier, on a un isomorphisme E B (V,W) ~ (E,0) @
(V,W) naturel en les objets E de ET et (V,W) de gér

Remarque 4.21. La catégorie ggr n’est pas abélienne. En effet, on vérifie que
pour tout V € Ob&7, le morphisme (V,0) — (V,V) de ng dont I’applica-
tion linéaire sous-jacente est l'identité est a la fois un monomorphisme et un
épimorphisme. En revanche, ce n’est pas un isomorphisme, si V' est non nul.

Proposition et définition 4.22 (Dualité dans &/). Le foncteur de dualité
() : (EF)P — &F induit une équivalence de catégories (-)V : (5&)01) — ggr
donnée sur les objets par (V,W)V = (V¥ WL)(V,W)V.

Proposition 4.23. Soit n € N.

1. (a) La catégorie 511;1 ,, bossede des sommes finies.
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(b) Son objet initial est (Ey,idg, ).

(¢c) La somme (A,a) 11 (B,b) de deuz objets (A,a) et (B,b) de 51é1,n
s’obtient en formant le carré cocartésien d’inclusions

E,—%—= A

I

B AgiB

et en munissant l’espace vectoriel A & B du plongement donné par
ETI,

la diagonale du carré.

2. Deux objets (A, a) et (B,b) de Elélyn possedent toujours un produit. Il est
donné par

(A,a) x (B,b) = (A® B,(a,b): E, — A® B).
3. On a des isomorphismes
G,V IX~VHX et

Gn(V) x X =~ 6,(V®O,(X))

naturels en les objets V de Ef et X de 51é1,n'
La démonstration des propositions , et est laissée au lecteur.

La proposition ne sera d’ailleurs pas utilisée explicitement.

Remarque 4.24. 1. Si I contient 0, alors (0,0) est objet final de Egnl, et tout
objet de 55701] admet un produit avec (V,0) (ot V € Ob&Y), qui est donné
par le foncteur V H -.

2. En revanche, on vérifie facilement que deux objets (V, W) et (V/,W’) de

Egr ; tels que W et W’ sont non nuls ne possedent jamais de somme ni de
produit.

Les propriétés suivantes fournissent un substitut & ’absence de sommes et
de produits dans Eér ; elles reposent sur le lemme simple et tres utile suivant.

Lemme 4.25. [l existe une bijection

homes (A, A)~ ] homgs ((4,B),(4,B)
B'egr(A’)

naturelle en l'objet (A, B) de Egr et Uobjet A’ de EF.
La fonctorialité doit étre comprise dans le sens suivant :
— pour le terme de gauche, on considere le foncteur

(0)°Pxer
_

L) x el (5P x &5 2%, Bns;

— pour le terme de droite, la fonctorialité en (A, B) provient de maniére
usuelle du foncteur hom ; pour la fonctorialité en A’, on fait correspondre &
une application linéaire u : A" — A" et & un élément f de hom.s ((4, B), (A’, B'))
gr
(on B’ € Gr(A")) la fleche (A, B) — (A", B"), ou B"” = u(B’), donnée par
uof:A— A"
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Démonstration. Cette bijection s’obtient en faisant correspondre & une appli-
cation linéaire f : A — A’ le sous-espace B’ = f(B) de A’ et le morphisme
(A,B) — (A, B’) de Egr induit par f. O

Proposition 4.26. Il existe une bijection

homgs ((Ae A, Be B),(V,W)) ~

11 homg; ((A, B), (V.W1)) x homgy (A", B'), (V. W2))
Wl,Wz GgT(W)
Wi+Wo=W
naturelle en les objets (A, B), (A’,B’) et (V,W) de Sér.
Cette proposition, comme la proposition ci-apres, est laissée au lecteur.
La fonctorialité doit étre comprise dans le sens suivant :

— sur les ensembles hom, on utilise la fonctorialité usuelle ;

— pour EfT X SgT — EgT ((A,B),(A",B")) — (A@ A", B& B’), on associe
& un morphisme (u,v) de EéT X EéT le morphisme u @ v de EéT ;

— dans le terme de droite, la fonctorialité en (V,W) s’obtient comme suit.
Siwu: (V,W)— (V/,IW’) est un morphisme de Egr et Wi, Wy deux sous-
espaces de W tels que Wy + Wy = W, on pose W/ = f(W;) (i € {1,2}),
de sorte que W{+Wj = f(W) = W’. Le morphisme induit par u s’obtient
par somme sur les (W3, Ws) des morphismes hom,; ((4, B), (V,W1)) x

gr
homgér((A’, B, (V,W3)) — homgér((A, B), (V’, Wl’))xhomgér((A’, BN, (V' W3))
induits par u.

Notation 4.27. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie.
Nous noterons Gr(V, W)GrQGr le sous-ensemble de Gr(V @ W) formé des sous-
espaces I/ de VW tels que les morphismes £ — V W -» Vet E -V OeW -» W
soient surjectifs.

On définit ainsi un foncteur Gr : ngj X Sgwj — Ens, action sur les

morphismes étant obtenue par un biais analogue a celui détaillé précédemment.

Proposition 4.28. Il existe une bijection

homgér((V, W), (4, B)) x homgér((V, W), (A, B"))

~ H homgé (V,W), (A A',C))
CeGr(B,B) "
naturelle en les objets (A, B), (A, B’) et (V,W) de Eér.
La fonctorialité repose ici sur celle de Gr (d’'une maniére similaire a celle
explicitée pour la proposition )
Remarque 4.29. Les propositions et sont spécifiques a la catégorie
« globale » 55T ; elles n’ont pas d’analogue dans &; par exemple.

r,n’
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Deuxieme partie
Les catégories de foncteurs en
grassmanniennes

Le principal sujet de cet article réside dans ’étude de la catégorie Fg. (k),
appelée parfois catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale, et de ses sous-
catégories Fgr n(k), ot n € N. Ces catégories possedent un intérét intrinseque
en raison de leur riche structure algébrique; elles s’interpretent notamment en
termes de modules ou de comodules. De plus, nous verrons dans la partie
que le foncteur d’intégrale en grassmanniennes w : Fgr(k) — F(k) constitue un
outil puissant d’étude de la catégorie F(k).

La section ﬂ décrit la structure de base de la catégorie Fg,. Aprés avoir in-
troduit les foncteurs fondamentaux reliant cette catégorie aux autres catégories
de foncteurs que nous avons introduites, notamment F et Fg,,;, elle décrit les
groupes de Grothendieck de ses objets finis et projectifs de type fini. Dans la
section ﬁ, nous présentons une approche monadique de la catégorie Fg,. En-
fin, la section E présente quelques propriétés générales des adjoints au produit
tensoriel dans les catégories Fg, et Fgr n.

Les autres catégories de foncteurs en grassmanniennes que nous introduisons
serviront surtout d’auxiliaires dans I’étude de la catégorie Fg,. Dans la section H,
nous présentons quelques propriétés d’une catégorie notée Fg,(k) et étudions
le foncteur k[Gr], dont une propriété fondamentale, ’auto-dualité, constitue un
cas particulier d'un résultat sur la catégorie Fg, (k). Le role fondamental du
foncteur k[Gr] provient de ce que la catégorie de foncteurs en grassmanniennes
globale Fg, est équivalente & la catégorie des k[Gr]-comodules.

La sectionﬁ étudie une derniere famille de catégories de foncteurs en grass-
manniennes, notées Fpy,,, (k), qui fournit un analogue des catégories Fg, , obtenu
en trivialisant 1'action du groupe linéaire GL, (k) (assertion qui sera précisée
par la proposition ) En outre, la structure monadique de la catégorie Fp,y,
donne lieu a de nouvelles structures dans les catégories de foncteurs en grass-
manniennes.

5 Les catégories Fg, |

Cette section est consacrée a une premiere étude des catégories suivantes.
Son principal objectif consiste & en comprendre les objets finis.

Définition 5.1. Etant donnée une partie I de N, on introduit la catégorie de
foncteurs

For.1(k) = Fet(E], ;(k), &).
Nous noterons simplement Fg,(k), ou Fg,, pour Fg, n(k).

Remarque 5.2. Les cas les plus intéressants sont ceux o I =N, < n ou n.

5.1 Généralités

Nous introduisons les foncteurs obtenus par précomposition a partir de ceux
du paragraphe @, et utilisons les propriétés établies dans le paragraphe @ et
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la section H

Notation 5.3. 1. Soit J une partie de N. Nous abrégerons la notation des
espaces vectoriels homg,, , en homg, s, et utiliserons une convention
analogue pour les groupes d’extensions ou les hom internes. De meéme,
nous noterons les projectifs standard Pgr"] (o A € Ob Eg“]) plutot que

gf gf
P, et les injectifs standard 15”7 plutét que 1,777 (cf. §[C.9). L'ex-
posant J sera omis pour J = N.

2. Soient I et J deux parties de N telles que J C I. Nous noterons Ry, ; :
Fgr.1 — Fgr,s le foncteur de restriction (incly)*. Le foncteur de pro-
longement par zéro, lorsqu’il est défini (cf. paragraphe @), sera noté
Pisr 2 Fgr,; — Fgr,1- Les indices seront omis lorsqu’il n'y a pas d’am-
biguité.

La proposition fournit le résultat suivant, dans lequel nous omettons les

indices des foncteurs de restriction et de prolongement par zéro (de sorte que la
notation R et P désigne & chaque fois deux foncteurs différents).

Proposition 5.4. Pour tout entier n > 0, il existe un diagramme de recollement

- -
Fgr,<n—1 —P=>Fgr<n —R>Fgrn .
R 5

Nous introduisons maintenant les deux foncteurs fondamentaux de source F
et de but Fg, 1.
Définition 5.5. Soit I une partie de N.
1. On définit le foncteur de plongement standard ¢f : F — Fgr 1 comme le
foncteur de précomposition par le foncteur d’oubli principal Oy : Eén I
Ef.
2. Le foncteur de plongement réduit ky : F — Fgr 1 est le foncteur de
précomposition par le foncteur de réduction Ky : Sgn ;= &t
Autrement dit, on a
u(F)(V,W) =F(V)

et
k1(E)(V,W) = F(V/W)

pour F' € ObF et (V,W) € Ob&], .
L’indice I sera omis quand I = N; des conventions analogues vaudront dans
les notations suivantes.

Remarque 5.6. Les foncteurs t<,, et ¢ sont, avec la notation du paragraphe @,

les foncteurs Yg,_ et Tg, respectivement. De méme, le foncteur ¢, est, selon

la convention du paragraphe B.3, le foncteur YGre, Gre, 1

Grace a la remarque précédente, nous pouvons considérer les foncteurs d’intégrale

introduits dans les définitions @ et . Il s’agit des seuls foncteurs de cette
section qui ne soient pas des foncteurs de précomposition. Des foncteurs d’une
catégorie de foncteurs en grassmanniennes vers la catégorie F, ce sont les plus
fondamentaux (cf. partie [[T1).

Définition 5.7 (Foncteurs d’intégrale en grassmanniennes). Soit n € N.

1. Nous noterons w<y : Fgr,<n — F le foncteur Qg,._ .
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2. Nous noterons w : Fg, — F le foncteur Qg,.
3. Nous désignerons par wy, : Fgrn — F le foncteur Qg,_, gr,_,-
Ces foncteurs seront appelés foncteurs d’intégrale en grassmanniennes.

Remarque 5.8. On a des isomorphismes canoniques w<, ~ w 0 P<, N €t wy, ~
W<n © Fn,<n-

Les résultats des paragraphes @ et @ se traduisent par le résultat formel
mais fondamental suivant.
Proposition 5.9. Soit n € N.

1. Le foncteur w<, est adjoint a gauche & t<y. Il induit une équivalence de
catégories entre Fgr <n €t la sous-catégorie Comodyg,_ | de F.

2. Le foncteur w est adjoint a gauche a ¢. Il induit une équivalence de catégories
entre Fgr et la sous-catégorie Comodyg,) de F.

3. Le foncteur w, induit une équivalence de catégories entre Fg, n et la sous-

catégorie Comodg(dn) de F des G(n)-comodules fidéles.

4. On a un isomorphisme
wiXQu(F) ~w(X)® F

naturel en les objets X de Fg, 1 et F de F, ou I =N, <n oun.

Démonstration. Les deux premieéres assertions constituent des cas particuliers
des propositions @ et , la troisieme de la proposition . Le dernier point

résulte pour sa part des propositions et . O
Nous définissons maintenant les deux foncteurs fondamentaux entre les catégories
Forr et j:slurj'

Définition 5.10. Soit I une partie de N.

1. Le foncteur de plongement secondaire py : FI

surj — For,1 est le foncteur

I

de précomposition par le foncteur base By : Egr 1 = Esurj-

2. Le foncteur d’évaluation généraliséecy : Fg,r 1 — ]-"SIM]- est la précomposition
I

par le foncteur de plongement diagonal ©; : &,,.; — Egr, I

Autrement dit, on a
pr(F)(V,W) = F(W)

pour F € ObFl, et (V,W) € ObEL, ;| et

suryg
er(X)(V) = X(V,V)
pour X € ObFg, s et V € Ob&L,,,.
Remarque 5.11. Avec l'abus de la remarque , le foncteur &, : Fgrpn —
K[GL, () Mod s’identifie au foncteur d’évaluation ev(g, g,), ce qui justifie la
terminologie employée.
On peut de méme voir p, comme un foncteur ygr,, yMod — Fg; n; il est

donné par p,(X)(V,W) =Iso(E,, W) & M.
k[G Ly (k)]

On rappelle que I'on désigne par f@fsle la catégorie de foncteurs Fct(EF x
Elurj» €), selon la notation 21
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Définition 5.12 (Foncteurs fondamentaux entre Fg, ; et FQF,
I une partie de N.

). Soit

surj

1. Le foncteur de plongement complet &1 : FQF!

surj — Fgr,1 st la précomposition

par le foncteur O x By : EgT,I —&fx &L

surj:*

2. Le foncteur de plongement total 07 : FRF!

surj

par le foncteur K7 x By : Egr ;= Ef x &L

surj:*

— Fgr,1 est la précomposition

3. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes or : Fgr 1 — F ®

Fr.: ; comme le foncteur de précomposition par le foncteur de plongement

relatif &7 : &f x &L . — Eér I

surj
Ainsi, on a

G(F)(V,W) =F(V,W),
0, (F)(V,W) = F(V/W, W)
pour F € ObF ® FI, . et (V,W) € Ob&], |, et

or1(X)(A,B) = X(A® B, B)

pour X € ObFg, 1, A€ Ob&f et Be Ob&L

surj:*

Intuitivement, la catégorie F ® ]:SM ne doit pas étre vue comme tres
différente de la catégorie F. En effet, dans le cas ol I est réduite a un élément

n, on a des équivalences de catégories canoniques F @ F(, .. =~ Fct(E7 x
GL,(k),€) ~ Fct(GL,(k), Fet(Ef,€)) = Far, 1) (cf. notation BY donnée a la
fin de I'introduction). Si I est une partie quelconque de N, la catégorie F ®.7-'SM]
s’obtient par recollement de telles catégories (cf. proposition P.3).

Remarque 5.13. Compte-tenu des identifications que nous venons de mention-
ner, nous considérerons &, et 6, comme des foncteurs Far, k) — Fgrn (et de
méme oy, : Fgrn — Far, x))-

Premieéres propriétés Nous commencons par relier les foncteurs projectifs
ou injectifs standard des catégories Fg, 1, F et fslurj a l'aide des foncteurs
introduits plus haut.

Proposition 5.14. Soit J une partie de N. On a des isomorphismes

Gr,J Edurs
Pl vy = (Py) @ pa(BPy™) (4)
et G ;
r,J r,J
Les vy 2= 1o (V) @ Lo ) (5)

naturels en les objets V de Ef et W de £/

suryj*

Démonstration. Par la troisieme adjonction de la proposition , on dispose
d’un isomorphisme canonique

homgéryJ(EJ(V,W),) (homgs (V) 09O ) X (homgs (W,:) o B).

surj

On en déduit le premier isomorphisme, en linéarisant.
De méme, on obtient formellement 1’isomorphisme @ a partir du second
isomorphisme de la proposition . [l
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Remarque 5.15. 1. Comme le foncteur de plongement relatif £; : £ x &7

sur]
Egr 7 est essentiellement surjectif, cette proposition décrit tous les projec-
tifs et tous les injectifs standard de Fg, ;.
.. . r,J — 1Gr,J
2. Les 'mqect'lfs du ty;ie I@ Jw) = I(WW) ne se ramenent pas facilement a
des injectifs de catégories plus simples. Illustrons-le pour J = N, afin de
simplifier les notations.

En effet, le comportement du foncteur 197 (w,w) se rapproche de l'injectif
Iy Ut e Fourj dans la mesure ol il existe un isomorphisme canonique
(I(gv?/w) ~ I3 (car homgf (V,V),(W,W)) ~ Epig(V,W)), et aussi

parce que I . comme Iy SUTJ ont un anneau d’endomorphismes isomor-

(W, W)
phe a k[GL(W)]. Cependant, I(WW) n’est pas isomorphe a l'image de
I3 par le foncteur p : Fourj — For

La propriété suivante des foncteurs injectifs et projectifs standard de la
catégorie Fg, éqm n’a pas d’équivalent dans Fgr.1 pour I # N) est analogue

aux assertions [ et E de la proposition
Proposition 5.16. 1. Il existe un zsomorphzsme w(P(V W)) ~ Py naturel
en lobjet (V,W) de Sfr.

2. Il existe un isomorphisme ((Iy) ~ @ I( w naturel en Uobjet V' de
Wwegr(V)
Er.

Démonstration. Ces deux assertions proviennent, par linéarisation, du lemme

.25, O

La proposition qui suit donne les propriétés d’usage courant des foncteurs
de précomposition introduits en début de section.

Proposition 5.17. Soit I une partie non vide de N.
1. Les foncteurs vy : F — Fgr.1, 01 * Fgr1 — f®féUTj, & FFL

surj
For1 et er i Fgrg — fsm] sont exacts; ils commutent au produit ten-
soriel, auzx limites et aux colimites. De plus, les foncteurs vy, oy et £ sont
fidéles.

2. Les foncteurs ky + F — Fgr1, p1 ¢ Fr .= For1 et 05 : F e FI

suryj surj
For,1 sont exacts et pleinement fidéles; ils commutent au produit ten-

soriel, aux limites et aux colimites. De surcroit, leurs images sont des
sous-catégories de Serre de Fgr 1.

Démonstration. Tous les foncteurs de I’énoncé sont des foncteurs de précomposition,
ils commutent donc aux limites, aux colimites et au produit tensoriel, par la
proposition @

Comme le foncteur £; est essentiellement surjectif, par la proposition %,
le foncteur de précomposition associé, oy, est fidele (par la proposition [C.5)
La fidélité du foncteur ¢; s’établit de méme, car I'inclusion £5" < EF (cf. la
deuxieme assertion de la proposition ), ou n désigne le plus petit élément de

I, induit par précomposition une équivalence de catégories F = Fct(£7, ) =
Fct(5<” £). La fidélité de &; est analogue, en remarquant que tout objet de

EF x Esum est rétracte d'un objet de I'image du foncteur Oy x Bj.
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Comme les foncteurs Ky, B et K7 x B sont pleins et essentiellement sur-
jectifs, par la proposition , la proposition @ montre qu’ils sont pleinement
fideles et que leurs images sont des sous-catégories de Serre de Fg, 1. O

La partie de la proposition relative au foncteur 6y, ainsi que la com-
position fondamentale donnée par la proposition suivante, apparaitront sous un
jour nouveau dans la section [7

Proposition 5.18. Soit I une partie de N. Le foncteur composé

F@Fl, 2 Forr & Fa Fl

surj

est canoniquement isomorphe au foncteur identique.

Cette propriété découle de la proposition .
Proposition 5.19. Soit I une partie de N. Le foncteur & : F @ Fl,,.; — For.1
est adjoint a gauche au foncteur oy.

Ce résultat et le suivant s’obtiennent en combinant les propositions et

C3 5.

Proposition 5.20. Soit I une partie de N. Le foncteur p; est adjoint a gauche
au foncteur ;. De surcroit, l'unité id — erp; de l'adjonction est un isomor-
phisme.

Le corollaire et la proposition fournissent les adjonctions suivantes.
Proposition 5.21. Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur Ry :
For,1 — F est adjoint a gauche a k1 et a droite a Po, 1.

Nous terminons ce sous-paragraphe par deux propriétés de compatibilité
relatives aux foncteurs entre F, Four; et Fgr.

Proposition 5.22. Le foncteur composé F — Fg, — surj S’identifie canon-
iquement au foncteur d’oubli o.

Démonstration. En effet, le foncteur composé Esfwj 2, Egr 2, &/ s'identifie au

foncteur d’inclusion. O
Par adjonction, on en déduit (cf. propositions @, et ) le corollaire
suivant, que I'on peut évidemment établir par une vérification directe.

Corollaire 5.23. Le foncteur wo p: Fgurj — F est canoniquement isomorphe
aw.

Décomposition scalaire et tors de Frobenius La catégorie Eéryl(]k) est
munie d'une action naturelle du groupe k*. De fagon analogue a la proposi-
tion/définition 2.7, on en déduit le résultat suivant.

Proposition et définition 5.24. Etant donné un entier i, notons (Fgr.1);i(K)
la sous-catégorie pleine de Fg, 1(k) formée des foncteurs X tels que X (\.idy) =
)\i.idX(V) pour tous A € kX et V € ObEgT,I. Les inclusions induisent une
équivalence de catégories

q—1

Fora(k) = [ [ (Fora)i(k).

=1

On notera X =~ @3:—11 X, la décomposition naturelle d’un foncteur X de
For.1(k) qu'on en déduit, ou X; € Ob (Fgr1)i(k). On Uappelle décomposition
scalaire de X.
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De méme que Fgyrj(k), la catégorie Fg, r(k) possede un tors de Frobenius,
parce que 'automorphisme ¢ de la catégorie S,kf déduit du morphisme de Frobe-
nius se prolonge naturellement en un automorphisme de la catégorie Eéh (k).

Les foncteurs introduits précédemment possedent des propriétés de commu-
tation vis-a-vis de la décomposition scalaire et du tors de Frobenius qu’on laisse
au lecteur le soin d’expliciter (pour les foncteurs de précomposition, elles se
lisent sur le foncteur d’origine entre les catégories sources).

Changement de corps Si K est une extension finie de k, les foncteurs
d’induction et de restriction induisent des foncteurs Egr k) — Egr (K) et

EénI(K) — Eénl(]k), d’ott 'on déduit, comme dans F et Fgy,j, des foncteurs
(encore dits d’induction et de restriction) Fg, 1(k) — Fgr 1(K) et Fgr1(K) —
Fgr,1(k). Néanmoins, comme dans le cas de Fyyrj, on perd la propriété d’ad-
jonction mutuelle entre induction et restriction.

Tous les foncteurs de précomposition introduits dans ce paragraphe commu-
tent aux changements de corps. En revanche, ce n’est pas le cas du foncteur
d’intégrale en grassmanniennes.

5.2 Structures tensorielles

Il est naturel, comme le montrera la proposition , d’introduire sur la
catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale Fg,, a coté de la structure
tensorielle usuelle donnée par ® (& laquelle nous nous référerons lorsque nous
parlerons de structure tensorielle sans plus de précision) une seconde structure
tensorielle, tres analogue a celle donnée par le produit tensoriel total de Fiyr;
(cf. paragraphe R.1)).

Définition 5.25 (Produit tensoriel total). Etant donnés deux objets X et
Y de Fg,, on appelle produit tensoriel total de X et Y le foncteur noté X @ Y
et défini comme suit.

1. Si (V,W) est un objet de Sér, on pose

XeV)(V\W)= @ X(V,AaY(V,B).
A,Begr(W)
A+B=W

2. Siu: (V,W) — (V',W') est un morphisme de Sgr, le morphisme (X ® Y)(u) :
(XRY)V,W) = (XRY)(V',W') est défini comme la somme directe sur
les sous-espaces A et B de W tels que A+ B = W des morphismes

X (u)®Y (u)
— 5

X(V,A)®@Y(V,B) X(V' u(A) @Y (V' u(B))

. @ XV, AYeY (V' B)
A’ ,B'eGr(W’)
A'+B'=W'

ol 'on note encore, par abus, u pour les morphismes (V, A) — (V' u(A))
et (V,B) — (V',u(B)) induits par u.
Cette définition fait sens puisque u(A) +u(B) = u(A+ B) = u(W) = W".
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Avant de préciser les liens entre ce produit tensoriel total et celui défini
dans Feyrj, définissons un produit tensoriel total dans la catégorie auxiliaire
F & Fourj-

Définition 5.26. Le produit tensoriel total sur F ® Fgyrj est le foncteur ® :
(F @ Fsurj) X (F @ Fourj) — F @ Four; donné, via l'isomorphisme F @ Fypj ~
Fct(Ef,]-"swj), par

Fct(E7, Fours) X Fet(EF, Fours) ~ Fet(EF, Fuurj X Fours) — Fet(EF, Faurj).

Autrement dit,

(XBY)AB) = P XAV)eY(AW) (AcOb&f Beobel, ).
V,Wegr(B)
V4+W=B
Proposition 5.27. 1. Le produit tensoriel total définit sur Fg, une struc-

ture monoidale symétrique exacte d’unité p(Isg).

2. Il existe un monomorphisme X @Y < X @Y naturel en les objets X et
Y de fgr.

3. Les produits tensoriels totaux sur les catégories Fgr, Fsurj et F @ Fourj
vérifient les propriétés de compatibilité suivantes : on a des isomorphismes
naturels

p(ARB) ~ p(A)@p(B) (A B € ObFuu),
EFRG) ~ E&F)REQ) (F,G € ObF @ Faurj)-

Cette proposition se vérifie par inspection.

Remarque 5.28. En revanche, les foncteurs €, ¢ et 6 ne commutent pas au
produit tensoriel total. Par exemple, on a

OF@G)(V,W)~ (FRG(V/WW)= @ F(V/W,A)eG(V/W,B)
A,Begr(W)
A+B=W
tandis que

OF)20G)(V. W)= P F)(V,4)®0(G)(V,B)
A,Begr(W)
A+B=W

~ @ F(V/A A)eG(V/B,B).
A,BeGr(W)
A+B=W
On voit cependant ainsi qu’il existe un épimorphisme canonique 6(F) & 6(G) —»
0(F®G).
On dispose d’un foncteur EfT xEéT — SéT donné sur les objets par ((A, B), (A’, B)) —

(A® A, Bd B’), dont 'action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de

@ : EF x &F — £F. La proposition suivante montre 1'utilité du produit tensoriel

total a ’aide de ce foncteur.

Proposition 5.29. Il existe dans Fg, un isomorphisme P(giB) ® P(gAT,yB,) ~

P(QXGBA’ pepy naturel en les objets (A,B) et (A, B’) de Sgr.
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Démonstration. Cet énoncé découle de la proposition . O

Corollaire 5.30. Le produit tensoriel total de Fg, préserve les objets projectifs,
les objets de type fini et les objets pfy,.

Remarque 5.31. 1. Le produit tensoriel usuel de Fg, préserve également les
objets de type fini et pf,.

2. Cependant, le produit tensoriel usuel de deux objets projectifs de Fg, n’est
généralement pas projectif, car il en est ainsi dans Fyyr; — par exemple,
P @ PEZ” n’est pas projectif.

3. Le produit tensoriel de deux objets projectifs d'une catégorie Fg, , est
en revanche projectif. Cela provient de ce que le produit tensoriel d’'un
k[GL, (k)]-module projectif et d'un k[GL, (k)]-module fini est projectif,
de ce que le produit tensoriel dans F de deux projectifs est projectif, et
de I'isomorphisme (}f) de la proposition p.14.

Contrairement a la situation que nous venons d’observer pour les projectifs,
le produit tensoriel total posseéde un comportement déplaisant sur les injectifs.
En revanche, le produit tensoriel ordinaire est adapté a leur étude.

On rappelle que le symbole Gr qui intervient dans la proposition suivante a
été introduit dans la notation .

Proposition 5.32. Il existe un isomorphisme

im @ lp~ @D Ihene
CeGr(B,B)

naturel en les objets (A, B) et (A’, B') de EgT.
Démonstration. C’est la version linéarisée de la proposition . O
Corollaire 5.33. Le produit tensoriel de Fg, préserve :

1. les objets injectifs de co-type fini;

2. les objets de co-type fini;

3. les objets co-pfy, .

La proposition suivante (qui généralise la derniére assertion de la proposition
2.36) constitue la principale motivation de I'introduction du produit tensoriel
total dans Fg,.

Proposition 5.34. Il existe dans F un isomorphisme
WX®Y) ~wX)wlY)

naturel en les objets X et Y de Fg,.

Démonstration. Cela provient, par linéarisation, de la décomposition ensemb-
liste

Gr(V) x gr(V) ~ ]_[ {(A,B) e Gr(W) x Gr(W)|A+ B =W}
wegr(V)

naturelle en 'objet V de &7. O
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5.3 Le foncteur différence

Comme dans la catégorie F, il existe dans les catégories Fg, 1 un foncteur
différence, fondamental dans 1’étude de ces catégories, notamment de leurs ob-
jets finis. L’analogie avec le cas de F est particulierement étroite du fait que le
foncteur différence des Fg, 1 « n’agit pas sur la base ».

Convention 5.35. Dans tout ce paragraphe, J désigne une partie de N.
Définition 5.36 (Foncteurs de décalage et foncteur différence dans Fg, ;).
Soit V un objet de £7. Le foncteur Fg, ; — Fgr s de précomposition par
le foncteur de translation V' H - : EgT’J — gT’J (cf. définition [1.7) est

appelé foncteur de décalage par V et se note A‘g,T’J.

On a ainsi A‘Q/T’JX(A, B)=X(V@®A,B) pour X € ObFg, jet (A B) €
f

Ob&g, ;.

La bifonctorialité de B rend 'association V +— A%T"] fonctorielle.

2. Le foncteur différence A9/ de Fgr,g est le noyau de la transformation

naturelle Aﬂf ™7 _ id induite par le morphisme k — 0 de &£7.

La proposition suivante, laissée au lecteur, montre que le comportement de
ces foncteurs ne dépend guere de la partie J de N.

Proposition 5.37. Si I est un sous-ensemble de J, le diagramme

AT
Forg —= Fgr,1

PI,J\L lPI,J
AGTT

]:QT,J %fgr,‘]

commute a isomorphisme canonique pres, lorsque le prolongement par zéro Py ;
est défini. Il existe une propriété analogue relative au foncteur de restriction

Rir.

Une grande part des considérations relatives aux foncteurs de décalage et
différence de F se transcrivent dans Fg, ;. Notons tout d’abord que la trans-
formation naturelle id — Aﬂf mJ procure un scindement canonique

A"~ AT @ id,

de sorte que A9/ commute aux limites et colimites, comme les foncteurs de
décalage.

Une autre propriété fondamentale, similaire a la proposition E relative a
F, réside dans 'existence d’adjoints a gauche et a droite exacts et explicites aux
foncteurs de décalage et différence.

Proposition 5.38. Soit V un objet de E'. Le foncteur A‘g,r"] est adjoint :
1. d droite 6 - ® 1 (Py) ;
2. a gauche o - @ ky(Iy).

Ces adjonctions sont naturelles en V.

Démonstration. On combine les propositions et avec les isomor-
phismes de la proposition . O
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Corollaire 5.39. Le foncteur différence A9/ est adjoint :
1. a droite 6 - ®1y(Py);
2. a gauche a - @ ky(Iy).

Corollaire 5.40. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de Fg, ;
conservent les objets projectifs et les objets injectifs.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition et du corollaire
précédents et de l'exactitude des adjoints. O

Nous évaluons maintenant les foncteurs de décalage sur les objets projectifs
et injectifs standard de la catégorie Fg, ;.

Proposition 5.41. Il existe des isomorphismes

A%T"](Pgr’] ) ~ PA/B(V) ® PQT,J

(A,B) (A,B)
et
AV (I ) = 1aV) @ I
naturels en les objets V de E7 et (A, B) de ‘SérJ'
Démonstration. C’est une conséquence formelle de la proposition . [l

Comme dans le cas de F, cette propriété a 'utile conséquence suivante.

Corollaire 5.42. Les foncteurs de décalage et le foncteur différence de Fgr ;
conservent les objets de type fini, de co-type fini, pf, et co-pf;,.

Démonstration. Ce corollaire se déduit de la proposition et de la commu-
tation des foncteurs de décalage et différence aux limites et colimites. |

La proposition suivante donne les propriétés de compatibilité entre les deux
produits tensoriels de Fg, et son foncteur différence.

Proposition 5.43. Soient X et Y deux objets de Fg, j et V un objet de 7.
1l existe des isomorphismes naturels

AV (X ®@Y) ~ AV X @ AYY,
AMXRY)~(AYXQY)d (X @AYY)d (A X @ AY"Y);
et, dans le cas ou J =N,
AV (XQY) ~ AV X @ AYTY,
AXQY)~ (AYX QYY) (XQAYY)d (AYX @ AY).

Démonstration. Etablissons la premiere assertion relative au produit tensoriel
total : si (A, B) est un objet de Egr, on a

Av(XRY)(A,B)=(XaY)(VeA,B) = @ XVoA W)Y (VoA W)

W,W'egr(B)
W+W'=B

— P ACOAW)® A (Y)(A W) = Ay (X) B AV(Y)(A, B).

W,W'eGr(B)
W+W'=B
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L’inclusion canonique
XY - AV(XRY)=A"(X)2AI" (V) ~ (X @ AY (X))@ (Y @ A (Y))
~(XRY)D (X@AY (V)@ (A(X)RY) @ (AY(X)® A (Y))
s’identifie a l'inclusion du facteur direct, d’ou le dernier point.
La premiere assertion relative au produit tensoriel ordinaire résulte de ce

que A‘gf est un foncteur de précomposition ; la seconde s’en déduit comme dans
le cas du produit tensoriel total. O

Commutation des foncteurs fondamentaux aux foncteurs différences
Conformément & nos conventions générales (cf. notation [C.J), 'endofoncteur
A, de F® fgwj ~ Fct(EsJurj, F) qui apparait dans la proposition suivante est
donné par la postcomposition par le foncteur différence A de F.

Proposition 5.44. 1. On a des isomorphismes canoniques A977 o1y ~ 1;0

A et A9 oky~kjoA de foncteurs F — For,J-

2. On a des isomorphismes canoniques A7 o €5~ €70, et A9 0 ~
00 A, de foncteurs F @ FZ . — Fgr .

surj
3. On a un isomorphisme canonique A, o oy ~ oy o A9 de foncteurs

For,g — FeF!

surj-*

Démonstration. Etablissons par exemple le dernier point, les autres se montrant
de maniere analogue. Le diagramme

(F2@)xEL,
Sf X Ss]ur_] : Sf X Ss]ur_]
s,,l l‘”
f k- f
SQT,J SQT,J

commute & isomorphisme canonique pres, d’otl un isomorphisme canonique A, o
J .
UJ:aJOAﬂfT’ ,puis A, ooy ~oy0AI"Y, O

5.4 Foncteurs polynomiaux

Le foncteur différence de Fg, ; permet d’introduire les foncteurs polynomi-
aux de cette catégorie. On commence, & 'aide du lemme et de la proposition
suivants, par identifier le noyau du foncteur différence, qui, contrairement au
cas de la catégorie F, ne se réduit pas aux foncteurs constants.

Lemme 5.45. Le foncteur composé A9 p; - F7

surj — Fgr,g est nul.

Démonstration. Pour tout V € Ob &Y, I'injection naturelle py — A‘Q,T’J opy est
un isomorphisme, puisque le diagramme

f B eJ
Egry — Eiurj

w| L

f
5QT,J

commute (& isomorphisme naturel pres). O
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Proposition et définition 5.46 (Foncteurs pseudo-constants). Soit X un
objet de Fgyr j. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur A977 X est nul;

2. la coinité pje;(X) — X de ladjonction de la proposition est un
isomorphisme ;

3. il existe un objet R de F7, . tel que X est isomorphe a pj(R).

surj

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur pseudo-constant.

Démonstration. La coiinité pye;(X) — X est donnée sur l'objet (V,W) de
Eér,J par linjection X (W, W) — X (V, W) induite par le morphisme canonique
(W, W) — (V, W) de Eén ;- La premiere assertion signifie que le monomorphisme
canonique X (A4, B) — X(A @k, B) est un isomorphisme pour tout objet (4, B)
de Eéh], on en déduit donc que le morphisme précédent est un isomorphisme
par récurrence sur la codimension de W dans V. Ainsi, la premiere assertion
implique la deuxieme.

Il est clair que la deuxieme implique la troisieme. Enfin, la troisieme entraine

la premiére par le lemme .45 g

Nous introduisons maintenant la notion générale de foncteur polynomial et
de foncteur analytique de Fg, s, de la méme maniere que dans F. Nous avons
précédemment identifié les foncteurs polynomiaux de degré 0.

Définition 5.47 (Foncteurs polynomiaux, analytiques dans Fg, ;). Un
foncteur X € Ob Fg, s est dit :

1. polynomial s’il existe un entier naturel n tel que (AgT’J)”X =0;
2. analytique 8’1l est colimite de ses sous-foncteurs polynomiaux.

Le degré d’'un foncteur polynomial X est le plus grand entier positif n tel
que (A977)"X #£ 0 si X est non nul, on le note deg X ; on pose également
deg0 = —o0.

Notation 5.48. Nous désignerons par fér,J la sous-catégorie pleine de Fg, ;
formée des foncteurs polynomiaux de degré au plus k.

La proposition a la conséquence suivante.

Proposition 5.49. 1. Si X etY sont deuz foncteurs polynomiauz de Fgr j,
alors X @Y et X ®Y sont polynomiaux et deg(X @ Y) = deg(X ®Y) =
deg X +deg?Y.

2. Le produit tensoriel total (donc aussi usuel) de deux foncteurs analytiques
de Fgr g est analytique.

3. Un foncteur X de Fgr.j est polynomial si et seulement si A9 X est
polynomial ; dans ce cas deg(A9™7 X) = deg X — 1 si X n’est pas pseudo-
constant.

Afin de donner les propriétés de conservation des foncteurs polynomiaux ou
analytiques par les foncteurs fondamentaux de source ou de but Fg, s, nous
avons besoin d’introduire la notion de foncteur polynomial ou analytique dans
la catégorie F @ F/

suryj:*

Proposition et définition 5.50. Soient X un objet de F ® fg]urj et v € N.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur ALX est nul.
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(b) Le foncteur X appartient a la sous-catégorie épaisse Fct(éjwj, Fi=h
de Fct(EZ,.., F).

surj?
Lorsque ces conditions sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur
polynomial de degré strictement inférieur a 1.

2. On dit que X est analytique s’il est colimite de ses sous-foncteurs polyno-
Miauz.

Démonstration. C’est une application directe de la proposition @ (|
L’énoncé qui suit découle quant a lui de la proposition .

Proposition 5.51. 1. (a) Si F est un objet de F, F est polynomial si et
seulement si tj(F) est un objet polynomial de Fgr . Ils ont alors
meéme degré.

(b) Si F est un objet de F, F est polynomial si et seulement si kj(F')
est un objet polynomial de Fg, j. Ils ont alors méme degré.

2. (a) Un objet F de F @ F. . est polynomial si et seulement si l’objet

surjg

&s(F) de Fgr g est polynomial. Ils ont alors méme degré.
(b) Si F est un objet de F @ F7 ., F est polynomial si et seulement si

surj’
05(F) est un objet polynomial de Fgy y. Ils ont alors méme degré.
3. Un objet X de Fg, j est polynomial si et seulement si l'objet o7(X) de

F® ]-—;]Mj est polynomial. Ils ont alors méme degré.

Comme les foncteurs considérés commutent aux colimites, on en déduit le
corollaire suivant.

Corollaire 5.52. Les foncteurs vy, ky, &5, 05 et o; préservent les foncteurs
analytiques.

Remarque 5.53. En revanche, le foncteur d’intégrale en grassmanniennes w :
Fgr — F ne préserve pas les foncteurs analytiques. Nous reviendrons en détail
sur cette observation essentielle dans la partie [[T]|.

Quotients de la filtration polynomiale de Fg, ; Gréace a la proposi-
tion p.46, la catégorie Fg, ; est équivalente & la catégorie F,,,. A Taide des
lemmes .54 et , nous allons généraliser ce résultat en identifiant les catégories
quotients fér, g/ Fer b pour tout entier k. Dans le paragraphe suivant, nous ap-
pliquerons ces résultats a la description des objets simples de Fg, ;.

Lemme 5.54. Soit X un objet polynomial de degré i > 0 de Fg, j. Le noyau
de U’épimorphisme canonique px : €5 05(X) — X (cotnité de Uadjonction de la
proposition ) est de degré strictement inférieur a 1.

Démonstration. La proposition montre que les endofoncteurs &7 o7 et A9
de Fg, ; commutent & isomorphisme naturel prés ; de plus, A9 (px) ~ pagr.sx-
Comme px est un isomorphisme lorsque le foncteur X est pseudo-constant, cela
donne la conclusion. |

Lemme 5.55. Si F' est un objet polynomial de degré i > 0 de F ® f;lmj, le
noyau de 'épimorphisme canonique £;(F) — 0;(F) est de degré strictement
inférieur a i.

Démonstration. Celemme s’obtient par application du précédent a I'objet 6 5 (F')
de Fgr.j, qui est de degré ¢ par la proposition , puisque oy o 05 ~ id

(proposition p.1§). O
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Le lemme suivant se démontre de la méme facon que le lemme .

Lemme 5.56. Soit X un objet polynomial de degré i > 0 de Fg, ;. Le conoyau
du monomorphisme canonique X — o;&;(X) (unité de ladjonction de la
proposition ) est de degré strictement inférieur a 1.
Les lemmes et p.56 impliquent I'important résultat suivant.
Proposition 5.57. 1. Le foncteur &y : Fet(E7xE],, 1, €) ~ Fet(EL,,,;, F) —
For,s induit un foncteur Fct(é‘ézrj,]:"/}"”fl) — ng7J/ng_7} pour tout
n € N.
2. Ce foncteur est une équivalence de catégories dont un inverse est donné
par le foncteur 7&,#%’;3 — Fct(EgIMj,]:”/f"’l) induit par oy : Fgr. g —
Fet(EF x &7, €) ~Fet(EL,,;, F).

Nous utiliserons également la description suivante de I’équivalence de catégories
donnée par la proposition .
Proposition 5.58. Le foncteur Fct(EZ,,;,
par 0y est le méme que celui qu’induit €.

Fr/Frl) - ng7J/fg;_1, induit

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe du lemme . O
Les propositions et [L.§ fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 5.59. On suppose d =1, i.e. le corps k premier.
Pour tout entier natureln, les catégories fg“]/}'g;} et Fct(é‘;fwj, Modys,))
sont équivalentes.

5.5 Foncteurs finis

Les résultats du paragraphe précédent permettent de décrire les objets sim-
ples et les objets finis des catégories Fg,; & partir de ceux de F et ]-"SIM]-.
Comme pour la catégorie F, 'un des résultats les plus importants réside dans
le caractére polynomial des objets finis.

Convention 5.60. Dans ce paragraphe, I désigne une partie de N.
Lemme 5.61. Soit X un objet de Fg, 1 tel que A9 X est un objet fini de
For1 et e1(X) un objet fini de FL,, .. Alors X est fini.

surj*

Démonstration. Le foncteur exact

(AQT’I,EI) : fgr,[ — fgr,[ X .7:1

surjg *

est fidele : son noyau est constitué des foncteurs pseudo-constants X tels que
er(X) = 0. Mais un tel foncteur X est isomorphe & pre;(X) = 0, par la propo-
sition , d’ott la fidélité annoncée. La proposition donne donc la conclu-
sion. |

Remarque 5.62. On a des résultats semblables en remplacant dans cet énoncé
fini par de type fini, pf, ou co-pf,.
Définition 5.63 (Niveau). On appelle niveau d’un objet X de Fg, r 'élément

niv(X) = sup {dim W | (V, W) € Ob &}, ; X(V,W) # 0}

de T U {—00,+00}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < 4oc.
On définit de méme le coniveau de X comme 1’élément

coniv(X) = inf {dim W [ (V,W) € Ob&l, ; X(V,W) # 0}
de I U {+o0}.
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Ainsi, lorsque 'ensemble [ est fini, tous les foncteurs de Fg, ; sont de niveau
fini.
Proposition 5.64. Un objet de Fg, 1 est fini si et seulement s’il est polynomial,
a valeurs de dimension finie et de niveau fini.

Démonstration. Soient S un objet simple de Fg, 1 et (A, B) un objet de &/ x
&L tel que S(£7(A, B)) # 0 (le foncteur £; est essentiellement surjectif — cf.

surj

proposition [L.19), de sorte qu’il existe un épimorphisme Pg:(i‘ B) = U (Py) ®

I

pI(Pgsu”) — S (cf. proposition [f.14). Cela montre d’une part que S est &
valeurs de dimension finie, et que S(V, W) = 0 pour dim W > dim B. D’autre
part, comme 'objet Py de F est coanalytique (proposition E), il existe un objet
polynomial F' de F et un épimorphisme ¢;(F) ® pr(Pp*"”?) — S. La proposition
montre que 17(F) @ pr(P5*"?), donc S, est polynomial. On en déduit les
mémes propriétés pour les foncteurs finis par un argument d’épaisseur.

La réciproque résulte du lemme et de la proposition par récurrence
sur le degré polynomial. O

Cette proposition essentielle permet d’établir la préservation des foncteurs
finis par les foncteurs &7, 07 et o7, donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 5.65. Soient F' un objet de F et A un objet de F!

surj-*
1. Si F et A sont finis, il en est de méme pour v;(F) ® pr(A). La réciproque
est vraie si A et F' sont non nuls.

2. Si F et A sont finis, il en est de méme pour k1 (F)® pr(A). La réciproque
est vraie si A et ' sont non nuls.

3. Un objet X de Fgr 1 est fini si et seulement si l'objet o1(X) de f®f§wj
est fini.

Démonstration. Traitons le premier cas, en écartant le cas trivial ou F ou A
est nul. Le foncteur ¢;(F) ® pr(A) = &(F K A) (on rappelle que le produit
tensoriel extérieur X est introduit au §@) est polynomial si et seulement s’il
en est de méme pour F'X A, par la proposition p.51], ou encore de F, puisque
AL(FXRA) = A(F)XA. Le foncteur ¢ (F)®p;(A) est a valeurs de dimension finie
si et seulement s’il en est de méme pour F' et A. Enfin, le foncteur F'X A est de
niveau fini si et seulement si A(FE,,) = 0 pour n assez grand. Les propositions
et fournissent donc la premiere assertion.

Les autres s’établissent de fagon analogue. O

Notation 5.66. Nous désignerons par la suite par féfr ; la sous-catégorie pleine
de Fg, 1 formée des objets localement finis.

Le corollaire suivant donne les principales propriétés de régularité des objets
finis et localement finis de Fg, r.

Corollaire 5.67. 1. Si X est un objet fini de Fgr 1, il en est de méme pour
AIIX

2. Le produit tensoriel total (donc, a fortiori, usuel) de deuz objets finis de
For,1 est fini.

3. Les objets finis de Fgr.1 sont pfes et co-pfss.

4. La sous-catégorie ]-"g; 1 de Fgr 1 est épaisse. Ses objets sont les foncteurs
analytiques.
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5. Un objet de Fg, 1 est de co-type fini si et seulement s’il est analytique et
de socle fini.

Démonstration. Elle est similaire a celle du corollaire . Pour le dernier point,
on établit que les injectifs standard de Fg, ; sont analytiques de la facon suiv-
ante : le corollaire et la proposition E montrent que 'image par le foncteur
t; d’un injectif standard de F est analytique. Comme tout injectif standard de
For,1 est facteur direct d’un tel foncteur, par la proposition , cela donne la
conclusion. O

Description des objets simples Les objets simples de la catégorie Fg, 1

seront ramenés a ceux de la catégorie F ® ]—"SIM]-. Le lemme suivant les décrit a
partir des objets simples de F et F/

(cf. sections ] et f). b

Lemme 5.68. Les objets simples de F & f;urj sont, a isomorphisme pres, les

SXR, ot S est un objet simple de F et R un objet simple de F! Le produit

surj -
tensoriel extérieur induit de plus un isomorphisme d’anneauz (sans unité si I
est infini) G (F © Fl,p;) = G{(F) @ G{(Flp;)-

Démonstration. Cela découle de la proposition et de son corollaire ,
dont les hypotheses sont vérifiées grace a la proposition . O

rj» qui sont eux-memes assez bien compris

Avec la proposition , le résultat suivant est le plus important de cette
section.

Proposition 5.69. 1. Etant donné un objet X de Fgr 1, les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(a) Vobjet X de Fgr 1 est simple;
(b) lobjet o1(X) de F @ FL, . est simple;

suryj
(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de fslurj tel
que X est isomorphe a k1(F) ® pr(R).

2. Les foncteurs exacts oy et 01 induisent des isomorphismes d’anneauz (sans
unité si I est infini) entre Gg(fgh]) et Gg(]: @ Fl ) ~ G(J;(}—) ®

surj

Gé (7slurj) réciproques l'un de [’autre.

Démonstration. La proposition . 2 montre que le foncteur 0; transforme un

objet simple de F ® fsle en un objet simple de Fg, 1 et induit un monomor-

phisme de groupes abéliens, compatible au produit, Gg (.7-'®.7-’§wj) — Gg (For,1)-
Ces deux groupes sont naturellement gradués par le degré polynomial, qui est
respecté par 0 (cf. proposition ), de sorte que ce monomorphisme s’identifie
a la somme directe sur k£ € N des morphismes
Gg(FCt(gsIurj’ fk/]:k_l)) - ‘Fgr,J/fgr_,.lf

induits par 07, lesquels sont des isomorphismes par la proposition p.57. La com-
patibilité au produit tensoriel extérieur pour I = N provient de la proposi-
tion .

Cela démontre la seconde assertion de I’énoncé, et la premiere compte-tenu
du lemme et de ce que 'isomorphisme G{ (Fg,.1) = G} (F®FL,,;) inverse

du précédent est induit par oy (par les propositions et ) O
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Corollaire 5.70. Le foncteur exact & induit un isomorphisme d’anneauz (sans
unité si I est infini) entre G(J;(}—) ® Gg(fsfmj) ~ G(J;(}—@) Flurj) et Gg(fgryl).

Dans le cas ou I = N, ces foncteurs induisent également un isomorphisme
d’anneauz pour la structure induite par le produit tensoriel total sur Fg, et Fourj

(et le produit tensoriel sur F).

Démonstration. Pour obtenir I'isomorphisme de groupes, il suffit de reprendre
la démonstration de la proposition , compte-tenu de la proposition . La
proposition procure la compatibilité au produit tensoriel total. [l

Quelques conséquences Avant d’aborder la description des objets projectifs
indécomposables de Fg, ; (proposition ), qui sera cependant moins explicite
que celle de ses objets simples, nous tirons de la proposition le corollaire
suivant relatif aux cosocles — rappelons que cette notion est introduite dans la
définition .

Corollaire 5.71. Pour tout objet F' de F ® fsle, on a des isomorphismes
naturels

cosoc & (F) ~ cosoc O (F) ~ 0;(cosoc F).

Le premier isomorphisme est induit par la projection canonique &;(F) — 01(F)
et le second par F' — cosoc F'.

Démonstration. Grace a la proposition , I’isomorphisme cosoc & (F') ~ 0;(cosoc F')
provient des isomorphismes naturels

homg, (& (F), 01(5)) ~ homf@stwj (F,0101(5)) ~ homf@stwj (F,S)
déduits des propositions et .

L’isomorphisme cosoc 0;(F) ~ 0;(cosoc F') se déduit de la seconde assertion
de la proposition . [l

Remarque 5.72. Le premier isomorphisme du corollaire implique, que pour
tout objet de type fini F' de F, ’épimorphisme canonique ¢ (F) — k;(F) est
essentiel. En effet, un épimorphisme entre objets co-localement finis et a valeurs
de dimension finie de Fg, ; qui induit un isomorphisme entre les cosocles est
essentiel — cet énoncé s’obtient, par dualité, a partir de ’observation que dans
une catégorie de Grothendieck, un monomorphisme entre objets localement finis
qui induit un isomorphisme entre les socles est essentiel.

Le comportement de 1’épimorphisme canonique ¢y — Kk est totalement
différent sur les objets de co-type fini; ainsi, la proposition montre que,
dans le cas ou I = N, cet épimorphisme se scinde toujours lorsque F est un
injectif standard Iy de F (alors que ¢(Iy) — x(Iy) n’est un isomorphisme que
pour V =0).

Rappelons que K désigne le groupe de Grothendieck des classes d’objets
projectifs indécomposables de type fini (cf. notation )

Lemme 5.73. 1. Le produit tensoriel extérieur induit un isomorphisme Ko(F)®
KO(]:sIuTj) i KO(]:(X)]:SIurj)

2. Si T est une catégorie essentiellement petite vérifiant I’hypothése
(pagejj@), on obtient des isomorphismes réciproques l'un de ’autre en-
tre GY(Fct(Z,&)) et Ko(Fct(Z,&)) en associant a un objet simple sa
couverture projective et a un objet projectif de type fini son cosocle.
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Démonstration. La premiere assertion se démontre de maniere analogue au
lemme .

La seconde est un résultat classique en théorie des représentations (cf. [[CRI(]) ;
dans le cas général, on le déduit aisément en dualisant (a 1’aide de 'hypothese [C.14)
des propriétés des enveloppes injectives dans les catégories de Grothendieck (cf.
[Gab63]) — on pourra se reporter & [Djal] pour une démonstration détaillée. I

Proposition 5.74. Le foncteur & : FQFL, . — Fgr.1 induit un isomorphisme

suryj
de groupes abéliens Ko(F © FL,,;) = Ko(Forr).
Ainsi, le produit tensoriel des morphismes induits par vy et py fournit un
isomorphisme Ko(F) ® KO(]-"SIM]-) = Ko(Fgr1).
Dans le cas ou I = N, le produit tensoriel total sur Fg, et Fsyrj et le produit
tensoriel sur F munissent les deux membres de structures d’anneau commutatif ;

l'isomorphisme précédent est un isomorphisme d’anneaux pour ces structures.

Démonstration. La proposition montre que le foncteur exact £; conserve les
objets projectifs de type fini, il induit donc un morphisme de groupes Ko(F ®
FL...) — Ko(Fgr.1). Par le corollaire , le diagramme

surj

Ko(F® FL, ) 0% Ko(Forr)

surj

-] L:

(01)x
G(J)c(f@) sturj) - Gg(]:gTJ)
commute, ou les fleches verticales, induites par le cosocle, sont des isomor-
phismes par la seconde assertion du lemme . Comme le morphisme (67).
est un isomorphisme par la proposition , il en est de méme pour le mor-
phisme (&1)..
La premiere assertion du lemme permet d’en déduire I'isomorphisme
Ko(f) & Ko(fgww ) — Ko(]:gn[).
Le corollaire@ établit enfin la compatibilité au produit tensoriel extérieur.
O

Remarque 5.75. L’inverse de 'isomorphisme de la proposition ne se décrit
pas simplement en termes des foncteurs fondamentaux depuis Fg, ;.

6 La catégorie fgr

Nous introduisons dans cette section une catégorie de foncteurs Fg,. (k), qui
est intuitivement a Fg, (k) ce que F (k) est & Fsyrj (k). Nous en étudions quelques
propriétés au paragraphe en vue d’applications a d’autres catégories. C’est la
propriété de dualité démontrée au paragraphe @, qui n’a pas d’analogue dans
Fgr(k), qui nous permettra de compléter les renseignements sur la structure du
foncteur k[Gr] déduits de la section | (§[.9).

Cette propriété interviendra également dans la partie , afin d’appliquer
des propriétés du foncteur w a la catégorie Fiy; (k).

Notation 6.1. Nous noterons Fg, (k) la catégorie Fct(g'gr (k), &)-
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6.1 Généralités

La catégorie ﬁgr possede un comportement assez différent des catégories
Fogr,1 : elle n’entre pas dans le cadre étudié a la section E, de sorte qu’elle ne
s’interpréte pas en termes de (co)modules.

Plutot que de donner une description complete des foncteurs qui apparaissent
naturellement, par précomposition, & partir des foncteurs étudiés dans la section
@, nous nous focaliserons sur les liens entre Fg, et Fg,.

Notation 6.2. Le foncteur de précomposition incl .7-'gT — Fgr sera noté fR.
Nous introduisons maintenant un foncteur trés analogue au foncteur w.
Proposition et définition 6.3. Il existe un foncteur exact et fidele J : Fgr —

For défini de la maniére suivante :
— action sur les objets :

IX)(V,By= P XV.w)

Wegr(B)

— action sur les morphismes : si f: (V,B) — (V', B’) est un morphisme de
5&;, J(X)(f) a pour composante X (V,W) — X(V',W') (ou W € Gr(B)
et W' € Gr(B’)) le morphisme induit par f si W' = f(W) et 0 sinon,

— fonctorialité : sit : X — Y est un morphisme de Fgr, J(t) : J(X) —
J(Y) s’obtient sur l'objet (V, B) par somme directe des t(V, W) pour W €
Ggr(B).

Proposition 6.4. Le foncteur J: Fg, — j':gT est adjoint a gauche a *R.

La vérification de ces propriétés, analogue a celle des propositions et
(ou B.7 et B.9), est laissée au lecteur.
Notation 6.5. L’endofoncteur R o J de Fg, sera noté Z.

Explicitement, on a

IxX)(v\w)= @ X(V.B) (6)
Begr(W)

pour X € Ob Fg, et (V,W) € Ob&/ .

L’unité de l'adjonction de la proposition @ procure une transformation
naturelle injective id — Z. Elle est donnée sur un objet X par l'inclusion
X(V,W) < Z(X)(V,W) correspondant au facteur direct de () obtenu pour
B=W.

Notation 6.6. Nous noterons j* : 7 — tow la transformation naturelle donnée
par les inclusions

P xvw)— @ XV.W) (X e€ObFg, (V.B)€Ob&]).
Wegr(B) wegr(V)

Cette transformation naturelle jouera un role essentiel dans le paragraphe .
Remarque 6.7. Le diagramme suivant d’endofoncteurs de Fg,, dans lequel les
fleches non spécifiées sont les unités des adjonctions des propositions @ et @ 2,
commute.

id—— w

N

T
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Nous introduisons a présent I’auto-dualité de la catégorie ﬁgr que 'on déduit
de la proposition/définition .23, dont on conserve la notation (-)".
Définition 6.8. Le foncteur de dualité (fgr)()p — fgr noté Dg,, est la com-
posée de la précomposition par (+)V (Ef )P — Eg et de la postcomposition
par (1)*: £ — €£.

On a ainsi (Dg, X)(V,W) = X ((V, W)¥)* pour tous X € Ob Fg, et (V,W) €
Ob&l .

La proposition suivante, que ’on déduit aussitot de la proposition ,
justifie I'appellation de dualité.

Proposition 6.9. 1. Le foncteur Dg, : (ﬁgr>0p — Fgr est adjoint & droite
a Dgh.
2. Le foncteur Dg, induit une équivalence entre la sous-catégorie pleine de
Fgr des foncteurs a valeurs de dimension finie et sa catégorie opposée.

Cela permet de définir la notion d’objet auto-dual de fgr, de fagon similaire
a la définition [L.

Décomposition scalaire, tors de Frobenius et changement de corps
Comme la catégorie g el (k) est k-linéaire, il existe dans Fg, une décomposition
scalaire au sens de la proposmon /définition - On dispose par ailleurs, comme
dans la catégorie Fg,(k), d’un tors de Frobenius et de foncteurs de restriction et
d’induction relativement & une extension finie de k. On laisse au lecteur le soin
d’écrire les détails et les propriétés de compatibilité de ces différents foncteurs.

Objets finis La catégorie &S étant additive, on dispose d’un endofoncteur de
décalage AZT dans Fg, associé a chaque objet A de £, et 1’on a des inclusions
canoniques scindées id — A(gﬂgo) et id — A(gk’:k), de conoyaux notés A(gk’:o) et

A(gk’”k) respectivement. On peut alors montrer le résultat suivant.

Proposition 6.10. Un objet de ﬁgr est fini si et seulement s’il est nilpotent
pour les deuz foncteurs A(gkfo) et A(ka) et a valeurs de dimension finie.

Esquissons la démonstration de cette proposition, que nous n’utiliserons pas :

1. le foncteur (A(gkro) A(gkrk)) . For — Far X Far est exact et son noyau se

réduit aux foncteurs constants. On en déduit facilement quun foncteur de

fgr nilpotent pour A9" ' et A ) et a valeurs de dimension finie est fini;

(k,0)
2. a partir du caractere analythue des injectifs standard de F, on obtient
que les injectifs standard de Fg, sont colimite de foncteurs nilpotents pour

A (kTO) et A(gﬂ;k) et a valeurs de dimension finie, ce qui montre la réciproque.
Remarque 6.11. On peut déduire de la proposition précédente un isomorphisme
d’anneaux G (Fg,) ~ GJ(F)®2, &’ i 1 al iti
o (For) = G} , d’une maniére analogue & la proposition [.69.

6.2 Propriété de dualité du foncteur w

Ce paragraphe est consacré a ’étude d’une propriété de dualité liée au fonc-
teur w : Fg, — JF. Son cadre naturel est la catégorie Fg,, par I'intermédiaire
du foncteur introduit dans la notation suivante. En effet, la catégorie Fg, est
étroitement liée a Fg, et possede un foncteur dualité, contrairement a Fg,.
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Notation 6.12. Nous désignerons par w : ﬁgr — F le foncteur composé
ﬁgr L Far = F

Le foncteur w est donné explicitement par &(X)(V) = @peg ) X (V; B);
un morphisme f : V — V' de £/ induit 'application linéaire &(X)(V) — @(V’)
dont la composante X (V,B) — X(V’,B’) est le morphisme induit par f si
B’ = f(B), 0 sinon.

L’introduction de la variante suivante du foncteur @ est motivée par les

propositions et .

Notation 6.13. On note &' : Fg, — F le foncteur défini par

JX)WV)=0)(V)= P X(V.B)

Begr(V)

et tel que pour tout morphisme f : V — V' de £, la composante X (V, B) —
X(V',B") de @'(X)(f) est Papplication induite par le morphisme (V,B) —
(V', B") induit par f si f~1(B’) = B, 0 sinon.

La proposition suivante exprime que les foncteurs w et @’ sont duauz.

Proposition 6.14. Il existe des isomorphismes @o Dg, ~ Do’ et W' o Dg, ~
D ow de foncteurs contravariants de Fg, vers F.

Démonstration. Cela découle de Iobservation suivante : si f : V. — V' est un
morphisme de £f, W un élément de Gr(V) et W’ un élément de Gr(V’), les
conditions W+ = {f(W't) et W = f~1(W’) sont équivalentes, ot tf : V/* —
V* désigne la transposée de f. O

La proposition suivante constitue le résultat principal de ce paragraphe.

Proposition 6.15. Les foncteurs & et @' sont isomorphes.

Démonstration. Soit ux.y : &(X)(V) — &' (X)(V), pour X € ObFg, et V €

Ob &7, lapplication linéaire linéaire dont la composante X (V, W) — X (V, B)

(ot W, B € Gr(V)) est induite par l'inclusion (V,W) — (V,B) si W C B, 0

sinon. Alors ux y est un isomorphisme d’espaces vectoriels, car si I'on munit

Gr(V) d’un ordre total < tel que W C B implique W < B, on obtient pour

ux,y une matrice triangulaire par blocs, avec des blocs diagonaux identiques.
De plus, pour toute application linéaire f : V — V', le diagramme

5(X)(V) w(X)(f)

Xl

W'(X)(V)

w(X) (V')

lu”,

FOOW (v

commute. En effet, la composante X (V, W) — X (V’, B’) de l'application (X )(V) —
@' (X)(V') obtenue en suivant la composée supérieure est la somme des appli-
cations induites par le morphisme (V,W) — (V’, B’) induit par f indexée sur
les W' € Gr(V') tels que f(W) = W' et W C B’. Autrement dit, cette com-
posante est Papplication induite par le morphisme (V, W) — (V’, B’) induit par
f st f(W) C B’ et 0 sinon.

De méme, la composante X (V, W) — X (V’, B’) de 'application @(X)(V) —
&' (X) (V') obtenue en suivant la composée inférieure est I’application induite par
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le morphisme (V, W) — (V', B’) induit par f si W C f~1(B’) et 0 sinon, d’ot1
la commutativité recherchée.
Par conséquent, les applications linéaires ux y définissent un isomorphisme

ux : ©(X) = @(X) de F, qui est naturel en X, d’ott un isomorphisme de
foncteurs u : & — &' O

Les propositions et fournissent le corollaire suivant.

Corollaire 6.16. Il existe un isomorphisme o : w o Dg, = Do tel que pour
tout objet X de Fg., le diagramme

~ /12 DgpX
w(Dg,X) —— Dw(Dg,X)

TDG(X

5X) = D25(X)

dont les monomorphismes non spécifiés sont les unités de l’adjonction commute.

Démonstration. Soient a : o Dg, — Do@ et b: & o Dg, — D o® les deux
isomorphismes canoniques de la proposition , et u: & — &' isomorphisme
de la proposition . Les deux composées @ o Dg, — D o &' DU Doet
woDg, LN @'oDg; L Dol coincident, car si W et B sont deux sous-espaces
de V € Ob&7, les conditions W C B et BY € W sont équivalentes. Notons

« l'isomorphisme donné par ces composées. La commutation du diagramme de
I’énoncé se ramene a celle de

~ 2 ADgpX
w(D§,X) —— D&'(Dg,X)

TDbX

HX) = D25(X)

qui se vérifie par inspection. [l

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons le corollaire par le biais de
sa conséquence directe suivante.

Corollaire 6.17. Si X est un objet auto-dual de ﬁgr, alors W(X) est un objet
auto-dual de F.

6.3 Structure de k[Gr]

La proposition 5.9 identifiant la catégorie Fg, & celle des k[Gr]-comodules de
F illustre 'importance de ce foncteur dans 1’étude des catégories de foncteurs
en grassmanniennes.

Structure fondamentale La proposition P.39 montre que la décomposition
scalaire de k[Gr] = w(k) se réduit a k[Gr] ~ k @ k[Gr], ou k[Gr] € Ob F,_;. La
proposition fournit quant a elle le résultat suivant.

Proposition 6.18. Le foncteur k[Gr] ~ k & k[Gr| est colimite filtrante des
sous-foncteurs w(Ty, (k) ~ k[Gr<,]; on a des extensions essentielles

0 — k[Gr<n—1] — k[Gr<,] — k[Gr,] — 0
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pour tout n € N*. De plus, k[Gr<1] > k[Gri] >~ Py q-1.

Comme le foncteur Py ,—1 est indécomposable, on en déduit le corollaire
suivant.

Corollaire 6.19. Le foncteur k[Gr| est indécomposable.

Appliqué au foncteur constant k, le corollaire fournit 'important résultat
suivant.

Proposition 6.20. Le foncteur k[Gr] est auto-dual.

A partir de cette auto-dualité et de la structure de comodule de k[Gr], on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 6.21. Munissons le foncteur k[Gr] du produit et de l'unité obtenus
en dualisant sa structure de coalgébre de Boole.
Le foncteur k[Gr] devient ainsi un foncteur en algebres de Hopf.

Démonstration. En reprenant la démonstration de la proposition et en
notant que B C Wit et B C Ws- équivaut & B C (W1 + Wa)t, ou B, Wy et Wa
sont des sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie V', on voit que la
structure d’algebre sur k[Gr] est donnée sur V' par

klgr(V)] @klgr(V)] = k[Gr(V)] W] @ [Wa] — [W1 + Wa].

Ainsi, le produit de deux générateurs canoniques de k[Gr(V')] est encore un
générateur canonique de k[Gr(V)], ce qui montre que les structures d’algebre
et de coalgebre de Boole sur cet espace vectoriel sont compatibles : c’est une
algebre de Hopf. O

A Taide de la proposition et du lemme suivant, laissé au lecteur, nous
allons décrire les foncteurs homz(k[Gr], ) et Ext’z(-,k[Gr]). On rappelle que
evy @ Fsurj — aL,xMod désigne le foncteur d’évaluation sur Ej,.

Ln(k) o .
, O :

. NET G
i (K, ) est isomorphe d lim evy,

Lemme 6.22. Le foncteur homz 0
ne

s

— lon désigne par eVgL"(k) le foncteur obtenu en prenant les invariants de
ev,, sous l'action naturelle de GLy (k) ;
. ) . GL, (k) G L (K)
— la limite est relative aux transformations naturelles ev, — eV
(pour n > m) induites par la projection E, — E,, sur les m premiéres

coordonnées.
Proposition 6.23. Soient F' € ObF et i € N. Il existe des isomorphismes

naturels
hom(k[gr], F) ~ lim F(E,)Gtn®)
ne

et
Extl(F,k[Gr]) ~ (cgleigl Hi(GL,(k), F(Ey)))".

Démonstration. Le lemme et adjonction entre w et o (cf. proposition)
.20)

donnent le premier isomorphisme. Par auto-dualité de k[Gr] (proposition
on en déduit des isomorphismes naturels

)

homgz(F, k[Gr]) ~ homg(k[Gr], DF) ~ 11111%I DF(E,)¢t®) ~ (colirNgl F(En)GLn(k))*.
ne ne

L’intérét de la derniere écriture est de remplacer la limite par une colimite
filtrante, exacte. Cela permet d’en déduire le second isomorphisme, en dérivant
les foncteurs considérés. |
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Anneau d’endomorphismes Nous poursuivons I’étude du foncteur k[Gr]
par la détermination de son anneau d’endomorphisme, donnée par le corol-
laire .

Définition 6.24 (Algébre en grassmanniennes). On appelle algébre en
grassmanniennes, et 'on note Ag,(k), la k-algebre Endz(k[Gr]). L’algébre en
grassmanniennes réduite, notée Ag, (k), est définie comme Endz(k[Gr]).

Le scindement w(k) ~ k @ w(k) fournit donc un isomorphisme d’algebres
Agr(k) ~ k@ Ag, (k).

Pour déterminer explicitement ces algebres, nous emploierons le lemme com-
binatoire élémentaire suivant. On rappelle que p désigne la caractéristique de k
et ¢ son cardinal.

Lemme 6.25. Soient | et ¢ deux entiers naturels.

1. Soit a un élément non nul de ’espace vectoriel Ey. Les classes d’équivalences
de la relation définie par W ~ W' si W +a = W' + a sur l'ensemble des
éléments W de Gr;(E}) ne contenant pas a sont de cardinal ¢*, donc mul-
tiple de p si v > 0.

2. Sii <, le cardinal de l'ensemble Gr;(E;) est congru a 1 modulo p.

Démonstration. Pour le premier point, on note que le groupe GL(W @ a, a) des
automorphismes u de W @ a tels que u(a) = a opére transitivement sur la classe
d’équivalence de W, le stabilisateur de W étant GL(W). Le cardinal de cette
classe est donc celui de GL(W @ a,a)/GL(W), soit ¢'.

Pour la seconde assertion, on remarque que le cardinal de ’ensemble Plg (E;, E;)
est H;;E (¢'—¢’). Comme I'ensemble Gr;( E;) s'identifie au quotient de Plg (E;, E;)
par action libre de GL;(k), on a pour i <1

CardPlg Ez;El H ql J— 1

CardGri(l) = Card GL;( ¢ —1

=1 (modp).

O

La proposition suivante fournit une premiere description de l’algebre en
grassmanniennes.

Proposition 6.26. La k-algébre Ag,. (k) est isomorphe au k-espace vectoriel kN
munt de loi multiplicative x définie par

(frg)n)= > g+ > fli)g()

1+j=n 1+j=n+1

4,j>0 i,j>0
Démonstration. Par la proposition , on a un isomorphisme (linéaire) d’ad-
jonction Ag,(k) ~ homg,,, ;(k,o(k[Gr])). Le GL,(k)-module ev,(o(k[Gr])) est
librement engendré comme k-espace vectoriel par Gr(E,, ), sur lequel GL, (k) agit
tautologiquement. Le sous-espace vectoriel ev,, (o(k[Gr]))¢E®) de k[Gr(E,,)] a
pour base sy, st, ..., sk, ou s désigne la somme des générateurs canoniques [B]
associés a un sous-espace B de dimension ¢ de F,,. L’ apphcatlon linéaire induite
par la projection E,,4; — E, envoie s?“ sur s7 , sii > 0et syt 1 osur 55, grace
a la premiere assertion du lemme .

Par le lemme .22, on en déduit une identification entre Ag, (k) et la limite

L des espaces vectoriels k" ™! (dont nous continuerons & noter sj, s7, ..., s? une
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base privilégiée) relativement aux applications linéaires f,, : k™1 — k™ données

par s — s?:ll pour ¢ > 0 et s§ — 5371
Soit Ig,lT7,..., 1y la base duale de s, s7,...,s;,. L'application linéaire a :
L — KN (Un)nen — (1§ (vn))nen est bijective; sa réciproque est donnée par

b . kN — L (tn)nGN — (tnsg + Z(tnfz + tnfiJrl)S?)

N
i=1 ne

En effet, b prend bien ses valeurs dans L parce que

n n
fn (tnSS + Z(tnﬂ' + tnfiJrl)S?) = tnsy '+ Z(tn—z‘ +tn—it1)si

i=1 i=1
n—1
_ n—1 n—1
—tn—lso + g (tn—l—j +tn—j)sj )
Jj=1

I’égalité aob = id est immédiate, et boa = id se déduit facilement des remarques
précécentes.

On a ainsi obtenu une identification de Ag, (k) et kY comme espaces vecto-
riels; il reste a lire la structure multiplicative de Ag, (k) dans les isomorphismes
précédents.

Soient u un endomorphisme de k[Gr] et (t,)nen 1’élément de k™ correspon-
dant. Par ce qui précede, pour tout sous-espace W de V € Ob &7, le générateur
(W] de k[Gr (V)] est envoyé par w(V) sur tmso(W)+> e (bm—i+tm—it1)s:(W),
o m = dimW et s;(W) est la somme des générateurs de k[Gr (V)] associés
aux sous-espaces de dimension ¢ de V. On en déduit que ug, envoie s, sur
tmsh + > oiey (bm—i + tm—it1)s!’, puisque le coefficient d’'un générateur [B] (ou
dim B = i) dans cette image est égal au cardinal de ’ensemble des sous-espaces
W de E,, de dimension m contenant B, multiplié par ¢y sii = 0, t;,—; + tym—i+1
si 1 <17 < m, et 0 sinon. Le cardinal en question n’est autre que celui des sous-
espaces de dimension m — i de E, /B, égal & 1 dans k par la seconde assertion
du lemme , d’oli notre assertion.

Soient «’ un autre endomorphisme de k[Gr] et u” = wu; notons (¢ )nen et
(t")nen les éléments de kI correspondant & u’ et u” respectivement. On a

0 (Ba)([Bal) = ' (1§ + 3 (bnmi o+ tumisn)s7)

n [
= tutosg + 3 (tni + tn_it1) (t;sg + o+ t’i,jﬂ)s;?) ,
i=1 =1

d’ol1 en identifiant le coefficient de s

n
o =tath+ Y (tnoi +tacip)ti = Y titi+ > tit],
i=1 i+j=n i+j=n+1
4,50 i,7>0

ce qui acheve la démonstration. [l
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Corollaire 6.27. La loi x sur Uespace vectoriel kKN définie par

(fxg)n)= > fgli)+ > f(D)gli)
i+j=n i+j=n+1
i\j>1 ij>1
fait de KN une k-algébre isomorphe & Ag, (k).
Démonstration. Dans I'isomorphisme précédent, Ag, (k) correspond & Iidéal de

kN des fonctions nulles en 0. O

Corollaire 6.28. L’algébre Ag,. (k) est une algébre de séries formelles sur I’élément
7 donné par la fonction N* — k associant 0 a 1 et 1 an > 2.

Démonstration. Pour tout f € Ag.(k), on a 7f(n) = f(n —1) sin > 2 et
7f£(1) = 0. On en déduit que 7% est la fonction n + 1 si n > k+ 1, 0 sinon. Cela
fournit aussitot le résultat. |

. . . , ; ~1
Explicitement, I'isomorphisme est donné par ),y a;7" — (Z?—o ai) .
B neN*

Remarque 6.29. 1. En reprenant la démonstration de la proposition , on
voit que 'endomorphisme 7 envoie un générateur canonique [W1] sur

> (B
Begr(W)
codimy B=1

2. Malgré le corollaire , il pourra étre utile de conserver la description
de Ag, (k) donnée & la proposition .26 Cela apparaitra clairement & la
remarque [.31] [l

Nous terminons cette section par quelques considérations combinant 1’auto-

dualité de k[Gr] (proposition [.20) et le corollaire [.2§.
Corollaire 6.30. L’%nvolution de l’algébre Ag, (k) induite par l'auto-dualité du
foncteur k[Gr] est triviale.

Démonstration. Par le corollaire .24, il suffit de le vérifier sur I'endomorphisme
7 de k[Gr].

Pour cela, on note que la structure auto-duale de k[Gr| est donnée par les
formes bilinéaires

by  k[Gr(V)] x k[Gr(V*)] — k (W], [H]) — 1si HC W, 0 sinon.

On calcule alors, pour W € Gr,(V),

bv(r((W),[H) = > bv((B,[H]) =
BegGr, _1(W)
Card{B € Gr,,_1(W)|H C B*} = CardGr,,_1(W N H*).

En utilisant le lemme , on voit que cet élément de k vaut 1 si dim(W N
HY) >n—1,ie. dimW —dim(WNH?) < 1, et 0 sinon. Comme cette condition
est symétrique en W et H (modulo lidentification de V' & V**), cela donne la
conclusion. O
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Remarque 6.31. 1. On déduit la structure d’algebre de Hopf sur k[Gr] donnée
par le corollaire une nouvelle structure d’algebre sur Ag, (k), donnée
comme suit. Si u et v sont deux éléments de Ag,(k), leur produit u.v est
le morphisme composé

k[Gr] — k[Gr] @ k[Gr] X2 k[Gr] ® k[Gr] — k[Gr]

ot la premiere fleche est le coproduit et la derniere le produit (cf. ],
§5).

Dans Iisomorphisme Ag, (k) ~ kY de la proposition , le produit . est
le produit usuel d’algebre de Boole de I'anneau produit k. Pour le voir,
il suffit de reprendre la démonstration de la proposition et de con-
stater que, en conservant ses notations, le produit de s;' et de s7 (pour
la structure d’algebre de Boole de k[Gr(E,,)]) est s§ sii = j = 0, et que

sinon le coefficient de sf dans sa décomposition dans la base sj, ..., s; de
k[Gr(E,)]“"® est nul (en fait, on a 18T = S (i ). Avec la descrip-
3)

tion du corollaire .28, on a 7¢.77 = 7maz(i.j),

2. Si X est un objet de Fg,, on peut munir naturellement le groupe abélien
homg, (w(X),k[Gr]) d’une structure de module sur algebre de Boole
(Agr(k),.), en utilisant la structure de k[Gr]-comodule de w(X) et en
procédant comme au point précédent. Cela suggere une structure algebrique
tres riche sur ces objets, qui sont également, comme tous les groupes
homg, (F,k[Gr]), des modules sur I’algebre de séries formelles (Ag, (k), ) ~
k @ Kk[[7]].

7 La catégorie Fg; comme catégorie de mod-
ules

L’équivalence entre la catégorie Fg, et la catégorie des k[Gr]-comodules re-
pose sur l'adjonction entre les foncteurs ¢ et w. Nous donnons maintenant une
équivalence entre la catégorie Fg, (et plus généralement, toutes les catégories
Fgr,1) et une catégorie de modules sur une monade explicite & partir de 'ad-
jonction entre les foncteurs £ et o.

Convention 7.1. Dans cette section, on se donne une partie I de N.
On rappelle que le foncteur &; : F @ FL . — Fg, 1 est adjoint & gauche & o

surj
(proposition p.19). Les transformations naturelles introduites dans la notation

suivante seront identifiées dans la proposition E

Notation 7.2. Nous désignerons par 7g,; = (Agurj,ugr,f,ugT,I) la monade
sur F @ F, Sle associée a I’adjonction entre les foncteurs {1 et o7 conformément
a la proposition [A.5. Ainsi :

1. on a &gwj = o7 0 &g, soit AL (F)(A,B) = F(A® B, B) sur les objets

surj

(FeObF®FL . AcOb&l BeObEL ).

suryj’ surjg
2. La transformation naturelle ug, 1 : id — AL est I'unité de I’adjonction.

surj
— Al

sur; €st donnée par

3. La transformation naturelle pg, s : (AL,,;)?

o1(ve;), ou v désigne la coiinité de 'adjonction.
Proposition 7.3. Soit F' un objet de F @ F!

surj -
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1. L'unité ug, 1 : id — ﬁgw est la transformation naturelle injective telle
que ((ugr,1)r)(a,B) : F(A,B) — F(A® B, B) est induit par le monomor-
phisme canonique (A, B) — (A @ B, B) pour tous F € ObF ® FI

surj?’
A€ Ob& et BeObE!

surj-*

2. La multiplication pgr 1 : (&gwj)Q — &gwj est fournie par le morphisme
F(A®B® B, B) — F(A® B, B) induit le morphisme A B®B — A® B
somme directe de id4 et de la somme B ® B — B, et par le morphisme

identique B — B.

3. Il existe un scindement naturel

F (ugr,1)F zgu”(F) (pgr,1)F Ja
ot (pgr1)r est donné sur lobjet (A,B) par le morphisme induit par
Iépimorphisme canonique (A ® B, B) — (A, B), pour tous F € ObF ®
FI ., AcOb&f et BeOb&!

suryj’ surj -’

De plus, (F, (pgr,1)r) est un module sur la monade Tg, 1.

Démonstration. Analysons la monade associée a I’adjonction entre les foncteurs
OrxBr: Eér,l — Efxé's[urj et £r: Efxé's]wj — EéT,I (cf. proposition [£.17). Son
unité est la transformation naturelle id — (O x B7)L; donnée par l'inclusion
(A, B) — (A@ B, B) (de composantes 'inclusion du facteur direct A et idp). Sa
multiplication est donnée par le morphisme (A®B® B, B) — (A® B, B) induit le
morphisme A®B® B — A® B somme directe de id 4 et de la somme B&B — B,
et par le morphisme identique B — B. En effet, la coiinité de ’adjonction est
donnée sur 'objet (V, W) de EéT,I par le morphisme (V & W, W) — (V,W) de
composantes idy et W — V.

En utilisant la proposition @, on en déduit les deux premieres assertions.
La derniere est immédiate. O

Le dernier point de cette proposition conduit & donner la définition suivante,
qui introduit une sorte de foncteur de différence dans F @ F/,,.;, distinct de
I’endofoncteur A, considéré a la fin du paragraphe @

Définition 7.4. Le noyau de (pgr1)r, qui s’identifie donc au conoyau de
(ugr.1)F, sera noté AL . (F). On définit ainsi un endofoncteur exact AL . de

suryj surj
I
F Q@ F -
Le reste de cette section s’emploie a tirer les conséquences du résultat suivant.

Proposition 7.5. La catégorie Fg, 1 est équivalente a la catégorie des modules
sur la monade Igr 1 de F ® FI

surj -
Démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier de la proposition @ O

Convention 7.6. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie

For,1 avec la sous-catégorie des modules sur 7g, ; de f@f;wj. Autrement dit,

un objet de Fg, r sera désormais un couple (X, ﬁgij X, X), ot X est un

objet de F ® FI . et mx un morphisme tel que :

surj

(ugr,1)x 51

1. la composée X X X, X est le morphisme identique ;

surj
L XTI N2y (Hern)x Xy mx I 2y Diunix
2. les composées (Aj,,.;)° X ———— A, X — Xet (Ag,, ;)X — >
Al X X, X coincident.

surj
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Par abus, nous noterons souvent simplement X pour (X, mx ). Nous désignerons

aussi par mx le morphisme Al X — AL x X X
Avec ces conventions, les morphismes (X, mx) — (Y,my) de Fg, 1 sont les

morphismes f: X — Y de F ® FL . tels que le diagramme

surjg

- AL F~
AL X 5 AL Y

surj surj

mxl f lmy

X—Y

commute. Cette condition est équivalente a la commutation du diagramme ana-
logue sans tilde.

Le lien avec la définition originelle de la catégorie Fg, ; s’obtient a partir
des remarques suivantes :

1. le 7g, ;-module associé & un foncteur X : Eénl — & est 07(X) (muni de
la multiplication dérivant de I’adjonction de la proposition ) ;

2. le foncteur Eér ; — & associé a un 7Tg, -module X est le coégalisateur

de ¢1(mx) et de la fleche canonique fj(ﬁgij) — £1(X) (adjointe &
id ).
Al X

surj

Nous identifions maintenant le foncteur 07 en termes de modules sur la mon-
ade Zg, 1.

Lemme 7.7. Soient F' un objet de F ® fsle, et (A, B) un objet de Eérﬂl.
Notons pap: A®B — Aetmap: A— A/B les projections canoniques et
ga.B : A® B — A le morphisme dont les composantes sont ida et U'inclusion

B «— A. La suite

F(pa,s,idg)+F(qa,B,idB) F(ma,B,idB)
— 0 %

F(A&B,B)

F(A, B) F(A/B,B) — 0 (7)

de &£ est exacte.

Démonstration. Notons i : B <— A 'inclusion : on a m4,p 0% = 0, donc w4 p o
JA.B = TA,BODA,B, Ce qui montre que la suite (ﬂ) est un complexe. La surjectivité
de F(ma,p,idg) provient de ce que (w4, p,idg) : (A, B) — (A/B, B) admet une
section.

Pour établir Pexactitude en F'(A, B), considérons une rétraction r : A - B
de i et notons u : (A,B) — (A @ B, B) le morphisme (ids ® r,idg). Alors
(pa,B,idB)ou = id 4, ), tandis que (¢a,B,idp)ou est nul sur (B, 0), donc se fac-
torise par (ma, g, idg). Par conséquent, la restriction & N = ker F (74, p,idg) de
F(u) est une section du morphisme F(A® B, B) — N induit par F(pa,g,idg)+
F(ga,B,idg), ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 7.8. Cette suite exacte est une partie d’une suite exacte longue
dépendant d’une structure simpliciale (cf. proposition )

On déduit du lemme @, compte-tenu des remarques précédentes sur le lien
entre les deux descriptions de Fg, 1, la proposition suivante.

Proposition 7.9. Le foncteur 0y : F @ FL = — Fogr,1 est donné par 0;(F) =

surj
(F, (pgr.1)r : AL, ;F — F) sur les objets — cf. proposition .3 53 — et par

légalité homg, 1(0;(F),01(G)) = homzgzr (F,G) sur les morphismes.
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Autrement dit, 0; identifie F ® fsle a la sous-catégorie pleine de Fg, 1
formée des objets X tels que mx = 0.

Remarque 7.10. Ce résultat fournit une seconde démonstration de la pleine
fidélité du foncteur 0y et de ce que son image est une sous-catégorie de Serre de
Fgr.1 (cf. proposition p.17).
Ezemple 7.11. Considérons le cas ou I est réduit a I’entier 1. On a A;wj =A;
le foncteur wy : Fgr1 — F associe & un objet (X,mx) le coégalisateur de la
fleche canonique P ® AX — P ® X (composée de P ® AX 198X, pe2 g AX,
ou j est le coproduit de P, et de P®?2 @ AX or pe X, ott f est la coiinité
de I'adjonction) et de P ® my. Cette description de w; se déduit aisément de
I’exactitude de ce foncteur de Iisomorphisme canonique wy 0t ~ P ® -.

Par conséquent, la proposition E montre que, pour tout objet F' de F,
le foncteur wyk(F) est canoniquement isomorphe au conoyau de Papplication
naturelle P@ AF — P® F.

7.1 Le foncteur 7;

Les considérations précédentes permettent de décrire tres naturellement 1’ad-
joint a gauche au foncteur 6;.

Définition 7.12. On définit un foncteur 7y : Fgr 1 — F ®@ Fl,,.; par ni(X) =
cokermyx sur les objets; si f : X — Y est un morphisme de 7g, -modules,
nr(f) : nr(X) — nr(Y) est le morphisme induit par f.

Ainsi, le foncteur ny : Fgrr — F ® fslurj est un quotient du foncteur oj.

Lemme 7.13. Pour tout foncteur X de Fg, 1, il existe un épimorphisme naturel
X — 0my(X). De plus, 0;ni(X) est le plus grand quotient de X appartenant a
limage du foncteur 0y : F ® fsle — For1-

Démonstration. Le diagramme

mx

O’I(X) —>0’](X)

Lo

Ay (X) —5=>nr(X)

AI

surj

de F® fsle commute, de sorte que la projection o7(X) — nr(X) induit un
épimorphisme X — 0n;(X) dans Fg, . La proposition @ et la propriété
universelle du conoyau montrent ensuite que tout épimorphisme de X sur un

foncteur dans 'image de 6; se factorise par X — 0 (X). O
Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant.

Proposition 7.14. Le foncteur n; est adjoint a gauche au foncteur 6y : F ®

fslurj — fgh].

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme précédent, puisque le

foncteur ; est pleinement fidele (cf. proposition ) O

Les deux énoncés suivants sont a rapprocher du corollaire relatif aux
cosocles.
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Corollaire 7.15. II existe un isomorphisme
cosoc X =~ Or(cosocn (X))

naturel en Uobjet X de Fgy 1.

Démonstration. Ce corollaire se déduit des propositions et . [l
Proposition 7.16. Il existe des isomorphismes d’endofoncteurs de F @ F[,,.;

nroé&r ~mnyol; ~id.

Démonstration. L’isomorphisme 7€y ~ id vient de ce que le foncteur n;&; est
adjoint & gauche & o705 ~ id (proposition )

L’isomorphisme 77607 ~ id découle de la proposition . et de la définition
de n;. O

Nous signalons dans la remarque qui suit un autre lien entre les foncteurs
nr, &1, or et 0.
Remarque 7.17. On vérifie qu’il existe un diagramme commutatif cocartésien

§rof(X) ——=X

L

HIJI(X) —_—> 9[7]](X>

naturel en 'objet X de Fg, 1.

La proposition suivante, qui ne découle pas formellement de 1’adjonction
entre les foncteurs 7y et 6y, illustre 1'utilité de la description monadique explicite
de la catégorie Fg, 1.

Proposition 7.18. Il existe un isomorphisme
(X ®Y) ~=n(X)®@n(Y)

naturel en les objets X etY de Fg, 1.

Démonstration. La commutation du foncteur AL ; au produit tensoriel procure

un isomorphisme canonique AL (X @Y)~ (Al X@Y)® (X®AL V)

surj surj surj
(AL X @ AL Y), dans lequel mxgy se lit comme le morphisme de com-

suryj surj
posantes Al X @Y ™%, ¥ oy, X ® ALY TENL X @Y et Afuri X ®

sury
Agij mXEMY, X ®Y. Par conséquent, 'image de mxgy est la somme des
sous-objets im (mx) @ Y, X ® im (my) et im(mx) ® im(my) de X ® Y,
ie. im(mx) @Y + X @ im(my) = ker (X @Y — n(X) ® n;(Y)). Ainsi,
coker mxgy = n1(X ®Y) s’identifie & n;(X) @ nr(Y). O

7.2 Résolution canonique et algebre homologique monadique

L’intérét majeur de l'adjonction entre les foncteurs &5 : F ® fsle — Fgr.1
et o7, qui sous-tend toute cette section, réside dans la possibilité de construire
une résolution naturelle d'un objet de Fg,; par des foncteurs dans I'image
du foncteur &;. Cette résolution, donnée par la proposition suivante, permet
de ramener le comportement homologique de la catégorie Fg, r a celui de la

catégorie F @ F!

suryj:*

(0]



Proposition 7.19. Il existe une suite exacte

c= &(AL ) o (X) = & (AL, ) T e (X) — -

surj surj

c = GALor(X) = &rop(X) > X =0 (8)

surj
naturelle en l'objet X de Fgr 1.

Démonstration. Nous revenons a la définition originelle de Fg, ;, et notons E
la sous-catégorie pleine de Ens’ formée des ensembles finis non vides.

On définit un foncteur a : EéT,I x EP? — Egr,l en associant a un objet
(V,W) de Eén ; et & un ensemble fini non vide E la somme amalgamée de V' et
de W¥ relativement aux monomorphismes W — V (inclusion) et W — W¥
(plongement diagonal — on utilise ici la non-vacuité de E) muni de la base
W. L’action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de ’association
&l x (Ens")r — & (V,E) — VF ~ V @ kP. On remarque que si E est de
cardinal n, 'endofoncteur a(-, E) de EéT,I est isomorphe a la n — 1-iéme itérée
du foncteur £7 0 (O x By).

Par restriction a la sous-catégorie simpliciale A de E (squelette de la sous-
catégorie des ensembles totalement ordonnés, les morphismes étant les applica-
tions croissantes), on en déduit un foncteur Egnl X AP — Egnl, puis chT’I :

EgTJ — Fct(AP, Egryl). Ce foncteur vérifie les propriétés suivantes :
1. en degré zéro, on a (CQAT,I)O ~ id;
2. en degré un, on a (CgAr,I)l ~ £r0 (07 xBj);

3. plus généralement, en degrén € N*, on a (CgAr,I)n ~ 210((DI><‘B[)£1)"710
(D[ X %[)

Par précomposition, on en déduit un foncteur
C&1: Far =Fet(Ef, ;.€) — Fet(E], ; x AP, E) ~ Fet(A, Fg, 1)

Les remarques précédentes montrent que (C’QAT,I)O ~ id et (C’QATJ)H o~ §[(££Mj)"’101
pour n > 0.

Le complexe de Moore associé a cet objet simplicial fournit dans Fg, ; un
complexe

= & (AL) or(X) = &r(AL)" or(X) — -

surj surj

'H&&I or(X)—= &0 (X)X —0

surj

naturel en X. Nous allons montrer qu’il est acyclique. Evaluée sur un objet

(V,W) de SgT,I, sa différentielle 0, : (C’QATJ)H — (CgATJ)n,l est la somme al-

ternée des n+ 1 morphismes induits par [v, wo, . .., wy] — [V, W0, ..., Wi, ..., Wy)

(le chapeau signifiant que le terme considéré doit étre omis), ott ’on désigne par

[v, w0, . . ., wy] la classe dans V@ W™ (base de (chT Dn(VoW)) de (v, wp, ..., wy,) €
W ;

Va@Wn*+!, On obtient donc une homotopie entre les endomorphismes nul et iden-
tique de ce complexe en considérant les morphismes induits par [v, wp, . . ., wy,] —
[v, =7 (v),wo, ..., wy], oW ®: V — W est un projecteur.

La suite exacte de ’énoncé s’obtient en considérant le complexe normalisé
associé a C’gAn 1, qui est homotopiquement équivalent au complexe de Moore,
donc également acyclique. [l
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Remarque 7.20. 1. La proposition repose uniquement sur la proposi-
tion [7.3. 3 (relative au scindement naturel de la monade 7g, ). Nous avons
préféré en donner une démonstration directe car les objets simpliciaux de
Egn ; qui apparaissent sont particulierement naturels, et plus parlants que
la construction générale d’un objet simplicial canonique a partir d’une
monade scindée.

2. Les monades et les comonades (en particulier, celles qui proviennent d’ad-
jonctions) fournissent un cadre général efficace pour faire de 1’algebre ho-
mologique, y compris dans un contexte non abélien ; la proposition et
les quelques conséquences que nous développons en sont un cas particulier.
On trouvera dans une exposition systématique de ces notions.
On prendra garde au fait que la notion de résolution canonique dans ce
cadre général est légerement différente (on part d’une comonade pour
obtenir une résolution homologique). En appliquant le foncteur o; a la
résolution de la proposition , on obtient la résolution canonique pour la
comonade associée a ’adjonction entre &7 et o qui sert de point de départ
a [BB6J). La possibilité de « relever » cette résolution dans F ® Flurj en
une résolution dans Fg, ; provient du scindement de la monade 7g, r;
alors que la résolution initiale dans F ® fsle n’apporte essentiellement

rien, la proposition constitue un résultat important sur la structure

de }qgry[.

Définition 7.21 (Résolution canonique). Le complexe concentré en degrés
positifs

= E1(A L) 0r(X) = E1(ALy)" T or(X) = s = 1AL, 01(X) = Eror(X)
de la proposition est appelé résolution canoniquerésolution canonique de
lobjet X de Fg, 1. Nous la noterons R (X). Ainsi, RS (X) = ¢ (Agwj)"aj(X)
sin > 0, 0 sinon.

Le résultat suivant constitue I'une des conséquences les plus notables de la
proposition .
Corollaire 7.22. Il existe une suite spectrale du premier quadrant (donc con-
vergente) naturelle en les objets X et Y de Fg, 1 dont le terme E' est donné
par
1 p
By g = Extrg pr

sur,

y ((Agurj)qo-f (X)’ or (Y))
et dont Uaboutissement est Extg, (X,Y).

Démonstration. On considere les deux suites spectrales associées au bicom-
plexe homg, 1 (RE™(X), J*(Y)) (cf. [ML6], chapitre XI, §6), ot J*(Y') désigne
une résolution injective de Y, que 'on peut choisir fonctorielle en Y, car la
catégorie Fg, 1 possede un cogénérateur injectif. La suite spectrale obtenue en
prenant d’abord la différentielle de %gT’I(X ) dégénere au terme E?, donné par
Extg, ;(X,Y), tandis que celle obtenue en considérant d’abord la différentielle
de J*(Y) ale terme E' indiqué dans 1’énoncé, par adjonction entre les foncteurs
exacts &5 et oy. O

La proposition suivante montre que ’on peut ramener théoriquement le cal-
cul des groupes d’extension dans Fg, ; entre des foncteurs finis & un nombre

fini de calculs de groupes d’extension entre foncteurs finis de F ® F, Sle.
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Proposition 7.23. La résolution canonique d’un foncteur polynomial X de
For1 est finie; sa longueur est majorée par deg X +1 si X # 0.

Démonstration. Grace a la proposition , il suffit de voir que I’endofoncteur

Agwj de F@F, Sle diminue strictement le degré des foncteurs polynomiaux non
nuls. Ce fait est une traduction du lemme . g

Nous appliquons maintenant la proposition a des considérations rela-
tives aux foncteurs dérivés gauches du foncteur 7y, qui est exact a droite par la
proposition .

Notation 7.24. Etant donné n € Z, nous noterons h9"™! : For1 — F® fslurj
le n-ieme foncteur dérivé gauche de 7.

Remarque 7.25. Les foncteurs dérivés de n; mesurent, intuitivement, le défaut
d’essentielle surjectivité du foncteur 67, donc la différence homologique entre
les catégories F ® fsle et Fgr1. Cela motive la notation employée pour ces
foncteurs.

En effet, si I'on se restreint aux foncteurs finis, nous avons vu (proposi-
tion 5.69) que tout objet de Fg, ; s’obtient par extensions successives de fonc-
teurs appartenant a I'image du foncteur 6;. La description de ces objets équivaut
donc essentiellement au calcul de groupes d’extensions entre deux objets de I'im-
age de ;. Ces calculs font naturellement intervenir les foncteurs h,gfvl : 1l existe
une suite spectrale du premier quadrant

E;iq = EXt?—‘@J—‘I

surj

(hI™1(X), F) = Ext§, ;(X,07(F))

q
naturelle en les objets F' de F ® ]:SIM]- et X de Fg, ;.

La proposition et le corollaire suivants établissent le lien entre le foncteur
gradué hY™! et la résolution canonique.

Proposition 7.26. Pour tout entier n > 0 et tout objet F' de F & ]:Sle, on a
hm (& (F)) = 0.

Démonstration. Soit P, une résolution projective de F. Comme le foncteur &;
est exact et préserve les projectifs (son adjoint & droite o est exact), £(Pe) est
une résolution projective de £;(F). La proposition montre que n;&r(Py)
s'identifie & P,. Ce complexe, dont ’homologie est (isomorphe &) k"™ (&(F)),
est donc acyclique en degrés strictement positifs. O

Corollaire 7.27. Le foncteur gradué RI™T est canoniquement isomorphe a ’ho-
mologie du complexe 1y (?R?T’I) de foncteurs Fg, 1 — F @ F1

surj*
Nous illustrons a présent la proposition par un calcul élémentaire.
Ezemple 7.28 (Calcul sur les injectifs standard — cas I = N). La proposi-

tion permet un calcul rapide des objets h9" (I (g‘; W)). En effet, par les propo-

sitions et 26, on a h§"(.(Iy)) =~ Iy, ot 'on plonge F dans F @ Fyyyj par
le foncteur - Kk, et A" (1(Iy)) = 0 si n # 0. Comme n(Iv.0)) =~ n(k(Iv)) =~ Iv
(par les propositions et [(.16), on a finalement :

1. Tobjet gradué th(I(g‘;W)) est nul si dimW > 0;

2. 'objet gradué h9" (19"

(VO)) est concentré en degré 0, ou il est naturellement

isomorphe a Iy .
La proposition fournit la formule de Kiinneth suivante.
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Proposition 7.29. Il existe un isomorphisme d’objets gradués de F ® FI

surj
W (X @ Y) ~ hS (X) @ hIH(Y)

naturel en les objets X et Y de Fg, 1.

Démonstration. Comme le foncteur £; commute au produit tensoriel, la propo-
sition montre que le complexe total du produit tensoriel des résolutions
canoniques de X et Y est une résolution nr-acyclique de X ® Y. L’homologie de
ce complexe étant naturellement isomorphe au produit tensoriel de th’I(X ) et
R (Y), on en déduit la proposition. O

8 Les catégories Fpy,,

Le diagramme de recollement de la proposition @ permet de dévisser la
catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale Fg, (k) a 1’aide des catégories
Fgrn(k). 11 est patent que l'on peut pousser plus loin ce dévissage, en rai-
son de lintervention du groupe linéaire GL, (k) dans un grand nombre de
considérations relatives a cette catégorie. Nous étudions dans ce qui suit des
catégories réalisant un tel dévissage, dans un sens qui sera précisé et illustré a
la fin du paragraphe @

Convention 8.1. Dans toute cette section, n désigne un entier naturel.

Nous noterons encore E,,, pour abréger, 'objet initial (E,,id) de 51];1 o (k).
Définition 8.2. La catégorie de foncteurs en grassmanniennes Fpy , (k) est la
catégorie définie par

Fpin(k) = Fct(EI{,Ln(k), en.

8.1 Généralités

Nous introduisons maintenant des foncteurs analogues a ceux du §@ dans
le cas Fp1,, et en donnons les propriétés élémentaires. Les démonstrations, sem-
blables a celles dudit paragraphe, sont laissées au lecteur.

. . . Pl Pl
Notation 8.3. Nous abrégerons respectivement en hompy,,, Py ", Iy " les

, Ebin . Sbin
expressions homgy, ., Py " et Iy ",
Définition 8.4. 1. Le foncteur de restriction sans plongement vy, : Fgrn —

Fp1,n est défini comme étant le foncteur de précomposition par le foncteur
d’oubli du plongement incE? : Elfjlﬁn — 5fr,n-

2. Le foncteur de plongement standard (' : F — Fpi,n est le foncteur de
précomposition par le foncteur d’oubli principal O, : 5{;1 n— & f.

3. Le foncteur de plongement réduit k2! : F — Fp1,n est le foncteur de
précomposition par le foncteur de réduction £, : 5{;1 n— & f.

4. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes oF! : Fein — F
comme le foncteur de précomposition par le foncteur de décalage pointé
S, : & — 51];17”.

Explicitement, on a

Y (X)(V,u) = X(V,imu),
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i (F)(V,u) = F(V),
kPYF)(V,u) = F(cokeru),
P AW) =AW @ E,,E, — W & E,)

n

pour X € ObFg, ,, F € ObF, A € ObFprn, (V,u: E, — V) € Ob&h et
W e Obé&l.

Remarque 8.5. 1. On a le = Ypin €t /-@51 = Ynkn-

2. Nous ne donnons pas de notation pour les foncteurs d’intégrale Fpy , — F,
qui ne revétent pas la méme importance que les foncteurs d’intégrale en
grassmanniennes des catégories de type Fg, ;.

La proposition suivante donne les principales variantes des propriétés du

paragraphe @ en termes des foncteurs introduits précédemment.

Proposition 8.6. 1. Les foncteurs vy, (Pl oP1 et kP! sont exacts et fidéles ;

ils commutent au produit tensoriel, auz limites et aux colimites.

2. Le foncteur kF! est de plus plein, et son image est une sous-catégorie de

Serre de Fpin.-
KZPl O,Pl

3. La composition F —— Fpin, —— F est canoniquement isomorphe au
foncteur identique.

Pl

i

5. On a des isomorphismes Pg:(nv) ~ PYPy) et IGP:?V) ~ kPY ) ® IE}I”"
naturels en l'objet V de ET.

4. Le foncteur (P! est adjoint a gauche a o

6. Le foncteur composé k[GLn(]k)]Mod LN Feron RAN Fpin est canonique-
ment isomorphe a4 yar,xMod — £ — Fpin, o la premicre fléche
est le foncteur d’oubli de laction de GL,(k) et le second le plongement
canonique (donné par les foncteurs constants).

Décomposition scalaire, tors de Frobenius et changement de corps
Ces notions se définissent comme dans Fg, ,, et possedent des propriétés tout a
fait analogues.

Les objets polynomiaux et finis de la catégorie 7p;, L’endofoncteur de
Fp1,n donné par la précomposition par le foncteur de translation VH- : 5{;1 n =

Elélyn (ot V € Ob&Y) s’appelle foncteur de décalage et se note A‘ljl’"; il existe

un scindement canonique Aﬂfl’" ~ id@® APL™ ot APV est le foncteur différence
de fpl,n.

Les foncteurs polynomiaur de Fpy, sont ses objets APL™_pilpotents; on
a une notion de degré. On note .7-'{%17” la sous-catégorie épaisse de Fpi,, des
foncteurs polynomiaux de degré au plus k. La catégorie fglm est réduite aux
foncteurs constants, comme dans la catégorie F (contrairement & ce qui advient
dans Fg, ). Nous nous contentons d’énoncer les analogues les plus importants
des propriétés des §@ et @, qui s’adaptent sans difficulté a Fpy .

Le résultat suivant, similaire & la proposition identifie les quotients de
la filtration polynomiale de Fpip.
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Proposition 8.7. Le foncteur oP' : Fp1,, — F induit pour tout k € N une
équivalence de catégories f{%l’n/fl]glj}l — Fk/FE-L

Les foncteurs /ﬁsl et LEI : F — Fpin induisent chacun une équivalence de
catégories F*/FrF-1 — .7-'1’%17"/.7:1131_7711 inverse de la précédente.

L’analogue suivant de la proposition sous-tend, avec la proposition
précédente, la proposition @ ci-dessous.

Proposition 8.8. Un foncteur de Fpi,., est fini si et seulement s’il est polyno-
mial et a valeurs de dimension finie.

Nous en venons maintenant a la description explicite des objets simples de
la catégorie Fpy, (cf. proposition f.69).

Proposition 8.9. 1. Etant donné un objet X de Fp1y, les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

(a) L'objet X de Fpy, est simple.
(b) L’objet aF1(X) de F est simple.
(c) Il existe un objet simple S de F tel que X ~ xEF1(9).

2. Les foncteurs kP! et oF induisent des isomorphismes d’anneaux inverses
Pun de Uautre entre G (F) et G (Fpin).

Premiers liens entre les catégories F, Fg., et Fpi, en termes de
(co)modules L’un des themes de la section [ consiste & compléter I’équivalence
de catégories fondamentale entre Fg, et les k[Gr]-comodules (cf. proposition f.9)
par l'identification d’autres catégories de modules ou de comodules a des catégories
de foncteurs. Dans ce sous-paragraphe, nous donnons deux telles propriétés, qui
reposent sur la section E

Proposition 8.10. La catégorie Fpi,, est équivalente a la sous-catégorie Comod gr.n
(En.Bn)
de Fgron-

Démonstration. Le foncteur

(&L o Nbom (En By = Ebr (VLW),u) = (Vi)

est une équivalence de catégories, ol la catégorie source dérive de la notation
@. La proposition est donc un cas particulier de la proposition . O

Remarque 8.11. Le foncteur homg, »((Ey, Ey),.) est canoniquement isomor-

N , B, hom (E,,,.)
phe a la composée Fg,,, — gwj Ens. Comme E;lurj ~ GL,(k)
est équivalente & sa catégorie opposée, on peut remplacer dans la démonstration
., . ... Gr,n
précédente ce foncteur par un foncteur contravariant, et obtenir ainsi sur P( B En)
une structure d’algebre telle que Fpy , est équivalente a la sous-catégorie Mod por.n

(Bn.Bn)
, N N . . pgr.n ’
de Fgr . Ce phénomene est a rapprocher de la remarque suivante : P( 7 B, S I

dentifie & py, (k[G Ly (k)]), et k[GL, (k)] est un objet auto-dual de a1, ) Mod
(la dualité consistant & associer & une représentation linéaire la représentation
contragrédiente).

Grace au lemme suivant, nous établirons, & la proposition , un lien direct
entre les catégories F et Fpi .

Lemme 8.12. La catégorie (SIJ; ) /hom (.,E,) €St €quivalente a el

In
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Démonstration. On vérifie aussitot que les deux foncteurs introduits ci-apres
sont des équivalences de catégories réciproques l'une de ’autre.
— On définit un foncteur £f — (5{;1 1) /hom (., B,) en associant a V' € Ob et
Pobjet &,,(V) de Elél ,, muni du morphisme vers £, donné par la projection
V & E, — E,, et a une application linéaire f : V. — W le morphisme
@& En.
— On définit un foncteur (51J;1n)/hom(,,En) — &F en associant & un objet
(Viu : B, = V),r: V — E,) de (Eléln)/hom(.,En) I'espace vectoriel
cokeru ~ kerr, et & un morphisme ’application linéaire induite.

O

Proposition 8.13. La catégorie F est équivalente a la sous-catégorie Mod p1,n
En
de fp]yn.

Démonstration. On combine le lemme précédent avec la proposition B.3¢. O

8.2 L’équivalence de catégories Fp;, ~ Comod,

L’analogue des considérations de la section ﬁ dans les catégories Fpy , permet
d’obtenir ’équivalence de catégories éponyme de ce paragraphe. Les structures
que 'on en déduit constituent une justification essentielle a I’étude des catégories
FPp1,n, dont nous verrons comment elle peut intervenir dans les catégories de type
For,1-

Le point de départ de ce paragraphe réside dans le fait que le foncteur ¢
est adjoint & gauche au foncteur o' (proposition B.6.H).

Pl
n

Proposition et définition 8.14. La monade de F associée a l'adjonction
entre les foncteurs (B! et oF! conformément a la proposition @, que nous
désignerons par Tprn = (AEp,, UPLn, 4P1n), €st donnée comme suit.

— Le foncteur Ag, est le foncteur de décalage de F (cf. section E)

— La transformation naturelle upy, @ id — Ag, (unité de Uadjonction) est
induite par lapplication linéaire 0 — E,, compte-tenu de l’identification
entre id et Ag.

— La multiplication pp1y : (Ag,)? ~ Ag, op, — AR, est la transformation

naturelle induite par la somme E,, ® B, — FE,.

. . . ., upl, PPLn . .
En outre, il existe un scindement naturel id — Ap, — id, ot DPLn

est induit par Uapplication linéaire E, — 0.

Proposition 8.15. La catégorie Fpi,, est équivalente a la catégorie des modules
sur la monade Tp1,, de F.

Les deux propositions précédentes se démontrent comme les propositions E
et @
Convention 8.16. Dans la suite de ce paragraphe, nous identifierons la catégorie
FPp1,n avec la sous-catégorie des modules sur Tpy,, de F. Autrement dit, un ob-
jet de Fpy, sera désormais un couple (X, Ap, X 2% X), ott X est un objet de

F et mx un morphisme tel que :

Lepnn)x A g, X 7% X est le morphisme identique ;

— les composées (Ag, )% X {epyn)x, Ap, X 25 X et (Ag, )?X

Agp, X ™% X coincident.
Par abus, nous noterons parfois simplement X pour (X, mx).

— la composée X
AETL mx
—
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Notation 8.17. Le morphisme X — X®1Ig, adjoint & myx (cf. proposition B)
sera noté ¥ x dans la suite de ce paragraphe.

Nous indiquons, dans la proposition suivante, I’analogue du foncteur 7;. Nous

omettons la démonstration, similaire a celle des propositions , et .
Proposition et définition 8.18 (Foncteur nt!). 1. On définit le foncteur
nPl . Fpin — F comme le coégalisateur des deux transformations na-
turelles pp1.n (cf notation de la proposition ) et m:Ag, oFl — Pl
Pl

n -

2. Le foncteur nB' est adjoint a gauche au foncteur k

3. 1l existe des isomorphismes

P

Pl ;
n ~ id.

CARTAR A

4. Le foncteur nP! commute au produit tensoriel a isomorphisme naturel prés.

On peut introduire, comme dans la section ﬂ, une notion de résolution canon-

ique dans Fpi,y, grace a laquelle on peut calculer les foncteurs dérivés du fonc-
teur nEl, et relier les groupes d’extension dans Fpp, & ceux de F par une
suite spectrale. Plutot que de détailler ces considérations, nous abordons des
constructions plus spécifiques a la catégorie Fpi,p.
Remarque 8.19. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, le foncteur Py
est muni d’une structure naturelle d’algebre commutative, dont la multiplication
est le morphisme Py ® Py ~ Pygy — Py induit par la diagonale V. — V @V
et I'unité Py — k ~ Py par 0 — V. Explicitement, la structure d’algebre sur les
espaces vectoriels Py (W) = klhom (V, W)] qui s’en déduit est celle de 'algebre
du groupe abélien hom (V, W).

En utilisant le foncteur de dualité D, on en déduit une structure naturelle
de coalgebre cocommutative sur les injectifs standard Iy, de F.

La proposition fondamentale suivante repose sur l'idenfication de I’adjoint
a droite au foncteur Ap, de la monade 7p1,. Elle n’a pas d’analogue dans
les catégories Fg, 1, car 'adjoint & droite au foncteur Agwj (qui existe par le
corollaire @) n’est généralement pas un foncteur qui admet une description
simple.

Proposition 8.20. Il existe une équivalence de catégories Fpi,p = ComodIEn
qui factorise le foncteur oF' : Fpy,, — F a travers le foncteur d’oubli Comod;, —
F.

O_PI
Fpin ——— F

Comody,,

Démonstration. La proposition découle de ce qu'une fleche Agp, X — X de F
fait de X un module sur 7p1,,, si et seulement si la fleche adjointe X — X ® Ig,
définit une structure de I, -comodule sur X. En effet, la multiplication de 7p;,,
comme la comultiplication de I, sont induites par la somme E, ® E,, — E,,, et
l'unité de Tpy,,, comme la coiinité de /g, proviennent du morphisme 0 — E,. O

Remarque 8.21. La proposition est a comparer avec I’équivalence de catégories
Fpin = Comodfi; (dn) (fournie par un foncteur d’intégrale) déduite de la propo-

sition B.26, ot ﬁ(n) est le foncteur introduit dans la notation .
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Produit cotensoriel et foncteur xF! Dans la suite de ce paragraphe, nous
identifierons les catégories Fpy, et Comod;, . En particulier, la coalgebre I,

étant cocommutative, on dispose dans Fp;, d'un produit cotensoriel O, qui
’ IETI

sera noté simplement [J par la suite; c’est un bifoncteur exact a gauche.

Avant d’utiliser ce produit cotensoriel, nous avons besoin de décrire quelques
foncteurs usuels de source ou de but Fpy, dans l'identification de Fpy1, a
ComodIEn.

Le foncteur 05 L. Fp1, — F correspond au foncteur d’oubli (cf. proposi-
tion B-20).

Nous identifions, dans la proposition qui suit, le produit tensoriel de Fpy,
en termes de I, -comodules.

Proposition 8.22. Le coproduit ¥x gy d’un produit tensoriel de deux objets X
et Y de Fpin est €égal a la composée

(X®Y)®an
-

XV ZXEY, (Xelp )o(Yols,) ~ (XY)o(Is, @15, ) (XeY)oIg,

ou an : Ig, @I, — Ig, estle produit du foncteur en algébres de Boole Iy, .

Ainsi, le produit tensoriel de la catégorie de comodules Fpy,, provient de
la structure d’algebre sur Ig, . Le fait que le produit tensoriel de deux Ig, -
comodules est naturellement un /g, -comodule provient de la compatibilité des
structures d’algebre et de coalgebre sur Ig, , qui est une algebre de Hopf de la
catégorie symétrique monoidale F.

Démonstration. La propriété provient, par adjonction, de ce que le morphisme
mxey : Ap,ocPH (X ®@Y) — oPH(X ®Y) s’identifie, modulo les isomorphismes
canoniques cPH (X ®Y) ~ oPH(X)@0PY(Y) et Ap,cP (X ®Y) ~ Ap, oPH(X)®
Ap,oPY(Y), amx @my : A, ocP (X)) ® Ag, oP (Y) — ocPH(X) 2PN Y). O

Notation 8.23. Dans ce paragraphe, nous noterons jr : ' — F'® I, , pour
F € Ob F, l'inclusion canonique déduite de k — Ig,,.

Pl

Nous identifions maintenant le foncteur x;,

Pl
n

en termes de Ig, -comodules.

Proposition 8.24. Le foncteur
(F7 .]F)

Ainsi, le foncteur kE! identifie F a la sous-catégorie de Serre des Ig, -
comodules X tels que Yx = jx.

associe a un objet F' de F le I, -comodule

n
est le Tpy,-module (F, (pp1n)r). La proposition se déduit alors de ce que le

morphisme (pp1,,)rF : Ag, F — F est adjoint & jp. O

Corollaire 8.25. Soient F' un objet de F et X un objet de Fpi,. Les mor-
phismes Y.p1mypx et F' @ x : F®oPY(X) - F®oPY(X)® Ig, de F sont
égaux.

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions et . |

Démonstration. De maniere semblable & la proposition E, on voit que xkP1(F)

Remarque 8.26. 1l existe un monomorphisme canonique oX (XOY) — oF{(X ®
Y) ~ oPY(X) ® oFY(Y) dans F; il ne provient pas d’un morphisme naturel
XY — X ®Y de Fpi,n. En revanche, le corollaire montre qu’il est induit
par un monomorphisme naturel X0V — «PloPY(X) 0 V.

Nous introduisons a présent un nouveau foncteur déduit de la proposi-

tion .

84



Définition 8.27 (Foncteur xF!). On définit le foncteur xF': Fpy,, — F par
la composition suivante.

Pl Ok on!
Xn :FPLn — Fpin — F

Ainsi, xF1 est 'égalisateur des transformations naturelles ¥ et JoP1 oPl —

O',,ljl X IEn .
La proposition suivante constitue le résultat principal de ce sous—paragraphe.

Proposition 8.28. Le foncteur xE! est adjoint a droite a kB! : F — Fp1n.

Démonstration. Soient F' un objet de F et X un Ig_ -comodule. Par la proposi-
tion R.24, hompy ,, (kP'(F), X) s’identifie & 'ensemble des morphismes f : F —
oPl(X) de F tels que le diagramme suivant commute.

F———oP(X)

jF‘/ lwx
f®IE,

F®IE e Pl(X)@IEn

Comme le diagramme

F————oP(X)

jFl ljafl(x)
f®Ig,

F®lp, —= oPV(X)® Ip,

commute, la condition précédente revient a dire que le morphisme f est a valeurs
dans I'égalisateur des morphismes j,ri(x) et 1x, qui est xP1(X). Cela démontre
la proposition. [l

La proposition ci-aprées donne une propriété de compatibilité entre les fonc-
teurs x,ljl et HEI

Proposition 8.29. I existe des isomorphismes naturels xXFY(X ®@ kFY(F)) ~
YPUX)RF et XOPYF) ~ kEY(XPHX)® F) pour X € ObFpy, et F € Ob F.

Démonstration. Le foncteur xPY (X @xF1(F)) est 1'égalisateur des fleches VxorPl(F) =
Yx @F (par le corollalre- et japl(X®HP1(F)) = Jori(x)®F, il s’identifie donc

canoniquement au produit tensoriel de xF!(X) et F.

Par ailleurs, XOxPY(F) est I'égalisateur des fleches X ® F xOF v %

X®w,CPl(F)
Ip, @ F et X@F ——— X Q@ F®Ig, ~ X®Ig, ® F; comme X ®

Yeriry = X ®JF > jor1x) @ F (modulo 'isomorphisme d’échange des facteurs
du produit tensoriel), ce foncteur s’identifie (dans F) a xF1(X) ® F. 1l reste a

voir que sa structure de I -comodule est triviale, ce qui provient de 'inclusion
XOkPYF) — kB1oPY(X) @ kPYF) ~ kPY (0P (X) ® F) (cf. remarque B.2§).
Remarque 8.30. On peut expliciter ’équivalence de catégories de la proposi-

tion a I'aide des foncteurs xE! et xP1. Ainsi, on vérifie que les foncteurs

Pln

®-
.7:—>.7:P1n

MOdIPl,n
ETI,
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et
. Pl
oubli X
Mod p1,n —— .7:131 A
I n
n

sont des équivalences réciproques I'une de 'autre.

Le foncteur x, : Fgrn — Fgr, ) Nous revenons maintenant a la catégorie
Fgr.n, en montrant comment les résultats précédents peuvent étre utilisés pour
en étudier certaines propriétés. Nous commencons par préciser le lien entre Fpi
et ]'—gr,n-
Proposition et définition 8.31. 1. Le groupe linéaire GL, (k) agit & droite
sur la catégorie Eléln : pour tout g € GLy(k), on définit un foncteur
Ty Eléln — Eléln par (Viu) — (Viu o g) sur les objets et par l’égalité
hompy ,,((V,u), (V',u')) = homp1n(V,u o g),(V',u' o g)) sur les mor-
phismes, et l'on a 1y =id et T, 0 T, = Thg pour tous g,h € GL, (k).
2. Par précomposition, on en déduit une action & gauche de GLn(k) sur
Fpin ¢ les foncteurs T, 1 Fpin — Fpin vérifient 77 =id el 7701 =75,
3. On appelle GLy(k)-module dans Fpi, tout objet X de Fpi, muni de
fleches 7;(X) Lo, x (dites d’action de GL,(k)) telles que le diagramme

* -k T;(th) *
TgTh(X) >Tg(‘)()
tgn

Ton(X) ———= X

commute pour tous g, h € GLy (k). Un morphisme de GL,(Kk)-modules de
Fpin est un morphisme de Fpi,, compatible aux morphismes d’action de
GL, (k). On définit ainsi la sous-catégorie des GL,,(k)-modules de Fpi .

4. Le foncteur vy, : Fgrn — Fpi,n induit une équivalence de catégories entre
Fgrn et la sous-catégorie des G Ly, (k)-modules de Fpi -

5. Le foncteur vy, admet un adjoint a gauche ®,, : Fp1n — Fgr,n donné sur
les objets par

D, (X)(V,W) = P XWVE LWV
u€lsog (En,W)

Démonstration. Les deux premieres assertions sont claires. Le dernier point est
un cas particulier de la proposition @ (cf. démonstration de la proposition
8.1(J). Comme le foncteur 7, est exact et fidele, la proposition @ montre que
For.n est équivalente a la sous-catégorie de Fpi,, des modules sur la monade
associée a cette adjonction. Cette monade se décrit comme suit.

— L’endofoncteur 7, ®,, de Fp1, est P T

g€G Ly (k)
— L’unité est I'inclusion id — @ 7, du facteur direct correspondant a
geGL, (k)

g=1.
— La multiplication est la transformation naturelle

* * *
ThTh — Tg

h,h€G Ly (k) gEG Lin (k)
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dont la composante 7;,7;, — 7, est I'identité si hh! = g, 0 sinon.
La proposition en résulte. [l

Convention 8.32. Dans la suite de ce paragraphe, on identifie g, , avec la
catégorie des GL,,(k)-modules de Fpi p,.

Remarque 8.33. Si A est une catégorie abélienne, on peut voir la catégorie
Agr, ) comme une catégorie de G'Ly(k)-modules dans A. La catégorie Fg, ,
est quant & elle une catégorie de GL,(k)-modules « tordus » par Paction du
groupe linéaire sur Fpi p.

Pour mener des raisonnements sur la catégorie Fg, ,, des GL,,(k)-modules
tordus de Fp1,, analogues a ceux relatifs aux G L, (k)-modules ordinaires, nous
sommes conduits & introduire la notion suivante.

Définition 8.34. On appelle trivialisation sur GL,(k) d'un foncteur « de
source Fpjn la donnée d’isomorphismes T, : awo 7, — a pour tout g € GLy (k)
tels que le diagramme

(Ty)ﬂ—;{
aritf ———— 2 s a7
g'h h

L "
Tyn

(0%

*
aTgh

commute pour tous g, h € GLy, (k).

Proposition et définition 8.35. Soient A une catégorie abélienne et a :
Fein — A un foncteur muni d’une trivialisation sur GLy(k). On définit un
foncteur a%TLn : Fgrmn — AarL, k) comme suit.

— Sur les objets : si X est un GLy(k)-module de Fpi,, alors ongLn (X)
est l'objet a(X) de A muni de laction de GL,(k) donnée par les fleches
a(X) =~ a(r; (X)) — a(X) (pour g € GLy(k)), ot la premicre fleche est la
trivisalisation et la seconde est induite par la structure de G Ly, (k)-module
de X.

— La fléche qu’induit un morphisme de G Ly (k)-modules de Fp1,n, via o est
un morphisme de Aqr, (), ce qui permet de déduire la fonctorialité de
agan de celle de .

De plus, le diagramme suivant commute (& isomorphisme canonique preés)

asr

GLn
fgr,n I AGLn(k)

%l/ lOéLn

Fpin A

[e3%

ol OéLn désigne le foncteur d’oubli, conformément a la notation .
Nous illustrons cette construction élémentaire sur le foncteur X,ljl Fpin —
F, qui aboutit a une description explicite de I’adjoint a droite au foncteur 6,, :
Far, ) — Farn-
Proposition et définition 8.36. 1. Le foncteur of' : Fpy,, — F admet
une trivialisation sur G Ly, (k) pour laquelle le foncteur (Jsl)gan c Fgrn —
Far. ) s’identifie a oy,.
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2. La trivialisation précédente induit, via le monomorphime canonique xE' —

Pl une trivialisation sur xE'.

Un;

3. Nous noterons xn : Fgrn — Far, ) le foncteur (xgl)%an.

4. Le foncteur x, est adjoint a droite a 0,.

Démonstration. La trivialisation canonique de oF! se lit sur le foncteur de
décalage pointé &, : pour tout ¢ € GL,(k), 7,6, est donné sur un objet

V de &F par (V& E,E, 289,y @ E,), et les transformations naturelles

746, — &, données par le diagramme commutatif suivant fournissent la trivi-

alisation recherchée.

B, 2% vaE,

id —1
% lz b9

VaeFE,
Pour en déduire le second point, on remarque que le diagramme

Pl __x Pl__x
Op Ty —=0, T, ®Ip,

Tgl ng®g*

o ——=0,' ®Ip,
commute pour tout g € GL,(k), ot T, est I'isomorphisme de trivialisation et les
fleches horizontales sont donnéees par la somme de 1) et de I'inclusion canonique.

La derniere assertion s’obtient & partir des trois observations suivantes.

O]-_

1. La composée Fgr n X, Far.,® —Cn, F est adjointe & droite & F —
Far.x) LN Forn, ot la premiere fleche est la postcomposition par le fonc-
teur £ — gL, (k) Mod d’extension des scalaires. En effet, le diagramme
commutatif de la proposition , la proposition et la derniere asser-
tion de la proposition montrent que la premiere composée est adjointe

Pl

. N Ko o Ce .
a droite & F —— Fp1,n, — Fgr,n, qui coincide avec £, ® P(gET’"E ) fleche
ny n

a laquelle s’identifie également F — Fqr, () LN Forn-

2. Le foncteur x, est un sous-foncteur de o,. Cela découle de la premiere
partie de la démonstration.

3. Il existe un diagramme commutatif

homfGLn(]k) (Fa Xn (X))(—> hom]:GLn(!k) (F’ On (X))

v |

|
|
homgr,n(on (F), X) homg;. p, (&n(F), X)

naturel en les objets F' de Fgp, oy et X de Fg, », out la fleche verticale de
droite provient de la proposition . L’isomorphisme en pointillé résulte
des deux remarques précédentes lorsque F' appartient a I'image du foncteur
F — Far, (k) induit par Iextension des scalaires; le cas général s’en déduit
par un argument de colimite.

O
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9 Foncteurs hom internes et foncteurs de divi-
sion dans Fg,

Nous présentons dans cette section des propriétés élémentaires des foncteurs
hom internes et des foncteurs de division dans les catégories Fg, 1 (cf. propo-
sition/définition [C.16). Ces propriétés reposent sur les différentes adjonctions
établies dans les paragraphes @ et et la description explicite des projectifs
et injectifs standard de Fg, 1.

Nous nous attacherons surtout aux foncteurs hom internes, notre but prin-
cipal étant d’aboutir, dans la partie , a la proposition et ses corollaires,
relatifs au comportement mutuel des foncteurs hom internes du foncteur w.
Les foncteurs de division n’interviendront que comme auxiliaires, dans le para-

graphe [L11.

9.1 Comparaison entre les différentes catégories Fg, ;

Il est parfois commode de passer de la catégorie globale Fg, aux catégories
Forn, par exemple, pour traiter des adjoints au produit tensoriel. En effet, si
les foncteurs ¢ et w sont adjoints, il n’en est pas de méme des foncteurs ¢, et wy,,
ce qui induit une difficulté dans Fg, , nouvelle par rapport & Fg,. En revanche,
des que l'on traite de foncteurs pseudo-constants, la catégorie globale se trouve
beaucoup moins maniable que Fg, ,, puisque les adjoints au produit tensoriel
entre G L, (k)-modules sont faciles & décrire, contrairement & ce qui advient dans
]:surj (k)

Convention 9.1. Dans ce paragraphe, on se donne deux parties I et J de N
telles que I C J.

On rappelle que R est le foncteur de restriction et Pr ; le foncteur de
prolongement par zéro — défini sous certaines conditions sur I et J — introduits
dans la notation @

Proposition 9.2. Supposons que tout élément de J supérieur ou égal a un
élément de I appartient a I. Alors il existe dans Fgr ;j un isomorphisme

HOl’I’lgT,‘]()(7 ,P[7J(Y)) ~ P[,J(Homgr,](RJ7[(X), Y))

naturel en les objets X de Fg, j et Y de Fg, 1, et dans Fg, 1 un isomorphisme
naturel
Ryi(Pra(Y): X) =~ (Y : Ry1(X))

st X est a valeurs de dimension finie.
En particulier, pour tout n € N, on a dans Fgr <n un isomorphisme naturel

Homg,, <, (X, Pn,<n(Y)) = Pn<n(Homg, n(R<nn(X),Y))
et, si X est a valeurs de dimension finie, un isomorphisme naturel dans Fgr
R<nn(Pn<n(Y): X) = (Y : Repn(X)).

Démonstration. L’hypothese assure que Eél ; est une sous-catégorie compléte a

gauche de Sé . Par conséquent, le foncteur P;, ; est adjoint & droite & Ry (cf.
proposition ) Le premier isomorphisme de la proposition provient alors

89



de la commutation du foncteur de restriction au produit tensoriel, comme le
montrent les isomorphismes naturels

hOmth(A, HOIl’lg7~7.](AX7 'P[”](Y))) ~ hOmgrﬁJ(A®X, 'P[y_](Y)) ~ homgh](’f\’,_]’](A@X), Y)

~ homgn[('RJ,](A) (%9 ’R']’](X), Y) ~ homgﬁ[('R.]’](A), Homgh](RJJ(X), Y))
~ homgr,‘](A, ,P]7J(H0mg7~7](RJ,](X), Y)))

(ou A € Ob Fg, ;) et le lemme de Yoneda. Le second se traite de fagon analogue.
O

Nous donnons maintenant un résultat plus précis de commutation entre fonc-
teurs hom internes et foncteurs de restriction ou de prolongement par zéro, dans
le cas ou la source du foncteur hom interne appartient a I'image du foncteur
Lr F — ng,].

Proposition 9.3. Il existe des isomorphismes naturels

Homg, ;(¢s(F), P1,s(A)) ~ Pr.y(Homg, 1 (u1(F), A))
dans Fgr j, si le prolongement par zéro est défini, et

Homyg, (¢t1(F), Rj1(X)) ~ Ry 1(Homg, ;(;(F), X))
dans Fgr1, ou F € ObF, A€ ObFg, 1 et X € ObFg, .

Démonstration. Les morphismes naturels

Pr.g(Homg, 1 (v;(F), A))@u; (F) = Prj(Homg, 1 (v1(F), A)@u (F)) — Pr.y(A)
(lorsque le prolongement par zéro est défini) et

Ry r(Homg, (s (F), X))@u(F) ~ Ry 1(Homg, j(0s(F), X)@u;(F)) = Ry1(X)

dont les secondes fleches s’obtiennent par application du foncteur P; ; ou R s
a la colinité de ’adjonction fournissent, par adjonction, des morphismes naturels
Pr.s(Homg, 1 (11 (F), A)) — Homg, ;(v;(F), Pr,s(A)) et Ry r(Homg, (e (F), X)) —
Homg, 1(¢7(F), R 1(X)). Ce sont des isomorphismes dans le cas ot F' est un
projectif standard grace aux propositions et . Le cas général s’en déduit
par passage a la colimite. O

La notation ad hoc suivante n’interviendra que dans les deux lemmes tech-

niques ci-dessous.

Notation 9.4. Dans ce paragraphe, nous noterons r : Fgr 1 — Fgr, s le foncteur
adjoint a gauche au foncteur Ry : Fgr.g — Fgr.1, €t R : fsle — fgjwj
I’adjoint & gauche au foncteur de restriction ‘T;]urj — fslurj (de tels adjoints
existent par le corollaire [C.9).

Lemme 9.5. Le diagramme

Forg —ZL> Fo FL  ~Fet(&f, FL )

suryj surj

T lR*

For.g —=F @ F}pj = Fet (€1, )

suryj surj

commute a isomorphisme naturel prés.
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Démonstration. Soit a : F ® fgwj - F® fsle le foncteur de restriction.
On définit une transformation naturelle R.o; — oyr comme 'adjointe (cf.
proposition @) a la fleche o1 — aoyr ~ orRr obtenue en composant oy
et I'unité id — Ry r de I'adjonction. Cette transformation naturelle est un

fxgd o~

isomorphisme, car elle induit un isomorphisme homg, j(o;r(X), IfA ;is“”) -
Fyed

homg, j(R.or(X), IfA ;‘i””) pour tous X € Ob Fg, r et (A, B) € Ob&/ x &7

surjg

grice aux isomorphismes () (page 7). O

Lemme 9.6. Il existe dans Fgr,j un isomorphisme r(X @ k1(F)) ~ r(X) ®
kj(F) naturel en les objets X de Fg, 1 et F de F.

Démonstration. On établit, a I'aide du lemme précédent, que la transformation
naturelle (X ® k7(F)) — r(X) ® k;(F) adjointe au morphisme X ® x(F) —
Rymr(X)®kr(F) ~ Ry(r(X)®ks(F)) obtenu en tensorisant par k7 (F') 'unité
de I'adjonction procure un isomorphisme lorsqu’on lui applique o ;. Cela provient
du lemme @ et des deux observations suivantes :
— il existe dans F @ F/,,; un isomorphisme canonique o7 (X ® k;(F)) ~
o7(X) ® (F X k), que 'on peut encore voir comme l'image de o7(X) par

le fonctewr F @ FL - ~Fet(el . F) L2 peyel o F);

surj surj? surj>
— le diagramme

F@Fl, ~Fet(El, . F) — 0~ Fet(El,,;. F) = F & F1

surj — surj’ surj’ surj

| |

FoFl, ~Fct(l, . F) — 2 Fet(e), | F)~Fo F)

suryj surj? surj? surj

commute (& isomorphisme canonique pres).
Comme le foncteur o est exact et fidele, cela donne la conclusion. [l

Nous sommes désormais en mesure d’établir la commutation des foncteurs
hom internes et des foncteurs de restriction, dans le cas ou la source du foncteur
hom interne appartient a I'image du foncteur sy : F — Fg, 1.

Proposition 9.7. Il existe un isomorphisme
Homgh](m(F), RJJ(X)) ~ RJJ (Homgrﬁj(ﬁJ(F), X))

naturel en les objets F' de F et X de Fg, .

Démonstration. Par le lemme @ (dont on conserve la notation), on a des iso-
morphismes naturels

homgﬁ[(Y, Homgryl(n[(F), RJJ(X))) ~ homgh](Y X H[(F), RJJ(X)) ~

homg, j(r(Y ® k1 (F)), X) ~ homg, ;(r(Y) @ kj(F), X) ~
homg, ;(r(Y), Homg, j(k;(F), X)) ~ homg, (Y, Rt (HOmgT7J(K/J(F), X)))
(oY € ObFg, 1), ce qui démontre la proposition. O

9.2 Propriétés formelles

Nous étudions a présent le comportement mutuel des foncteurs de division
ou hom internes et des foncteurs fondamentaux du §@
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Foncteurs de division C’est le cas des foncteurs de division par des objets
injectifs de la catégorie Fg, qui nous intéresse le plus (cf. proposition )

Nous donnons d’abord une propriété de compatibilité entre les foncteurs w,
¢ et les foncteurs de division.

Proposition 9.8. Il existe dans F un isomorphisme w(X : o(F')) ~ (w(X) : F)
naturel en les objets X de Fg, et F de F¥. On a un résultat analogue dans
F Gr,<n-

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence formelle de I’adjonction entre ¢ et w
(cf. proposition f.9) et de la commutation de ¢+ au produit tensoriel (cf. propo-
sition P.2). O

La proposition élémentaire suivante interviendra dans [Djaq].

Proposition 9.9. Pour toute partie I de N, il existe dans Fg, 1 un isomor-
phisme canonique (pr(A) : X) ~ pr(A : e1(X)) pour A € ObFl, ., et X €
Ob Fg,.1 a valeurs de dimension finie.

Démonstration. Cette proposition s’établit de la méme maniere que la précédente,
a partir de la proposition et de la commutation de €; au produit ten-
soriel. |

On rappelle que le symbole Gr qui _apparait dans I'importante proposition
suivante a été introduit au notation .2 (]

Proposition 9.10. I eziste un isomorphisme

(X : 1(Iv))(A, B) ~ F) X(VaAco)
Cegr(VpA)
im (C—VPA—-»A)=B

naturel en les objets V de £, (A, B) de EéT et X de Fgr.
De plus, pour tout W € Gr(V), le monomorphisme scindé naturel (X :

197 ) = (X : o(Iy)) induit par Uépimorphisme scindé o(Iy) —» I(QVT’W) fourni

(V,W)
par la proposition identifie (X : I(Q‘ZW))(A, B) au sous-espace

P xwvao4ao
CeGr(W,B)
de (X : «(Iy))(A, B).

Démonstration. On a des isomorphismes naturels

. 7Gr * o . 7Gr Ggr ~ ar gr
((X : I(V,W))(A’B)) ~ homg, ((X : I(V,W))’I(A,B)) ~ homg, (X, I(V,W)®I(A,B))

~ @ homgT(X,I(g‘;$A7C)) ~ @ X(Va A )
CeGr(W,B) CeGr(W,B)

par la proposition , ce qui donne le résultat, pour X a valeurs de dimension
finie, en dualisant ; le cas quelconque s’en déduit en écrivant X comme colimite
de sous-foncteurs a valeurs de dimension finie. O
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Foncteurs hom internes Nous ramenons dans ce sous-paragraphe le calcul

de nombreux foncteurs hom internes dans la catégorie Fg, 1 a celui de foncteurs

hom internes des catégories F ou F ® F, slurj.

Convention 9.11. Dans la suite de ce paragraphe, I désigne une partie de N.
Le principal objectif de la proposition suivante est d’établir la commutation

entre le foncteur k; et les foncteurs hom internes (corollaire )

Proposition 9.12. Il existe un isomorphisme

Homyg, ;(X,0;(A)) ~60; (Homf®fsfwj (nr(X), A))
naturel en les objets X de Fgr 1 et A de F ® fsle.
Démonstration. C’est une conséquence formelle de ’adjonction entre les fonc-
teurs 0y et n; (proposition ) et de la commutation du foncteur n; au produit

tensoriel (proposition [(.1§). O

Corollaire 9.13. Ii existe un isomorphisme

Homg, (01(B),01(A)) ~ Homg, 1(§1(B),01(A)) = 01 (Homzg 1 (B, A))
naturel en les objets A et B de F ® fsle.
Démonstration. On combine les propositions et . O

Corollaire 9.14. I existe des isomorphismes
Homg, ;(k1(F), k1(G)) ~ Homg, ;(:1(F), k1(G)) ~ k1 (Homg(F, G))

naturels en les objets F et G de F.

Démonstration. C’est le cas particulier A = GXk et B = F Xk du corollaire
précédent. O

Remarque 9.15. Une approche alternative de ce corollaire consiste a traiter
d’abord le cas ou la partie I contient 0 a ’aide de la proposition , puis d’en
déduire le cas général grace a la proposition @

Nous traitons a présent de la commutation du foncteur ¢; aux foncteurs hom
internes.

Proposition 9.16. I] existe un isomorphisme naturel Homg, 1(¢;(F), t1(G)) ~
L](HOII’I]:(F, G)) pour F', G € ObF.

Démonstration. Comme t;(F) = Ry 7(¢(F)), la proposition P. permet de ne

traiter que le cas ou I = N. La conclusion provient alors des assertions 2 et 4

de la proposition @ [l
Il existe aussi une propriété de commutation relative au foncteur oy :

Proposition 9.17. Il existe dans F ® ]-"SIM]- un isomorphisme

o (Homg, 1(§;(F), X)) ~ Homzgz1 (F,07(X))

naturel en les objets F de F @ FI . et X de For1-

surjg

Démonstration. Cette propriété s’obtient a partir de '’adjonction entre les fonc-
teurs & et oy (proposition ) et de la commutation du foncteur £; au produit
tensoriel. |
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La généralisation de la description tres simple des foncteurs hom internes de
la catégorie yar, 1) Mod (cf. , §10 D) aux foncteurs pseudo-constants
de Fg,n est donnée par la proposition suivante, laissée au lecteur (cf. [Djab]
pour les détails).

Proposition 9.18. Soient n € N et M un k[GL, (k)]-module fini. Les end-
ofoncteurs - @ pp(M*), Homg, ,,(pn(M),-) et (- : pn(M)) de Fgrn sont na-
turellement isomorphes.

On en déduit aussitot la propriété de commutation suivante :

Corollaire 9.19. Soientn € N et M un k[GL,,(k)]-module fini. L’endofoncteur
- ® pp(M) de Fgr,n commute naturellement aux foncteurs hom internes et aux
foncteurs de division.

Le foncteur Extg, (¢(F),-) Commencons par introduire une nouvelle nota-
tion. Soit A un objet de EgT ; nous désignerons par 74 : Fg, — F le foncteur de

précomposition par £f — Sér E — EH A. Cette construction est fonctorielle
en A.

Proposition 9.20. Il existe un isomorphisme Extg, («(F), X)(A) ~ Ext’z(F, 74(X))
naturel en les objets F' de F, X de Fg, et A de Sér.

Démonstration. Il existe des isomorphismes naturels 740t =~ Ag(4) et 74 (Pgr) ~
k[Endg,(A)] ® Pgcay (par la proposition 19). On en déduit une transforma-
tion naturelle F — 74(«(F) ® P{") ~ Apa)(F) ® k[Endg,(A)] ® Pga) par
produit tensoriel des injections canoniques F' «— Aga)(F), k — Pga) et
k — k[Endg, (A)] (donnée par [ida]).

L’application naturelle homg, («(F) ® P§", X) — homz(F,74(X)) qu’on en
déduit est bijective. En effet, il suffit de le voir pour F projectif standard
de F, auquel cas c’est une conséquence de la proposition . Cet isomor-
phisme s’étend, grace a la proposition , en un isomorphisme naturel gradué
Exty, («(F) @ P§", X) = Ext}(F, TA(X)E La conclusion provient alors de 'i-
somorphisme naturel ([LJ) de 'appendice [J. O

Troisieme partie
Propriétés du foncteur w.
Applications

Le foncteur d’intégrale en grassmanniennes w : Fg, — F possede un com-
portement qui differe notablement de celui des autres foncteurs fondamentaux
entre Fg, et F ou F ® Fsyrj. En particulier, il ne préserve pas les objets lo-
calement finis; en fait, le foncteur w(X) de F n’est localement fini que si le
foncteur X de Fg, appartient a la sous-catégorie Fg, o >~ F — cela résultera
du théoreme . Une autre fagon d’illustrer ce phénomeéne consiste a étudier
la composée A ow : elle est « nettement plus grosse » que w o A — cf. §.

C’est dans ces observations que réside tout l'intérét du foncteur w, en vue de
I’étude de la structure de la catégorie F. Remarquons que les progres significatifs
obtenus a ce sujet par Powell dans constituent essentiellement des
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traductions de propriétés du foncteur w : Fypupj — F (cf. §@), il n’est pas
étonnant que le foncteur w, qui généralise w, permette d’aller plus loin dans la
compréhension de la catégorie F.

L’une des avancées importantes obtenues grace aux catégories de foncteurs en
grassmanniennes réside en le théoreme , qui constitue le résultat principal
de cet article. Il donne une propriété d’annulation cohomologique tres générale,
qui trouve deux applications essentielles.

L'une d’entre elle, traitée dans le paragraphe [13.9, concerne le lien entre
cohomologie du groupe linéaire GL(k) (ou K-théorie stable de k) et cohomolo-
gie fonctorielle. Le résultat obtenu, qui généralise le théoreme de Betley-Suslin
donné dans l’appendice de [], fournit un isomorphisme entre la coho-
mologie de GL(k) & coefficients convenables et des groupes d’extensions dans la
catégorie Fg, (k) entre des objets finis, nettement plus faciles d’acces.

Les calculs cohomologiques dans la catégorie F (k) donnés par le théoréme
possedent également un intérét intrinseque. Ainsi, ce théoreme suggere une con-
jecture décrivant la filtration de Krull de la catégorie F, qui renforce toutes les
formes antérieurement formulées de la conjecture artinienne ; il est 'un des outils
fondamentaux de la démonstration des formes partielles que nous en établirons
dans [] Nous discutons ces questions dans la section B

L’application du théoreme exposée dans la section traite de pro-
priétés de commutation entre le foncteur w et des foncteurs hom internes. Son
intérét est illustré par [Dja0f], comme il est discuté & la fin du §[[1.9

10 Théoreme d’annulation cohomologique

L’objectif de cette section consiste a établir le théoreme et le corol-
laire qui s’en déduit. Leur démonstration repose sur des considérations
explicites liées a la catégorie Frj et des arguments d’adjonction. On emploie
également une catégorie de foncteurs auxiliaire, variante de Fg, obtenue en con-
sidérant deux éléments de la grassmannienne d’un espace vectoriel. Hormis I'u-
tilisation de ce nouveau type de catégories, notre démarche procede des mémes
idées conceptuelles que celles inaugurées par Pirashvili (cf. remarque EI)

10.1 Préliminaires

On rappelle que 0 : F — Fgypr; désigne le foncteur d’oubli (cf. section E) et
que le foncteur k=% est défini dans la notation (page R1)).

Les résultats de cette section reposent sur la structure du foncteur constant
k = 15"’ de Fyyr; donnée par le corollaire . On rappelle que ce foncteur
est uniséreel.

Lemme 10.1. Il existe dans Fgyurj un monomorphisme k21— O(I_]k), unique a
homothétie prés.

Démonstration. Par ’assertion E de la proposition , il existe dans Fyyr; un
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diagramme commutatif

O(IO) = o Igurj

]

O(Ik) = Igurj ® Iﬂzurj

On en déduit un isomorphisme entre o(1y) et I5*"7.

Par conséquent, hom (k=', o(Ii)) ~ k=!(k)* = k. Le morphisme correspon-
dant & 1 est injectif, car sa restriction au socle de k=1, I'objet simple S;*"7 (cf.
corollaire 2.34), est non nulle, l'inclusion S5479 sy k21 induisant un isomor-
phisme par évaluation sur k. Cela démontre le lemme. |

Remarque 10.2. Le foncteur k2! est idempotent pour le produit tensoriel :
(k=1)®2 ~ k=1, 11 induit donc un endofoncteur idempotent - ® k= de Feypj.

Avant d’exploiter le lemme , nous aurons besoin d’introduire des catégories
de foncteurs auxiliaires (qui n’interviendront que dans ce paragraphe).

Notation 10.3. 1. Nous désignerons par El{i—gr la catégorie (EéT)\gT, ol
I’on note encore Gr, par abus de notation, le foncteur composé

EéT 2, gf Ir, Ens,

qui est donc donné sur les objets par (V, W) — Gr(V).

Autrement dit, les objets de 5bfz'7gr sont les triplets (V, B, W) formés d’'un
espace vectoriel de dimension finie V' et de deux sous-espaces B et W de
V, et les fleches (V, B,W) — (V', B, W') de El{i—gr sont les applications
linéaires f : V — V' telles que f(B) = B’ et f(W)=W".

La catégorie de foncteurs Fct (El{i—gﬂ £) sera notée Fp;—gr.

2. Nous désignerons par 5{7DT la catégorie (Eér)\gr’, ot I'on désigne par Gr’
le foncteur
EéT B ogf o, Ens,
qui est donc donné sur les objets par (V, W) — Gr(W).
La catégorie de foncteurs Fct (EJ,DT, &) sera notée Fa_p.

3. L’inclusion naturelle de foncteurs ensemblistes B — O identifie 5{71% a

une sous-catégorie pleine de gbfzegr- Nous noterons ip, : Fpi—gr — Fo—Dr
le foncteur de précomposition par I'inclusion.

Remarque 10.4. L’indice 2 — Dr utilisé est une abréviation de 2-drapeau. On
pourrait naturellement généraliser les considérations de ce paragraphe a des
catégories correspondant aux espaces vectoriels munis de drapeaux de longueur
fixée arbitraire.

On dispose, conformément aux résultats de la section E, d’un foncteur de
plongement Yg, : Fg, — Fpi—gr et d’'un foncteur d’intégrale Qg, : Fpi—gr —
Fgr. Sur les objets, on a Yg.(X)(V,B,W) = X(V,B) et Qg,(A)(V,B) =

@b A\V,B,W).
wegr(V)

Définition 10.5. Nous noterons N la sous-catégorie épaisse de Fy;_g, noyau
du foncteur exact ip,. Explicitement, N contient les objets X de Fp;_g, tels
que X (V, B, W) = 0 pour tout objet (V,B,W) de &/;_, tel que W C B.
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Remarque 10.6. 1. La catégorie Elf;_gT s’'identifie canoniquement a 5{(97‘ G
c’est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munie de deux

sous-espaces. Nous avons préféré donner la présentation ci-dessus « dessymétrisant

les deux bases » de maniere a introduire plus naturellement les foncteurs
Ygr, Qgr et ip,.

2. La catégorie Fo_p, n'interviendra pas en elle-méme, c’est la sous-catégorie
N de Fyi_g, qui nous intéressera.

Le lemme suivant donne les faits concrets dont nous aurons besoin pour
établir nos résultats d’annulation cohomologique.
Lemme 10.7. 1. Il existe un foncteur (3 51{1'ng — ngj

W/(W N B) pour tout objet (V, B, W) de Ebfz'—gr'

2. Il existe dans Fyi—gr un épimorphisme du foncteur constantk vers le fonc-
teur 3*(k=1), ou B* : Fsurj — Foi—gr désigne le foncteur de précomposition
par B; N est la sous-catégorie pleine des objets X de Fpi_gr tels que la
projection canonique X — X ® B3*(kZ') qui s’en déduit est un isomor-
phisme. En particulier, N est un idéal de Fyp;_g. : le produit tensoriel
d’un objet de N et d’un objet de Fp;_g, appartient a N .

3. Le foncteur 3*(k=1) se plonge dans Yg,(k(Iy)).

tel que B(V, B, W) =

Démonstration. La vérification du premier point est immédiate. Le second point
vient de ce que la projection k — k=! de Fyyr; (cf. lemme ) induit un
épimorphisme k = 3*(k) — 3*(k=!) dans Fp;_g, dont Iimage est nulle sur
Pobjet (V, B, W) si et seulement si 3(V, B,W) est nul, i.e. si W C B.

On remarque ensuite que le foncteur composé EbegT b, el

f
surj < ET se

O,z

_ e, EgT £, gf (on rappelle que (’)gé or
désigne le foncteur (V, B, W) + (V, B) — cf. notation B.4), via 'inclusion canon-
ique 8(V,B,W) = W/(W N B) — V/B = &V, B). Comme les foncteurs de F
préservent les monomorphismes, on en déduit que le foncteur de précomposition
B*oo:F — Fpi—gr s'injecte dans Vg, ok : F — Fpi_gr. Le lemme fournit
alors un monomorphisme 3*(k=!) < 3*(o(Iy)) — Yg,(k(Ix)), ce qui acheve la
démonstration. |

plonge dans le foncteur EbegT

Résultats d’annulation cohomologique « abstraits » La premiere pro-
priété d’annulation cohomologique de cette section, dont toutes les autres se
déduiront formellement, s’obtient a ’aide du lemme précédent et du résultat
formel donné par le corollaire [A.2

Lemme 10.8. Soient A un foncteur analytique de Fg, et X un objet de N'. Le
groupe d’extensions Ext, (A, Qg (X)) est nul pour tout i € N,

Démonstration. Un argument de colimite filtrante (cf. [Jen7J], th. 4.2) permet
de se ramener au cas ot A est polynomial : il existe d € N* tel que A%A = 0.

Notons F l'endofoncteur - ® s(Iy) de Fg,, G = A9, H : N' — Fg, la
restriction & A/ de Qg,., et K I'endofoncteur de A induit par - ® Yg,(k(I)) (on
utilise que N est un idéal de Fp;_g,). Alors :

1. tous ces foncteurs sont exacts;
2. G est adjoint & gauche & F par le corollaire f.39;
3. la proposition fournit un isomorphisme F o H ~ H o K ;
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4. grace au lemme , il existe un monomorphisme idy — K.

Le corollaire @ donne alors la conclusion. |

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.
On rappelle que Isy est une autre écriture pour Sg*7 (cf. notation p.g).

Proposition 10.9. Soient X un foncteur analytique de Fg, et A un objet (quel-
conque) de Fyi—gr. Le morphisme gradué naturel Extg,. (X, Qgr(A® 3*(Isg))) —
Extg, (X, Qg-(A)) induit par le_monomorphisme canonique A ® B*(Isg) — A
fourni par Isg < k (cf. lemme [2.34) est un isomorphisme.

Démonstration. On écrit la suite exacte longue de cohomologie associée a la
suite exacte courte 0 — A ® 3*(Isy) — A — A ® B*(kZ!) — 0 et I'on applique
le lemme précédent a I'objet A ® 5*(k=') de N (cf. lemme [[0.7). O

10.2 Reésultats fondamentaux

Rappelons que le foncteur J : Fg, — fg“ I’endofoncteur Z de Fg, et la
transformation naturelle j* : 7 — ww ont été définis au paragraphe @

Théoréme 10.10. Soient X un objet analytique de Fg, et Y un objet quel-
conque de Fg,. Le morphisme gradué naturel (jy )« : Extg, (X, Z(Y)) — Extg,.(X, w(Y))
induit par 35 : Z(Y) — w(Y) est un isomorphisme.

En particulier, les adjonctions des propositions @ et fournissent des
isomorphismes gradués naturels

Extr(w(X),w(Y)) ~ Extg, (X, Z(Y)) ~ Ext*}:gr F(X),3(Y)).

Démonstration. Notons T/gr : Fgr — Fpi—gr la composée de Yg, et du foncteur
de précomposition par ’endofoncteur 5bfz'7gr « échangeant les deux bases »,
i.e. donné par (V,B,W) — (V,W, B) sur les objets et sur les morphismes par
Iégalité

(V,B,W),(V',B",W')) =hom,s ((V,W,B),(V', W' ,B’)).

hom.,s
£ bi—Gr

bi—Gr
Autrement dit, on a Y, (X)(V, B,W) = X(V, W) (tandis que Yg,.(X)(V, B,W) =
X(V,B)).

Alors les endofoncteurs g, Y5, et w de Fg, coincident, car il existe des
isomorphismes canoniques

QQTTIQT(X>(V7 B) = @ TIQT(X>(V7 va>
wegr(V)

~ P XV, W) =w(X)(V) = w(X)(V,B).
wegr(V)
De plus, il existe un isomorphisme Z(Y") ~ Qg,Yg,.(Y ® 3*(Isp)) naturel en Y,
par lequel j¥ s’identifie & la transformation naturelle induite par Y ® 5*(Isp) —
Y. Ainsi, (j§)« : Extg, (X, Z(Y)) — Extg, (X, w(Y')) est un isomorphisme, par

la proposition .
Les autres fleches considérées sont des isomorphismes pour des raisons formelles

(corollaire [A.1)). O
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En utilisant I’adjonction entre foncteurs de restriction et de prolongement
par zéro, on en déduit un résultat analogue dans les catégories Fg, <,. Ce méme
principe est mis en ceuvre dans le corollaire suivant.

Corollaire 10.11. Soient k et n deux entiers naturels, X un objet analytique
de Fgr i et Y un objet quelconque de Fgr p.

1. Sik <n, alors Extz(wi(X),w,(Y)) =0.

2. Sik =n, alors le morphisme naturel Extg,. ,(X,Y) — Extz(wn(X),wn(Y))

induit par wy, est un isomorphisme.

On rappelle que les foncteurs de restriction R et de prolongement par zéro
P qui interviennent dans la démonstration ci-dessous ont été définis dans la
notation @

Démonstration. Comme wy(X) ~ wPg n(X), le théoreme fournit un iso-
morphisme naturel gradué entre Ext’z (wi, (X ), wn (Y)) et Extg, (Pr,n(X),Z Ppn(Y)).
On remarque que Z P, n(Y') appartient & 'image de la catégorie Fg, >, dans
Fgr par le foncteur de prolongement par zéro. Comme Egr >, est une sous-
catégorie complete a gauche de Sér, la proposition (et le corollaire )

montrent que ce groupe d’extensions est canoniquement isomorphe a
EXtZT,zn(RN,ZnPk,N(X); Ry, >nZT 'PnyN(Y)).

Sik < n, Ru,>nPrn(X) est nul, ce qui établit la premiere assertion. Si
k = n, cet objet s’identifie & P, >, (X). Puisque Efryn
complete a droite de €£T1>n, la proposition montre cette fois que ce groupe
d’extensions est canoniquement isomorphe a Extg,. (X, Ry nZ Ppn(Y)). On
conclut en constatant que le morphisme naturel ¥ — Ry, Z P, n(Y) est un
isomorphisme. O

est une sous-catégorie

Remarque 10.12. 1. Les premiers résultats d’annulation cohomologique dans
des catégories de foncteurs remontent a Pirashvili. Ainsi, le lemme 0.4 de
[FLS94 (dt & Pirashvili) s’est avéré I'un des premiers outils efficaces pour
simplifier des calculs de groupes d’extensions dans F.

2. Le cas k = 0 du corollaire constitue une généralisation du résultat
(énoncé d’ordinaire dans sa variante duale) di & Franjou selon lequel
Ext}(F,P) = 0 si F est un foncteur fini de F (cf. [Pow984], appen-
dice, pour une démonstration due & Schwartz). Les lemmes techniques de
[ illustrent l'intérét de ce genre de résultat cohomologique pour
aborder la conjecture artinienne.

Gaudens et Schwartz ont établi dans [[GS07] une généralisation du résultat
de Franjou que le théoreme recoupe partiellement.

11 Foncteur w et foncteurs hom internes

Le foncteur w étant adjoint a gauche a ¢, on dispose pour des raisons formelles
de propriétés de compatibilité entre les foncteurs de division et w — cf. proposi-
tion @ En revanche, I’adjoint a gauche & w ne se décrivant pas aisément, il est
plus délicat d’étudier le comportement mutuel des foncteurs hom internes et w.
Nous utiliserons les foncteurs de décalage, qui sont a la fois des foncteurs hom
internes et des foncteurs de division (dans Fg, comme dans F), pour contourner
cette difficulté.
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11.1 Scindement de Ay ow
Par les propositions P.g et f.16, il existe des isomorphismes naturels

Avw(X) = @X):llv)) = P WX Iy, (9)
wegr(V)

ot 'on a utilisé I'identification de Ay & (- : Iy) (proposition B la proposi-
tion décrit explicitement ce scindement, qui sous-tend nombre d’aspects de

la structure des catégories Fg, et F (cf. [Djal] et )

Précisons Deffet des foncteurs de division (- : I (VTW)) qui apparaissent rela-
tivement au niveau et aux coniveau (notions introduites dans la deﬁnition F.69).
On remarque que niv(X : I(VTW)) < niv(X), mais les foncteurs (- : (V W)) abais-
sent en général le coniveau. La proposition suivante, que l'on utilisera au para-
graphe suivant, décrit la restriction & Fg, o~ F de (X : I (g‘; W)). Elle fait usage
des foncteurs 74 introduits en fin de section Het résulte de la proposition .
Proposition 11.1. Il existe dans F un isomorphisme naturel Ry,o(X : Iff) ~
74(X) pour X € ObFg, et A € Obfér.

Signalons enfin que, pour élémentaire qu’il soit, le scindement (E) jouera un
role essentiel dans les arguments de [Djad)].

11.2 Le morphisme h  : w(Exty, («(F), X)) — Ext(F,w(X))

Nous donnons d’abord la définition et quelques propriétés générales d’un
morphisme gradué h’y r naturel en un objet X de Fg, et F' de F. Notre objectif
principal est d’établir que h’y  est un isomorphisme lorsque F est localement
fini.

Définition 11.2. Soit % f : : w(Homg, («(F), X)) — Homz(F,w(X)) le mor-
phisme naturel en les obJets F de F et X de Fg, adjoint a

w(up,x)

w(Homg, («(F), X)) ® F = w(Homg, (:(F),X) ® «(F)) w(X),

ou la premiere fleche est I’isomorphisme de la dernieére assertion de la proposition
.9 et up x la coiinité de 'adjonction.

Comme le foncteur Homg,-(¢(F), -) est exact lorsque F' est un objet projectif
de F (par la proposition ) et que le foncteur w est exact, ce morphisme
naturel s’étend en un morphisme naturel gradué

W p o w(BExtg, (u(F), X)) — Extx(F,w(X)).

Notation 11.3. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce para-
graphe, nous noterons 7y 1’épimorphisme canonique ¢(Iy) — k(Iy) de Fg,.

Remarque 11.4. L’épimorphisme 7y peut se lire comme la projection canonique

~ 197~
(Iv)= D I(v wy 7 A0 = £v)
wegr(V

(cf. propositions p.16 et p.14 - ; il est donc scindé.

100



Lemme 11.5. Pour tous objets V de ET et X de Fg,, le diagramme

~

w(Homg, (1 (Py), X)) — w(AY"X) — w(X : k(Iy))

hg{’Pvl w(X:my)

~ ~

Hom gz (Py,w(X)) Ayw(X) — (w(X) : Iy) — w(X : «(Iy))

commute, ot :
— les fleches supérieures sont les isomorphismes fournis par la proposition 5.34 ;
— les fleches inférieures sont les isomorphismes fournis par les propositions 1.4
etp.d.
Démonstration. Le morphisme

0

w(AY' X) ~ w(Homyg, (1(Py), X)) Ty, Homz(Py,w(X)) ~ Ayw(X)

est Padjoint du morphisme Py @w(AY"X) — w(X) donné, sur 'espace vectoriel
A, par [f]®a+— X(if)(a) pour f € homg(V, A), B € Gr(A) et a € X(A, B), ou
l'on désigne par i : (V & A, B) — (A, B) le morphisme de composante f sur V
et id4 sur A.

Par conséquent, la fleche

0

h
w(AY"X) ~ w(Homg, (u(Py), X)) =, Hom#(Py,w(X)) ~ Ayw(X)
est donnée sur ’espace A par l'inclusion

W AT X)) = P X(VeAdB) — @  X(VEAB)=Avw(X)(A).

Begr(A) Begr(VpA)
La conclusion s’obtient alors par la proposition p.10. O

Proposition 11.6. Pour tous objets F' de F et X de Fg,, le morphisme hg(,F
est injectif.

Démonstration. Le lemme montre 'assertion lorsque F' est un projectif
standard Py. On en déduit (par commutation de w aux limites et de ¢ aux
colimites) que hgg p est également injectif lorsque P est une somme directe de
projectifs standard. Le cas général s’en déduit en considérant un épimorphisme
p d’un tel projectif P sur F et en considérant le diagramme commutatif

w(Homg, («(F), X)) 2 w(Homg, («(P), X))

h&,Fl h%,p

Homr(F,w(X))

Homr(P,w(X)).

O

Remarque 11.7. 11 existe méme un endofoncteur Tr de Fg,, un isomorphisme
naturel Homz(F,w(X)) ~ w(Tp(X)) et une transformation naturelle injective
jr : Homg,(u(F),-) — Tp telle que h®, s’identifie & w(jr). On le voit par
un argument analogue, en considérant une présentation de F' par des sommes
directes de projectifs standard. Ce qui suit précise ces considérations.
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Description explicite du morphisme %%  Soit V € Ob Ef. On a d’une
part

w(Extgr(L(F),X))(V) ~ @ Extg, («(F), X)(V,W) ~ @ Extz(F, 7(v,w)(X))
Wegr(v) Wegr(v)

par la proposition .

D’autre part,

Extz(F,w(X))(V) ~ Extz(F ® Py,w(X)) ~ Ext’=(F, Ayw(X))

~ P Extr(FuwX:Ify)
wegr(V)
grace & I'isomorphisme () et a la proposition [C.16.
Proposition 11.8. Via les isomorphismes précédents et la proposition , le
morphisme hx p est induit par Uinclusion naturelle

T (OE) = XESV,W) = B X(E6V,B) = w(X : 1,)(E).
Aegr(W)
BeGr(E,A)

Démonstration. Par naturalité, il suffit de vérifier cette identification lorsque F'
est un projectif standard de F, auquel cas elle résulte du lemme . |

Les préliminaires précédents nous permettent, a I’aide du théoreme fonda-
mental de la section précédente, d’établir le résultat principal de cette section.
Proposition 11.9. Si F' est un objet localement fini de F, le morphisme naturel
gradué

Ry p:w(Extg, («(F), X)) - Exty(F,w(X))
est un isomorphisme pour tout objet X de Fg,.

Démonstration. Notons ix (V, W) linclusion naturelle de la proposition :
I'énoncé équivaut & I'annulation des groupes d’extensions Ext’(F, w(coker iz ))
pour tout £ € Ob&7. La proposition montre que I'image par le foncteur de
restriction Ry o du foncteur coker iy de Fg, est nulle. Le théoréme (ou
son corollaire ) donne alors la conclusion. O

Dans les conséquences qui suivent, nous nous contentons du cas du degré 0
(i.e. des foncteurs hom internes), le plus significatif.

Corollaire 11.10. Soient F' un objet localement fini de F, n et k des entiers na-
turels et I une partie de N du type < n oun. Les foncteurs wroHomg, 1(tr(F), ")
et Homyg(F,-) owy de F vers Fgr; sont isomorphes.

Démonstration. Par la proposition , il existe un morphisme
Homz(F,-) owy ~ Homg(F, ) owo Py ~ wo Homg, (¢(F),) o Pr n.

Le corollaire s’en déduit parce que Homg, (¢.(F'), -)oPrn ~ PrnoHomg, (¢t (F), -),
par la proposition @ [l

Nous terminons cette section en donnant un corollaire des résultats précédents
qui décrit notamment I'image par un foncteur Homg(F,-) (ot F € F,) d'un

G(n)-comodule simple (cf. propositions p.g et [.69).
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Corollaire 11.11. Soient n et k des entiers naturels, F' un objet localement
fini de F, G un objet de F et M un kK[G Ly, (k)]-module fini. Il existe dans F un

isomorphisme naturel
Hom (F,wy (kn(G) ® pn(M))) ~ wy(kn(Homz(F, G)) @ py(M)).

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant les corollaires ,
et [11.10. 0O

Retour sur la méthode de L’article [ étudie, dans le cas

k = Iy, la structure de foncteurs de type fini® de F(IF3) (précisément, le produit
tensoriel entre le projectif Pp,2 et une puissance extérieure) par un argument
de récurrence utilisant le foncteur Hom}-(]pz)(Al, 1), ou Al désigne le foncteur
d’inclusion £f — &.

Le corollaire montre, en particulier, que les G(n)-comodules finis sont
nilpotents pour le foncteur Homz,) (A, -) (cf. proposition ci-apres). Cet
énoncé sous-tend toute la démarche de ] ; cependant, sans le formalisme
des catégories de foncteurs en grassmanniennes, il est malaisé d’en donner une
forme et une démonstration générales. La proposition 5.29 de [], qui fournit
une estimation de I'image par le foncteur Homz(r,) (Al,-) des foncteurs étudiés
dans larticle en question, sert de succédané élémentaire au corollaire [L1.11].
Dans le dernier chapitre de [Djal]], nous étendons la méthode de [
employant le corollaire de facon beaucoup plus générale.

12 La filtration de Krull de la catégorie F

La conjecture que nous introduisons dans ce paragraphe, appelée conjec-
ture artinienne extrémement forte (elle implique la conjecture artinienne tres
forte ), affirme que la restriction aux objets localement finis du foncteur
d’intégrale en grassmanniennes w : Fg, — F envoie la filtration de féfr donnée

par les sous-catégories }“g; <, dans la filtration de Krull de F, et induit une
équivalence entre les quotients associés. Apres des préliminaires présentés dans
le paragraphe , nous exposons les différentes formes de la conjecture artini-
enne extrémement forte et les cas particuliers qu’on peut en établir (§) puis
en examinons des conséquences importantes (§ )

12.1 Foncteurs oméga-adaptés

Nous nous intéresserons a la propriété suivante d’une sous-catégorie pleine A

de F:

Hypotheése 12.1. Pour toute suite exacte courte 0 - A — B — C — 0 de F,
si deux des objets A, B, C appartiennent a A, il en est de méme du troisieme.

Conjecturalement, les foncteurs oméga-adaptés de hauteur au plus n intro-
duits ci-apres sont exactement les foncteurs noethériens de type n de F. L’étude
de ceux-la se ramene essentiellement a celle d’objets finis de Fg,, ce qui les rend
assez facilement maniables.

3En fait, cet article travaille sur les objets duaux, de co-type fini. Nous avons traduit, pour
la cohérence de I'exposition, ses énoncés en termes de foncteurs de type fini.
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Définition 12.2. Soit n € Z. Nous noterons F¢~%") la plus petite sous-
catégorie pleine de F vérifiant et contenant 'image de la restriction a la
sous-catégorie ‘Fér,<n des objets finis de Fg, <, du foncteur w<, : Fgr<n — F.
Nous dirons que F' est oméga-adapté de hauteur au plus n s’il est objet de
]:w—ad(n).
Proposition 12.3. 1. Le produit tensoriel d’un objet de F= ") et d'un
objet de F@=2Um) est un objet de F—adntm),

2. Les sous-catégories F*~%") sont stables par le foncteur différence de F.

3. Tout foncteur oméga-adapté est pfy.

Démonstration. Si X est un objet fini de Fg, <k, alors le produit tensoriel de
w<k(X) et d’'un objet oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-adapté de
hauteur au plus n + k. En effet, la sous-catégorie pleine des objets de F dont
le produit tensoriel par w<i(X) est oméga-adapté de hauteur au plus n + k
contient les w<,(A), pour A € Ob}“é:‘n, par la proposition , et vérifie
I’hypothese . On démontre ensuite par le méme raisonnement 1’assertion [J.
La proposition montre, par exactitude de w, que w transforme un objet
pfeo, donc en particulier un objet fini (cf. corollaire ), en un objet pf..
Comme la sous-catégorie pleine des objets pf,, de F vérifie 'hypothese ,

par la proposition , on en déduit 'assertion E
Pour ’assertion ], on considere la sous-catégorie pleine C,, des objets F' de F
tels que AF appartient & F<~24(") Les propositions @ et montrent que C,
contient w<,(X) pour X € Ob fér,<n' D’autre part, I'exactitude du foncteur
différence montre que C,, vérifie 'hypothese , ce qui achéve la démonstration.
O

Ezemple 12.4. Les projectifs standard Py = w(P(gVTV)) = w(p(P3*™)) de F sont

oméga-adaptés, de hauteur dim V' (le fait que cette hauteur n’est pas strictement
inférieure a dim V' n’est pas tout a fait immédiat ; il découlera des considérations
de [Djad).

Nous utiliserons, dans cette section, le théoreme [L0.1(] par I'intermédiaire du
résultat d’annulation cohomologique suivant.
Proposition 12.5. Soient n € N, X un objet de Fgr >n et F' un objet de
Fe=edn=1) " On a Bxth(F,ws, (X)) = 0.

Démonstration. Cette propriété s’obtient & partir du corollaire et de I'ob-
servation que la sous-catégorie pleine de F formée des objets F tels que Ext’ (F, ws, (X)) =
0 vérifie hypothese [L2.1]. O

12.2 La conjecture artinienne extrémement forte

Nous introduisons la conjecture artinienne extrémement forte sous une forme
globale utilisant la notion de foncteur oméga-adapté.

Conjecture 12.6 (Conjecture artinienne extrémement forte). Pour tout
n € N, un quotient d’un foncteur oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-
adapté de hauteur au plus n.

Remarque 12.7. Cet énoncé implique déja la conjecture artinienne sous sa forme
minimale en raison de I'assertion ] de la proposition 2.3

La proposition suivante lie la conjecture artinienne extrémement forte a la

filtration de Krull de F.
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Proposition 12.8. Supposons la conjecture vérifiée.

1. Pour tout n € N, la sous-catégorie F*=") de F est épaisse. Elle est
égale a la sous-catégorie Fnr(n) des objets noethériens de type n de F.

2. De plus, le foncteur wy, : Fgr n — F induit une équivalence de catégories
entre fénn et FNT(n)/ FNT(n-1)-

3. Désignons par F@—ad(n) lq plus petite sous-catégorie épaisse de F stable
par colimites contenant F<~%")  C’est aussi la catégorie des foncteurs
qui sont colimite de leurs sous-foncteurs noethériens de type n. Alors la
filtration de Krull de F est donnée par K, (F) = Fw—adn) et le foncteur

wy, tnduit une équivalence de catégories entre féfrn et Kn(F)/Kn-1(F).

Démonstration. Les sous-catégories F*~4") de F sont par hypothese stables
par quotients et elles vérifient , elles sont donc épaisses. La description de
Fw—ad(n) comme sous-catégorie pleine des objets colimite de leurs sous-objets
oméga-adaptés de hauteur au plus n vient de ce que les foncteurs oméga-adaptés
sont de présentation finie (assertion E de la proposition ) et de la proposi-
tion .

On note ensuite que F¥~24") est I'image réciproque par le foncteur canon-
ique F — F/F«—edn=1) de I'image, notée C,,, du foncteur fgr ,, — F/Fwmadn-1)
induit par w,. En effet, la sous-catégorie des objets de F dont I'image dans
FJFe=edn=1) appartient & C, vérifie et contient bien les w;(X) pour i < n
et X € ObFY, .,
de F isomorphe & w,(X) dans F/F*=2n=1 avec X € Ob}‘gfnn,
tion prouve? qu’il existe dans F un morphisme F' — w, (X) dont le noyau

et le conoyau appartiennent & F«~%("=1) ce qui entraine que F appartient &
]:w—ad(n).

donc elle contient F@~4(") Réciproquement, si F est un objet

la proposi-

On établit les autres résultats par récurrence sur I'entier n. Ils sont clairs
pour n = 0. On suppose donc n > 0 et la proposition vérifiée au rang n — 1.
Le foncteur w,, induit une équivalence entre ]—"gr ,, et la sous-catégorie épaisse

Fe—adn) | Fe—adn=1) qe F/Fw=edn=1) ot aussi de }“g; » vers la sous-catégorie

épaisse Fw—ad(n) /Fw—adn—1) de F/Fw—ad(n—1)  Cela montre en particulier,
compte-tenu de ’hypothese de récurrence, que ces images sont respectivement
incluses dans Fnrn)/FNT(n—1) et Kn(F)/Kn_1(F).

Si X est un objet fini non nul de Fg, 1, avec k > n, alors wi(X) est limite
de ses quotients appartenant & F“~%") et n’y appartient pas lui-méme, par la
proposition . On en déduit que son image dans F/F*~24"=1) est infinie,
donc que wy,(X) n’est pas noethérien de type n, puisque F«—ed(n—1) = FNT(n-1)
par 'hypothese de récurrence. Cela entraine qu’il n’y a pas, dans F, d’objet
noethérien de type n qui ne soit pas oméga-adapté de hauteur au plus n. On a
donc ]:NT(n) = Fw—ad(n)

Comme la catégorie F est localement noethérienne, par la remarque , la
proposition donne K,,(F) = Fnr(n) = F@=), d’ou la proposition. [

Les deux énoncés qui suivent constituent les versions « locales » de la con-
jecture artinienne extrémement forte.

4Utiliser les résultats de base sur les catégories abéliennes quotients donnés dans [
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Conjecture 12.9. Soit n € N. Le foncteur evact Fg,n —= F — F/Kn_1(F)
induit un isomorphisme Gg (Frn) = Gg (F/Kn-1(F)) qui préserve les classes
des objets simples.

Conjecture 12.10. Soit n € N. Pour tout objet simple S de Fg, n, le foncteur
wn(S) de F est simple noethérien de type n. De plus, un foncteur de F est
simple noethérien de type n si et seulement s’il est isomorphe a un quotient non
nul d’un tel objet.

La proposition fournit ’équivalence entre les différentes conjectures de
ce paragraphe.

Corollaire 12.11. Les conjectures [12.4, |12.9 et [12.1() sont équivalentes.
Démonstration. La proposition montre que la conjecture implique la

conjecture .

La proposition montre que la conjecture entraine la conjecture .

Supposons maintenant la conjecture satisfaite. Alors tout foncteur oméga-
adapté de hauteur au plus n appartient a K,, (F). On montre par récurrence sur
n € N que la sous-catégorie F¥~") de F est épaisse et que les objets de
Ko (F) sont colimite de sous-objets oméga-adaptés de hauteur au plus n. Si
cette assertion est vérifiée, tout quotient strict d’un foncteur du type wp4+1(S),
ot S € Ob Fg, 41 est simple, est oméga-adapté de hauteur au plus n : un tel
quotient appartient a IC,,(F) (parce que la conjecture est satisfaite), et est
de type fini. En particulier, tous les quotients de wy, 11(S) sont dans F«—aed(n+1),
On en déduit que la sous-catégorie F«~24"+1) de F est épaisse. Son image dans
le quotient F/K,,(F) contient les objets simples de cette catégorie (car la conjec-
ture est satisfaite) ; elle est épaisse. Le fait que les foncteurs oméga-adaptés
sont de présentation finie implique, par la proposition , que la sous-catégorie
des foncteurs de F qui sont colimite de leurs sous-foncteurs oméga-adaptés de
hauteur au plus n 4 1 est aussi épaisse. On en déduit que cette sous-catégorie
coincide avec K,,11(F), par définition de la filtration de Krull. Cela établit la
conjecture et acheve la démonstration. O

En considérant les objets simples pseudo-constants des Fg, , dans la con-
jecture [2.10], on obtient le résultat suivant.

Corollaire 12.12. La conjecture artinienne extrémement forte implique la con-
jecture artinienne tres forte .

Résultats partiels sur la filtration de Krull de F Dans [Djad], nous
établirons les résultats suivants. Le premier démontre la moitié de la conjec-
ture [12.1( pour n = 1 et k = Fy; le second, qui généralise 'important théoréme
de simplicité de Powell (cf. [[Pow98d]), consistue une forme affaiblie de cette
conjecture valable pour tout n.

Théoreme 12.13. Le foncteur wy : Fgr1(F2) — F(Fs2) induit une équivalence
entre la sous-catégorie fénl(FQ) des objets finis de Fgr1(F2) et une sous-
catégorie épaisse de F(Fa)/F,(Fa).

Dans le théoréme ci-dessous, les endofoncteurs V,, de F(Fy) sont les
duauz de ceux introduits par Powell dans [Pow98H]. Explicitement, on a

- > e ipa @nyx F(VOL)
Va(F)(V) = im (F(V @ F,®r) =<0

FV @FQ)).
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On désigne par W@n la plus petite sous-catégorie épaisse stable par colimites
de F contenant les foncteurs V,-nilpotents.
Théoréme 12.14. Pour tout n € N*, le foncteur wy, : Fgr n(Fa) — F(F2) in-
duit une équivalence entre la sous-catégorie féT,n(Fg) des objets finis de Fgr n(F2)
et une sous-catégorie épaisse de F(F2)/Nilg .

L’intérét de ce théoréme réside dans le fait qu'un foncteur oméga-adapté de

hauteur strictement inférieure a n est V,-nilpotent.
Nous déduirons du théoreme le résultat suivant.

Théoréme 12.15. Pour tout foncteur fini F de F(F2), le foncteur PﬁQ QF
est noethérien de type 2.

12.3 Conséquences de la conjecture artinienne extrémement
forte

Nous donnons des propriétés des foncteurs oméga-adaptés qui montrent que
la conjecture artinienne extrémement forte implique des conjectures profondes
sur la structure de la catégorie F que les formes plus faibles de la conjecture
artinienne ne suffisent pas a résoudre.

Proposition 12.16. Soient k € N et F' un foncteur de oméga-adapté de F. 1l
existe N € N tel que pour tout n > N et tout foncteur analytique A de F tel
que A(0) =0, on ait Extz(A®" F) = 0.

Démonstration. Comme la sous-catégorie pleine des foncteurs F' de F tels que
Ext*(A®" F) = 0 pour n assez grand vérifie ’hypothese , il suffit de
démontrer assertion lorsque F' = w(X), olt X est un objet fini de Fg,.
Comme A(0) = 0, le foncteur A admet une résolution projective dont les
termes sont du type Py ® B;, donc A®™ admet une résolution projective dont les
termes sont du type P°" ® C;. Pour tout entier n > deg(X) et tout £ € Ob Sér,

homg, (L(PZ" ® C;) ® PE", X) ~ homg, (1(C;) @ PE", (A9)"X) =0
(par le corollaire p.39), donc Ext}, (:(A®™) ® PE™, X) = 0, puisque ((PZ" @

C;) ® PE"); est une résolution projective de t(A®") ® Pg". 1isomorphisme ([L0))
de la proposition fournit alors Extg, (:(A%®"), X) = 0 pour n > deg(X).

La conclusion résulte donc de la proposition . O
Remarque 12.17. 1. L’argument d’annulation cohomologique utilisé dans cette
démonstration, analogue a la proposition 1.5.1 de || d), est dii originelle-

ment & Pirashvili (cf. remarque Iil)

2. Cette proposition est surtout significative en degré 0, i.e. pour les foncteurs
hom internes. En particulier, elle illustre le comportement radicalement
différent du foncteur différence A ~ Homg (P, -) et de Hom g (F, -) pour
F fini.

3. Pour k = I, le cas le plus intéressant est celui ot A = Al (cf. [Dja0d]).

Proposition 12.18. Si F' est un foncteur oméga-adapté de F, pour tout i € N,
lensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples S de F tels que Ext’z(S, F') #
0 est fini.
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Démonstration. 1l suffit de montrer la propriété pour F' de la forme w,(X),

oun € Net X € ObFs .. Pour n = 0, cela vient de ce que les objets finis
de F sont co-pfe (cf. [] pour les détails); pour n > 0, tous les groupes
Ext’z(S, w, (X)) sont nuls par le corollaire [L0.11], d’ott la proposition. O

Cet énoncé est a comparer a la forme de la conjecture artinienne donnée par

I’assertion E de la proposition .

Le groupe de Grothendieck Gtof (F) Le foncteur exact w préserve les objets
de type fini, il induit donc un morphisme de groupes w; : G{; (Fgr) — Gf)f (F),
qui est un morphisme d’anneaux lorsqu’on munit la source de la structure mul-
tiplicative induite par le produit tensoriel total (cf. proposition ) Si F est
un foncteur oméga-adapté, la classe de F' dans Gf)f (F) appartient & I'image de
wy, donc la conjecture artinienne extrémement forte implique que ce morphisme
est surjectif. On peut compléter cette remarque comme suit.
Notation 12.19. Soient S un systeme complet de représentants des objets sim-
ples de F et Gg (F) le groupe produit ZS. Le morphisme de groupes canonique
j: Gtof(]:) — Gg(]:) s’obtient en associant & un objet de type fini F' de F la
famille des multiplicités d’un élément S de S dans F.

Dans [Djad], nous établirons le résultat suivant.
Théoreme 12.20. Le morphisme Gg(ng(Fg)) =, Ggf(f(IFg)) EN @g(}"(Fg))
est injectif.
Corollaire 12.21. Si la conjecture artinienne extrémement forte pour Fo est
vérifiée, alors le morphisme w, : G} (Fgr(Fa)) — G (F(Fy)) est un isomor-
phisme, et le morphisme canonique j : G5 (F(Fa)) — Gi (F(Fy)) est un monomor-
phisme.

13 Résultats d’annulation cohomologique dans
f‘z’nj
La comparaison entre les groupes d’extensions dans les catégories F et des
modules sur un groupe linéaire s’opere naturellement par I'intermédiaire de la
catégorie Fip; (ou Feyrj); on peut lillustrer par le diagramme commutatif

Oinj

f

eve, l/ levn

KM, (k) Mod —— gL, (k) Mod

dans lequel la fleche inférieure est le foncteur de restriction : il s’agit d’étudier
le comportement cohomologique du foncteur composé F — g, (yMod de ce
diagramme.

Ce principe est implicite dans la démonstration de Suslin, donnée dans I’ap-
pendice de [], du théoreme selon lequel ce foncteur induit un isomor-
phisme entre les groupes d’extensions entre deux foncteurs finis de la catégorie
F, pourvu que n soit assez grand.
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Le résultat principal de cette section constitue une généralisation de ce
théoréme. Il est démontré dans le paragraphe [13.2, & partir d’une propriété
d’annulation cohomologique déduite du théoreme relatif au foncteur w :
Fgr — F et de la proposition relative & auto-dualité du foncteur .

Le premier paragraphe établit, de fagon directe, une autre propriété d’an-
nulation cohomologique du foncteur d’oubli 0;,; : F — Fipj. Dans le para-
graphe , nous formulons une conjecture sur la filtration de Krull de la
catégorie F;,; analogue a la conjecture artinienne extrémement forte. Nous
en démontrons un cas particulier a ’aide des résultats des deux paragraphes
précédents.

13.1 Une propriété élémentaire

Le résultat que nous établissons dans ce paragraphe (proposition ) re-
pose uniquement sur les résultats de la section E Pour les appliquer plus com-
modément, pour traitons d’abord de la catégorie Fsyr;.

Lemme 13.1. Il existe dans Fsyurj un épimorphisme scindé O(F)éP“j“Tj —»
o(F) naturel en les objets V de 7, . et F de F.

surj

Démonstration. On définit un morphisme naturel o(F) ® P3*"? — o(F) comme
I’adjoint de la projection canonique

w(o(F)® P ~ wo(F) @ w(Py") ~ wo(F) ® Py — wo(F) — F

déduit de I’épimorphisme Py — k et de la cotlinité de ’adjonction, via la propo-
sition . _
D’autre part, épimorphisme V' — 0 induit un morphisme Isy ~ P/ —
P dans Fyyj, d’ott un morphisme naturel o( F) =~ o(F) ® Isg — o(F) & Py .
On vérifie aussitot que le morphisme o( F) — o(F) ® P3*"? — o(F) composé
des deux fleches précédentes est I'identité. O

Proposition 13.2. Soient X un objet fini de Four; et F' un objet de 7. On a
Extr,,  (o(F), X) =0.

Démonstration. Par la proposition , il existe un espace vectoriel de di-

mension finie V' tel que dy(X) = 0. La proposition et le corollaire E]I

montrent alors que Exty (o(F)® Pp"’, X) ~ Exty (O(F),(SV(X)) = 0.
. * . * > psurj

Mais Extz  (o(F), X) est' f:acteur direct de Extz  (o(F)® Py, X) par le

lemme , d’ou1 la proposition. [l
Revenons maintenant a la catégorie F;,,;, plus naturelle pour les considérations

suivantes.

Proposition 13.3. Soient X un objet localement fini de Fin; et F' un objet de
F.Ona
EXti;_—inj (X, Oingj (F)) =0.

Démonstration. Le cas o X est fini est dual du précédent. Le cas général s’en
déduit par passage a la colimite. O
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13.2 Propriétés utilisant le foncteur w

Nous présentons maintenant d’autres résultats d’annulation cohomologique
dans la catégorie F;,,;, reposant sur le théoreme | (J et la proposition suivante.
Jo

Proposition 13.4. Les endofoncteurs win;0in; et wk de F sont isomorphes.

Démonstration. Soit k : F — ]T—gr le foncteur de précomposition par le foncteur
de réduction & : 55T — &, On a des isomorphismes canoniques WinjOinj =~ W OK
et wk >~ Wo kK, ol W (resp. &) est le foncteur introduit dans la notation
(resp. ), de sorte que la proposition donne la conclusion. O

On introduit a présent un foncteur tres analogue a Z.
Définition 13.5. On définit un endofoncteur J de Fg, par

JX)(V.B)= @ X(V/W.B/W),
Wegr(B)
I'application lindaire
TX)(f) : T(X)(V.B) = T(X)(V', B
(ol f: (V,B) — (V/, B') est une fleche de £J,) ayant pour composante
X(V/W,B/W) — X(V' /W', B JW’)

lapplication linéaire induite par le morphisme (V/W, B/W) — (V' /W', B’ /W)
induit par f si f(W) =W’ 0 sinon.
La propriété suivante justifie I'apparition du foncteur J dans ce paragraphe.

Proposition 13.6. I existe un isomorphisme de foncteurs wrkw ~ w.J .

Démonstration. On 'obtient par la suite d’isomorphismes naturels

wiw(X) (V)= @@ wX)(V/W)~ P X(V/W,B/W)

wegr(V) WcCcBCV
~ P TX)(V,B)=wI(X)(V).
Begr(V)

O
La proposition suivante est la plus importante de cette section. Elle joue dans
Finj un role analogue a celui qu’occupe le théoreme dans la catégorie Fg,.

Proposition 13.7. Soient X un objet localement fini de Fg, et Y un objet de
Fgr. 1l existe un isomorphisme naturel gradué ExtF, (0injw(X),0imjw(Y)) ~

Ext}, (X,ZJ(Y)).

Démonstration. Le foncteur o0;,; étant adjoint & gauche & w;,; (proposition
), le corollaire @, la proposition , la proposition puis le théoreme
procurent des isomorphismes gradués naturels

Ext*fm (0injw(X), 0injw(Y)) ~ Ext’r(w(X), @Win;j0injw(Y))

J

~ Extr(w(X),wkw(Y)) ~ Ext’z(w(X),wT (Y)) =~ Ext;, (X, ZJ(Y)).
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Remarque 13.8. Ainsi, pour obtenir un énoncé relatif & la catégorie Fj,;, nous
avons transité par la catégorie Fg,, dont I’étude requiert celle de Fyrj. Cela
explique pourquoi nous avons dii introduire les deux catégories Finj et Fourj-

Le corollaire suivant permet d’utiliser la proposition tout en s’affran-
chissant des foncteurs Z et 7.

Corollaire 13.9. Soient k,n € N, X un objet localement fini de Fg, et Y un
objet de Fgpn.

1. Sik <mn, alors Ext*finj (0injwi(X), 0imjwn(Y)) = 0.

2. Stk =n, le foncteur exact o, jwy, induit un isomorphisme naturel gradué
Extzr,n(X7 Y) = Ext*ﬁn’j (0injwn (X)), 0injwn(Y)).

Démonstration. On déduit ce résultat de la proposition de la méme facon
que l'on a déduit le corollaire du théoréeme . En effet, si A est un
objet de Fg, de coniveau au moins égal & n, inclusion canonique A — J(A)
induit apres application du foncteur Ry, <, un isomorphisme. |

Application a la K-théorie stable La démonstration par Suslin (cf. appen-
dice de [FFSS9J)) de I'isomorphisme entre la K -théorie stable de k et ’homologie
dans F(k) pour des foncteurs finis se décompose en deux étapes®.

Rappelons que I'on dispose d'un foncteur exact e : Finj — k[ar@))Mod, con-
formément au §@ Nous noterons F' +— F(k*) le foncteur F — yiqru)Mod
composé de 04,5 : F — Finj et du précédent. Il induit un morphisme gradué
naturel

EXti;_—mj (k) (Oinj (F), Oinj (G)) — EXtﬂt[GL(k)] (F(koo), G(koo))

pour F,G € ObF. La premiére étape de la démonstration de Suslin consiste
a démontrer que ce morphisme est un isomorphisme lorsque F' et G sont finis;
c’est vrai en fait lorsque F' est pfy, et G fini (cf. [Pir0J], proposition 4.3). Le
lien avec la K-théorie stable vient de ce que, a dualisation pres, les groupes
d’extensions Extycp g (F(k*), G(k>)) sont des groupes de K-théorie stable
de k (voir encore [])

Corollaire 13.10. Soient X un objet fini de Fg, et F un objet fini de F. Il
existe un tsomorphisme naturel gradué

Extycr o) (W(X) (&™), F(k>)) ~ Extg, (X, Zr(F)).

Démonstration. Comme X est pfy, et que le foncteur exact w préserve les pro-
jectifs de type fini, w(X) est pfeo, de sorte que Exty, ) (0injw(X), 0inj(F)) =~
Extye ) (w(X)(k>), F(k>)). On conclut en appliquant la proposition 3.7,
puisque JPo.n =~ K. |

Lorsque X est de niveau 0, i.e. que w(X) est un objet fini de F, on retrouve

le résultat de Betley-Suslin affirmant que le morphisme naturel Ext»(F,G) —
Extye o) (F(k>), G(k>)) est un isomorphisme si F' et G sont finis.

5Scorichenko a étendu le ultat de Suslin au cas des modules sur anneau arbitraire — cf.

le dernier chapitre de [FFPS03).
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13.3 La filtration de Krull de la catégorie F;,;

Le corollaire et la proposition nous amenent a formuler la conjecture
suivante.

Conjecture 13.11 (Conjecture artinienne extrémement forte pour F;,;).
Pour tout n € N, le foncteur omjwn : Fgrn — Finj induit une équivalence entre

les catégories fé];n et Kny1(Fing)/Kn(Fing)-

Si la conjecture artinienne extrémement forte est satisfaite, cet énoncé équivaut
au suivant.

Conjecture 13.12. Pour tout n € N, le foncteur o0;,; induit une équivalence
entre les catégories K (F)/Kn-1(F) et Kpt1(Fing)/Kn(Fing)-

Le résultat suivant donne une réponse positive partielle a la conjecture
pour n = 0.
Proposition 13.13. Le foncteur ojn; : F — Fin; induit une équivalence entre

la sous-catégorie F1 de F et une sous-catégorie épaisse de fmj/]:ilij.

Démonstration. Si S est un objet simple de F, le corollaire montre, par
dualité, que 0;n;(F') est un objet simple noethérien de type 1 de Fj,;, donc
un objet simple de Fiy; /}‘fﬁ; Le corollaire (appliqué avec n = 0) et la
proposition établissent par ailleurs que le foncteur o0;,; induit un foncteur
pleinement fidele entre F/ et une sous-catégorie de Finj/ fl.lzj stable par exten-
sions. Cela prouve la proposition. O

Remarque 13.14. 1. Dans [, nous établissons ce résultat de fagon différente.
La méthode suivie, moins élémentaire que celle de la proposition [13.13, est
une variante moins technique de la démonstration du théoreme :12.1 que
nous donnerons dans ], théoreme que 'on ne peut pas en revanche
montrer de maniere aussi directe que la proposition , le corollaire
n’ayant pas d’équivalent dans la catégorie F.

2. La proposition esquisse une autre approche de la catégorie Fiy,; / .7:% i

Malheureusement, celle-ci ne semble pas suffisante pour établir simplement

que tous les objets simples de la catégorie Fiy,;/ .7-'%]- sont dans I'image du
Oinj Lf
foncteur F — Finj — Finj/Fijyj-

A Adjonctions

A.1 Algebre homologique
La propriété immédiate suivante est d’un usage tres courant dans les catégories
de foncteurs.

Proposition A.1. Supposons que A et B sont deuz catégories abéliennes possédant
suffisamment d’objets injectifs. Si F' : B — A et G : A — B sont des fonc-
teurs exacts tels que F est adjoint a droite a G, alors lisomorphisme naturel
hom4(X, F(Y)) ~ homg(G(X),Y) s’étend en un isomorphisme naturel gradué

Ext (X, F(Y)) ~ Extg(G(X),Y).
Nous utiliserons parfois cette proposition via le corollaire suivant.

Corollaire A.2. Supposons que :
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. A et B sont deuz catégories abéliennes, A possédant assez d’injectifs;

2. F et G sont deuzr endofoncteurs exacts de A, avec G adjoint & gauche a
F .

J

3. H:B— A est un foncteur exact;
4. K est un endofonteur de B tel que F o H ~ Ho K ;
5. il existe une transformation naturelle injective j : idg — K.

Soient X un objet de A tel qu’il existe n € N tel que G"(X) =0 et Y un
objet de B. On a Ext’y(X,H(Y)) = 0.

Démonstration. Quitte a remplacer F' par F™, G par G" et K par K", on peut
supposer n = 1.
Pour tout objet Y de B, on a une suite exacte naturelle

fn

0-Y N kW) & K(v) 22 I Ky I

ouY); =Y et fi = jy, et pour n > 1, Y, = coker f,,_1 et f, est la composée

K(Y,_1) - Y, 2% K(Y,). En appliquant le foncteur exact H & cette suite
exacte et en utilisant I'isomorphisme FoH ~ Ho K, on en déduit une résolution
de H(Y) par les objets F(H(Y;)). Comme Ext’ (X, F(A)) = 0 pour tout A €
Ob A par la proposition , cela donne la conclusion. O

A.2 Monades et comonades

Pour les démonstrations des propriétés rappelées ci-dessous, nous renvoyons
a [MLT]], chapitre VI.
Définition A.3. Soit C une catégorie.

1. Une monade sur C est un triplet (T',n, ) formé d’un endofoncteur T' de
C et de transformations naturelles 1 : ide — T et pu : T? — T telles que
ponr =idr = poT(n) et poT(u) = popr. La transformation naturelle
w est appelée multiplication de la monade.

2. Une comonade sur C est une monade sur C°?, i.e. un triplet (7, ~, d) formé
d’un endofoncteur 7' de C et de transformations naturelles v : T' — idc et
§:T — T? telles que yr 0§ = idr = T(y)od et S0 =T(§) o 4.

Convention A.4. Dans la suite de cet appendice, nous considérons des catégories
A et B et des foncteurs F': B — A et G : A — B tels que F est adjoint & droite
aG.
Proposition A.5. L’adjonction entre F' et G détermine :

1. une monade (FG,n, F(yg)) sur A;

2. une comonade (GF,~v,G(nr)) sur B.

Définition A.6. 1. Soit (7,7, 1) une monade sur une catégorie C. Un mod-
ule sur cette monade est la donnée d’un objet X de C et d'un morphisme
m:T(X)— X tel que monyx =idx et moT(m)=mopux : T?(X) — X.

2. Soit (T,7,0) une comonade sur une catégorie C. Un comodule sur cette
comonade est un module sur la monade de C°P associée, i.e. un objet
X de € muni d’'un morphisme ¢ : X — T(X) tel que yx o ¢ = idx et
T(c)oc=6bxoc: X — T*X).
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On définit de fagon évidente la notion de morphisme de modules sur une
monade, ou de comodules sur une comonade. On prendra garde au fait que
nous nommons module (resp. comodule) ce que Mac Lane appelle algébre (resp.
coalgebre).

Proposition A.7. [l existe un foncteur de A wvers la catégorie des comodules
sur la comonade (GF,~,G(nr)) ; il s’obtient sur les objets en munissant G(X)
(ot X € ObA) de la structure de comodule donnée par le morphisme G(nx) :
G(X) — GFG(X).

Cette proposition possede une variante duale en terme de monade.

Le résultat suivant, qui se déduit de , chapitre VI, §7, théoreme 1,

est un cas particulier du théoréeme de Beck.
Proposition A.8. Faisons les hypothéses suivantes :
1. les catégories A et B sont abéliennes ;
2. le foncteur G est exact et fidéle.

Alors le foncteur de la proposition précédente de A wvers la catégorie des
comodules sur la comonade déterminée par l'adjonction entre F' et G est une
équivalence de catégories.

Dualement, on a le résultat suivant.

Proposition A.9. Fuaisons les hypothéses suivantes :
1. les catégories A et B sont abéliennes ;
2. le foncteur F est exact et fidéle.

Alors la catégorie B est équivalente a la catégorie des modules sur la monade
déterminée par l’adjonction entre F et G.

B Propriétés de finitude dans les catégories abéliennes

Cet appendice donne les définitions, notations et propriétés relatives aux no-
tions de finitude utilisées dans cet article. La plupart des ces notions se trouvent

dans [[Pop73, [[Gab69| ou ; d’autres références et les démonstrations sont

données dans [Dja

Convention B.1. Dans cet appendice, A désigne une catégorie de Grothendieck.

On rappelle que, par définition, une catégorie de Grothendieck est une catégorie
abélienne possédant des colimites, un ensemble de générateurs et dans laque-
lle les colimites filtrantes sont exactes. Une telle catégorie possede toujours des
limites, des enveloppes injectives et un cogénérateur injectif (cf. , §3.7
et [[Gab62), chapitre II, §6).

B.1 Définitions

Soit A un objet de A.

Définition B.2. On dit que A est :
1. noethérien si toute suite croissante de sous-objets de A stationne;
2. artinien si toute suite décroissante de sous-objets de A stationne;

3. de type fini si toute suite croissante de sous-objets de A de colimite A
stationne;
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4. de co-type fini si toute suite décroissante de sous-objets de A de limite
nulle stationne.

Notation B.3. Nous désignerons par A*/ la sous-catégorie pleine des objets
de type fini de A.

Définition B.4. On dit que la catégorie A est localement noethérienne (resp.
co-localement artinienne) si elle posséde un ensemble de générateurs (resp.
cogénérateurs) noethériens (resp. artiniens).

Hypothese B.5. Il existe dans A un ensemble de générateurs projectifs de
type fini.

Le premier point de la définition suivante est valable sous I'hypothese @ :
la « bonne » définition d’un objet pf,, est différente lorsque cette hypothese n’est
pas vérifiée.

Définition B.6. Soit n € N*. On dit que A est :

1. de n-présentation finie, en abrégé pf,, s’il existe une suite exacte P, —
P,y —--— Py— A—0,oules P, sont des objets projectifs de type
fini de A.
2. de n-co-présentation finie, en abrégé co-pf,, s’il existe une suite exacte
0— Iy — -+ — I, oules I; sont des objets injectifs de co-type fini de A.
On dit que A est de présentation finie s’il est de 1-présentation finie, pfy, s’il
est pf, pour tout n. On adopte des simplifications terminologiques analogues
pour les objets co-pf; (ainsi, on écrira co-pf pour co-pfy).
La manipulation des objets pfy, est facilitée par la proposition suivante :
Proposition B.7. Soit 0 — A — B — C — 0 une suite exacte de A. Si deux
des objets A, B et C' sont pfs, il en est de méme du troisiéme.

Définition B.8. On dit que A est :
1. simple s’il est non nul mais que tous ses sous-objets stricts sont nuls;
2. fini s’il admet une filtration finie de sous-quotients simples ;
3. localement fini s’il est colimite de ses sous-objets finis;
4. co-localement fini s’il est limite de ses quotients finis.

Notation B.9. On note A/ (respectivement AY) la sous-catégorie pleine des
objets finis (resp. localement finis) de A.

Définition B.10. Une sous-catégorie de Serre de A est une sous-catégorie
pleine C de A stable par sommes directes finies et par sous-quotients.

Une sous-catégorie épaisse de A est une sous-catégorie de Serre de A stable
par extensions.

Proposition B.11. 1. La sous-catégorie AT de A est épaisse.

2. La catégorie A est une sous-catégorie de Serre de A. Si les objets simples
de A sont de présentation finie, elle est épaisse.

La derniere assertion de cette proposition est un cas particulier du résultat
suivant.

Proposition B.12. Soit C une sous-catégorie épaisse de A. Notons C la sous-
catégorie pleine de A dont les objets sont les colimites d’objets de C.

Si les objets de C sont de présentation finie, alors C est une sous-catégorie
épaisse de A.
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Définition B.13. 1. On appelle socle de A la somme soc(A) des sous-objets
simples de A.

2. On nomme radical de A intersection rad(A) des sous-objets stricts maxi-
maux de A. On appelle cosocle de A le quotient A/rad(A), noté cosoc(A).

Proposition B.14. Si A est localement fini et que soc(A) est fini, alors A est
de co-type fini.

B.2 Effet de foncteurs exacts

Les propositions énoncées dans ce paragraphe s’établissent par des méthodes
standard ; on en trouvera une démonstration compléte dans [Djaly.

Proposition B.15. Soient B une catégorie de Grothendieck et F' : A — B un
foncteur exact et fidéle.

1. Si X est un objet de A tel que F(X) est noethérien (resp. artinien) dans
B, alors X est noethérien (resp. artinien) dans A.

2. Si F commute aux colimites (resp. limites) filtrantes et si X est un objet
de A tel que F(X) est de type fini (resp. de co-type fini), alors X est de
type fini (resp. de co-type fini).

3. Supposons que F' est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre
de B. Si X est un objet noethérien (resp. de type fini, artinien, de co-type
fini) de A, alors F(X) est un objet noethérien (resp. de type fini, artinien,
de co-type fini) de B.

Proposition B.16. Soient i € N* et F' un foncteur exact et fidele de A dans
une catégorie de Grothendieck, commutant auz colimites filtrantes et préservant
les objets projectifs de type fini. Si X est un objet de A tel que F(X) est pf;,
alors X est pf;.

Proposition B.17. Soient B une catégorie de Grothendieck et F': A — B un
foncteur exact.

1. Supposons F fidéle. Si X est un objet de A tel que F(X) est fini dans B,
alors X est fini dans A.

2. Supposons que F' est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre
de B. Si X est un objet fini de A, alors F(X) est un objet fini de B.

B.3 Groupes de Grothendieck

Définition B.18. Soit C une sous-catégorie pleine et petite de A, contenant 0.
On appelle groupe de Grothendieck de C relativement & A le groupe abélien noté
Go(C; A) défini par générateurs et relations de la maniére suivante.

— Générateurs : un générateur [A] pour chaque objet A de C.

— Relations : [A] = [B] +[C] pour toute suite exacte courte 0 — B — A —

C — 0 de A dont tous les objets A, B, C sont dans C.

On a [A] = [B] dans Go(C; A) si A et B sont deux objets isomorphes de C, ce
qui permet de définir ce groupe lorsque C est seulement essentiellement petite.

Lemme B.19. La sous-catégorie A de A est essentiellement petite.

Cela permet de donner la notation suivante.
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Notation B.20. Nous noterons respectivement G (A), Gt/ (A) et Ko(A) les
groupes de Grothendieck Go(A7;A), Go(AY, A) et Go(C;.A), o C est la sous-
catégorie pleine des objets projectifs de type fini de A.

Le théoreme de Jordan-Holder dit que le groupe abélien Gg (A) est libre, les
classes des objets simples de A en formant une base.
Nous rappelons maintenant la notion de recollement de catégories abéliennes.

Définition B.21. Un diagramme de recollement est un diagramme du type

q l

VN P s
Co=A=EB
y4 ks

dans lequel :

— A, B et C sont des catégories abéliennes.

— Le foncteur [ est adjoint & gauche & e et e est adjoint & gauche a r (en
particulier, e est exact).

— L’unité idg — el et la coiinité er — idg sont des isomorphismes.

— Le foncteur ¢ est adjoint & gauche & i et i est adjoint & gauche & p (en
particulier, i est exact).

— L’unité ide — pi et la colinité qi — ide sont des isomorphismes.

— Le foncteur 4 est un plongement pleinement fidéle d’image kere (en par-
ticulier, ¢ identifie C & une sous-catégorie épaisse de A).

Dans cette situation, le foncteur e induit une équivalence A/C = B (nous
renvoyons le lecteur a pour ce qui concerne la notion de quotient d’une
catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse).

Nous renvoyons [] a ce sujet, ainsi que pour la démonstration de
la proposition suivante (et la description explicite de 'isomorphisme).

Proposition B.22. On a un isomorphisme de groupes Gg(A) o Gg (B)@Gg ©).

B.4 Filtration de Krull

Définition B.23. La filtration de Krull de la catégorie A est la suite croissante
de sous-catégories épaisses stables par colimites K, (A) de A définie inductive-
ment comme suit.

— La catégorie K, (A) est réduite a ’objet nul pour n < 0.

— Pour n > 0, K,,(A) est 'image réciproque par le foncteur canonique A4 —
A/K,—1(A) de la plus petite sous-catégorie épaisse et stable par colimites
de A/K,,—1(A) contenant tous les objets simples de cette catégorie.

Remarque B.24. On peut étendre de maniére claire la définition de la filtration
de Krull & tout ordinal (cf. [Gab6J); nous n’avons introduit que les termes
indicés par N car eux seuls interviendront dans notre contexte.

Définition B.25. On définit par récurrence sur n € NU{—1} les notions d’objet
simple noethérien de type n et noethérien de type n de A de la fagon suivante.
— Un objet est simple noethérien de type —1 s’il est nul.
— Un objet X est noethérien de type n s’il possede une filtration finie 0 =
Fy C Fy C -+ C F, = X telle que, pour tout i € {1,...,k}, le quotient
F;/F;_1 est simple noethérien de type a(i), pour un certain entier a(i) < n.
— Un objet est simple noethérien de type n pour n € N si et seulement s’il
n’est pas noethérien de type n — 1 et que tous ses quotients stricts sont
noethériens de type n — 1.
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Notation B.26. Nous désignerons par Ant(n) la sous-catégorie pleine de A
formée des objets noethériens de type n. Elle est épaisse.

Proposition B.27. Soient n € NU{—1} et X un objet noethérien de type n de
A. Alors X est noethérien, appartient a K,,(A) et son image dans A/K,_1(A)
(sim > 0) est finie. Elle est méme simple si X est simple noethérien de type n.

Réciproquement, un objet noethérien de A qui appartient a KC,,(A) est noethérien
de type n.

C Catégories de foncteurs

Nous rappelons ici quelques propriétés d’usage courant des catégories de
foncteurs. Bien que standard, elles ne sont pas toujours facilement accessibles
dans la littérature — voir [[Djal] pour plus de détails.

Convention C.1. Dans cet appendice, Z et J désignent des catégories essen-
tiellement petites, A et B des catégories abéliennes et A un anneau.

C.1 Généralités
Notation C.2. 1. Si F est un foncteur de J vers Z, nous désignerons par
F*:Fct(Z,A) — Fct(J, A) le foncteur de précomposition par F.
2. Pour tout foncteur G : A — B, nous désignerons par G, : Fct(Z, A) —
Fct(Z, B)G. le foncteur de postcomposition par G.

3. Soit E un objet de Z. Nous noterons evg : Fct(Z, A) — A et evg :
Fct(Z,4 Mod) — amyMod les foncteurs d’évaluation en E, donnés par
la précomposition par le foncteur *+ — Z d’image E et par le foncteur
pleinement fidele Endz(E) — Z d’image E respectivement.

Proposition C.3. 1. La catégorie Fct(Z, A) est abélienne.

2. L’exactitude se teste « argument par argument » : une suite X —Y — Z
de Fct(Z, A) est exacte si et seulement si la suite X (E) — Y (E) — Z(E)
est exacte dans A pour tout objet E de T.

3. Si A est une catégorie A-linéaire, Fct(Z, A) hérite d’une structure de
catégorie A-linéaire.

4. Supposons que la catégorie abélienne A est monoidale symétrique. Le bi-
foncteur

Fct(Z, A) x Fet(Z, A) ~ Fet(Z, A x A) 25 Fet (T, A)

définit une structure monoidale symétrique sur Fct(Z, A).

On rappelle que les notions de sous-catégorie de Serre et sous-catégorie
épaisse sont introduites dans la définition .

Proposition C.4. Soit F': A — B un foncteur.

1. Si F est exact (resp. additif, exact & gauche, exact & droite), il en est de
méme pour F, : Fet(Z, A) — Fct(Z,B).

2. Si F est fidéle, alors Fy est fidéle.

3. Si F est pleinement fidéle, alors F est pleinement fidele. Si de plus ['image
de F est une sous-catégorie de Serre (resp. épaisse) de B, alors l'image de
F, est une sous-catégorie de Serre (resp. épaisse) de Fect(Z,B).
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4. Si F posséde un adjoint a gauche G, alors G, est adjoint a gauche a F.
Proposition C.5. Soit F': J — Z un foncteur.

1. Le foncteur F* : Fct(Z,A) — Fct(J,A) commute auz limites et auz
colimites ; il est en particulier exact.

2. Si A est une catégorie monoidale symétrique, F* commute au produwit
tensoriel.

3. Si F' est essentiellement surjectif, F'* est fidéle.

4. Si F est plein et essentiellement surjectif, F* est pleinement fideéle, et son
image est une sous-catégorie de Serre de Fet(J,.A) stable par limites et
colimites.

5. Si F posséde un adjoint a gauche G, alors G* est adjoint a droite a F*.

Dans la suite de cette annexe, on ne s’intéresse plus qu’au cas ou la catégorie
but est la catégorie d’espaces vectoriels &.

C.2 Générateurs projectifs

Etant donné un objet E de Z, nous noterons PZ I'objet k[homz(E,-)] de
Fct(Z,&). On rappelle que k[.] désigne le foncteur de k-linéarisation; ainsi,
k[F] désigne la k-linéarisation k[.]. F' d’un foncteur F' : Z — Ens.

La bifonctoralité de homz permet de considérer E +— PZ comme un foncteur
TP — Fet(T, &).

Proposition C.6 (Lemme de Yoneda linéaire). Il existe un isomorphisme
hompet(z ¢,) (PE, F) ~ F(E)

naturel en les objets E de T et ' de Fct(Z, &).

Proposition et définition C.7. Les objets PL forment un ensemble de générateurs
projectifs de type fini de Fet(Z, &) lorsque E parcourt un squelette de . On les
appelle générateurs projectifs standard de Fct(Z, &).

Corollaire C.8. La catégorie de foncteurs Fct(Z,E) est une catégorie de

Grothendieck vérifiant I’hypothése @

Corollaire C.9. Pour tout foncteur F' : J — I, le foncteur de précomposition

F*:Fct(Z,&) — Fet (T, &) admet un adjoint & droite et un adjoint o gauche.
Les extensions de Kan (cf. [ML71], ch. X) permettent de donner une con-

struction des adjoints.

Remarque C.10. Si deux objets V et W de Z possédent une somme, on a un

isomorphisme canonique PZ ® PL, ~ PL ...

Corollaire C.11. Supposons que I posséde des sommes finies. Alors le produit

tensoriel de Fct(Z,E) préserve les objets projectifs et les objets de type fini.

Proposition et définition C.12 (Dualité entre catégories de foncteurs).
Notons Dry : Fet(Z,8)% ~ Fct(IF,E") — Fct(Z,&) le foncteur de
postcomposition par le foncteur de dualité (.)* = homg(.,k) : EF — &, et
D7y = Dzov i : Fet (I, & )P — Fet(Z, &).

1. Les foncteurs Dz et D7, sont exacts et fideles.

2. Le foncteur Dz est adjoint a droite a (D7 )°".
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3. Ces foncteurs induisent des équivalences de catégories réciproques ['une
de Uautre entre Fct(Z, Eﬂ{)"p et Fet(Z°P, Sﬂ{).
Ces foncteurs seront appelés foncteurs de dualité.

Ce résultat entraine formellement, via la proposition @, la propriété suiv-
ante.

Proposition et définition C.13 (Cogénérateurs injectifs standard). Pour
tout objet E de T, nous noterons I ’objet D’Lk(Pgop) de Fct(Z, &) (ainsi, on
a IL(V) = kbomz(VE) ) - Cette construction est fonctorielle contravariante en E.

1. Il existe un isomorphisme hompey(z e,)(F,IE) ~ F(E)* naturel en les
objets F' de Fct(Z,&) et E de T.

2. Les I forment un ensemble de cogénérateurs injectifs lorsque E décrit un
squelette de . On les appelle cogénérateurs injectifs standard de Fet(Z, &).

Dans tous les cas que nous considérerons, I’hypothese suivante sera vérifiée .

Hypothése C.14. Les ensembles homz(V, W) sont finis pour tous V,W €
ObZ.

Cette hypothese assure que les foncteurs projectifs standard, donc tous les
foncteurs de type fini, prennent des valeurs de dimension finie, de sorte que
la derniere assertion de la proposition donne un lien tres rigide entre
Fct(Z, &) et Fet(Z°F, &).

Corollaire C.15. Lorsque I’hypothese est satisfaite, les injectifs standard
de la catégorie Fet(Z,E) sont de co-type fini.

C.3 Foncteurs hom internes et foncteurs de division

Proposition et définition C.16. 1. Pour tout objet X de Fct(Z, &), l'end-
ofoncteur - ®X de Fct(Z, &) admet un adjoint a droite, noté Homypcy(z £,) (X, ) ;
on dispose ainsi d’un foncteur hom interne

Hompgey(z,e,) : Fet(Z, &) x Fet(Z, &) — Fet(Z, &).

On note Extpcy(z g,y les foncteurs dérivés droits de ce bifoncteur ezact a
gauche.

2. On a un isomorphisme naturel gradué
EXt;‘ct(I,&k) (X5 Y)(E) = EXt;ct(I,Sk) (Pg ® X, Y) ) (10)

ot E est un objet de T et X et'Y sont des objets de Fct(Z,E).

3. Pour tout objet A de Fct(Z, Eﬂg), Uendofoncteur - @ A de Fct(Z, &) admet
un adjoint a gauche, noté (- : A)pet(z,s,) ; on dispose ainsi d’un foncteur
de division

(- rer(z.e) : Fet(Z, &) x Fet(Z,E )P — Fet(Z, &).

Les indices seront omis dans ces notations quand il n’y a pas d’ambiguité.

6Les catégories de foncteurs dont la source ne vérifie pas ’hypothése ont un com-
portement profondément différent de celles que nous étudierons.
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La terminologie de foncteur hom interne est standard (cf. , ch. VII,
§7). Le terme de foncteur de division a quant & lui été introduit par Lannes
(cf. [Lan92) dans le cadre des modules instables sur I'algébre de Steenrod,
voisin de celui des catégories de foncteurs (cf. [Pow98H], §3).

Proposition C.17. Soient F un endofoncteur de Z et T un objet de Fct(Z, Ens)
tels qu’il existe une bijection

homz (F(V), W) ~ homz(V, W) x T(W)

naturelle en les objets V et W de T.
Alors le foncteur Hompey(z,g,)(K[T7], ) est isomorphe au foncteur de précomposition
F* ; autrement dit, F* est adjoint a droite a - ® k[T.

Proposition C.18. Soient F' un endofoncteur deZ et T un objet de Fct(Z°P, Ensf)
tels qu’il existe une bijection

homz(V, F(W)) ~ homz(V, W) x T(V)

naturelle en les objets V et W de T.
Alors le foncteur (- : ]kT)Fct(I,gk) est isomorphe au foncteur de précomposition
F* : qutrement dit, F* est adjoint & gauche ¢ - @ kL.

C.4 Décomposition scalaire

On suppose ici que 7 est une catégorie k-linéaire.

Notation C.19. Etant donné un entier naturel i, on désigne par Fct(Z, &);

la sous-catégorie pleine de Fct(Z, &) formée des foncteurs F tels que pour tout

A € k et tout objet E de Z, on a F(\idg) = )\i.idF(E) (on convient ici que

00 =1).
Le produit tensoriel induit des foncteurs Fet(Z, & ); xFet(Z, &) ; — Fet(Z, E)it -
Comme le groupe cyclique fini k* est d’ordre premier a la caractéristique

de k, il existe un isomorphisme de k-algebres k[k*] ~ k97!, et la k-algebre

du monoide multiplicatif sous-jacent a k est isomorphe a k?. On en déduit la

proposition suivante (cf. [Kuh944], §3.3).

Proposition et définition C.20. Les inclusions Fct(Z,E&); — Fet(Z, &)
induisent une équivalence de catégories

qg—1
Fet(Z, &) ~ [ [ Fet(Z, &)
1=0

-1 . . A
Nous noterons F' ~ @320 F; la décomposition canonique d’un foncteur F

de Fct(Z,&) qu'on en déduit, ot F; appartient o Fct(Z,E);. On lappelle
décomposition scalaire de F'.

C.5 Produit tensoriel extérieur

C’est le foncteur

X : Fct(Z, &) x Fet(J, &) — Fet(Z x T, &)
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défini par la composition

* *
7rI><7TJ

Fct(Z, ) xFet(T, &) ———Ls Fet(Ix T, Ex) xFet(Tx T, &) 2 Fet(IxJ, &),

oulonnote iy : I xJ —Zetng:ZxJ — J les foncteurs de projection.
Autrement dit, (F X G)(A, B) = F(A) ® G(B).

On a ainsi des isomorphismes canoniques P(Iﬁg) ~ PIX Pg ; cette obser-
vation et ses conséquences, ainsi que les propriétés que nous rappelons ensuite,

justifient la convention de notation suivante.

Notation C.21. Nous désignerons par Fct(Z, &) ® Fct (7, &), par abus, la

catégorie Fet(Z x J, &).

Proposition C.22 (Simples de Fct(Z x J,&)). 1. SiT et J vérifient I’hy-
potheése , pour tout objet simple S de Fct(Z x J,&), il existe un
objet simple S1 de Fct(Z,E), un objet simple So de Fct(Z,E) et un
épimorphisme S; XSy — S.

2. Soient S un objet simple de Fct(Z, &) et S" un objet simple de Fet( T, &)
tel que le corps Endpey(7,6,)(S") est réduit a k. Alors S .S" est un objet
simple de Fet(Z x J, &).

3. Soient Sy, So deux objets simples de Fet(Z,E) et S1, S4 deux objets
simples de Fet(J, E). Si S1 XS] ~ Sy ¥ Sh, alors Sq ~ S{ et So ~ S5.

Corollaire C.23. Supposons que I et J vérifient l'hypothese et que les

corps d’endomorphismes des objets simples de Fct(J,E) sont réduits a k.

Le produit tensoriel extérieur induit des isomorphismes de groupes abéliens

GI(Fct(T x J,&)) =~ G} (Fet(Z,&)) © G (Fet (T, &)),

Ko(FCt(I X j,g]k)) ~ Ko(FCt(I, g]k)) (9 Ko(FCt(j,g]k)).

Ces propriétés se démontrent de fagon analogue & celles du produit tensoriel
extérieur usuel en théorie des représentations — cf. [CR90], chapitre 1, §10 E.
Une démonstration des énoncés fonctoriels précédents est donnée dans [DjaH].

C.6 Recollements

Nous terminons cet appendice avec quelques résultats communs destinés a
définir et utiliser commodément le prolongement par zéro dans un cadre assez
général. On les trouvera établis dans [

Définition C.24. Soit C une sous-catégorie pleine de Z. Nous dirons que C est :

— une sous-catégorie relativement connexe de Z si pour tous objets A, B et
X de T tels que A, B € ObC, hom(A, X) # & et hom(X,B) # &, on a
X e Ob(;

— une sous-catégorie compléte a gauche de Z si pour tout objet £ de Z, F
est objet de C dés que homz(F, X) # @ pour un objet X de C;

— une sous-catégorie compléte a droite de Z si C°P est une sous-catégorie
complete a gauche de Z°P.

Proposition et définition C.25 (Prolongement par zéro). Soit C une
sous-catégorie pleine relativement connexe de Z. On note D la sous-catégorie
pleine de Z dont la classe d’objets est le complémentaire de celle de C, et R :
Fct(Z, &) — Fct(C, &) le foncteur de restriction.
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1. On définit un foncteur Prc : Fct(C,&) — Fct(Z,E) (noté simplement
P lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) appelé prolongement par zéro en posant
P(F)(E) = F(E) (F € ObFct(C,&)) si E € ObC, 0 si E € ObD;
P(F)(t) = F(t) sit est une fleche de C, 0 si c¢’est une autre fleche de T ;
et P(T)g = Tg si T est une fleche de Fct(Z,&) et E un objet de C, 0

Stnomn.
2. Supposons C complete a gauche; D est donc compléte a droite.
(a) Le foncteur P est adjoint a droite a R.

(b) Le foncteur P est adjoint a gauche au foncteur N : Fet(Z,E) —
Fct(C, &) défini comme suit :

1. pour tout foncteur F : T — & et tout objet X de C,

N(F)(X) = ker (F(X) LRI | F(Y));

YeObD

. si F: T — & est un foncteur, pour toute fleche X - X' de C,
N(F)(u) est induite par F(u) ;

iwi. siT: F — G est une fleche de Fet(C, &), N(T)x est induite
par Tx pour tout objet X de C.

On a un énoncé analogue dans le cas d’une sous-catégorie complete a droite.

Corollaire C.26. On conserve les notations précédentes. Si la sous-catégorie
C de I est compléte a gauche, on a un diagramme de recollement

R P

FCt(C, Ek) —p—= Fct (I, Ek) —R—> FCt(D, Ek)
N

Dans le cas ou C est compléte a droite, on a un diagramme de recollement

Fct(C, &) —P= Fct(Z, &) —r— Fct (D, &).
R P
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