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FONDEMENTS MATHEMATIQUE DE L 'APPROCHE F+D

l. PAL : UN FONDEMENT MATHEMATIQUE POUR L 'APPROCHE F+D
La théorie des probabilités n'est rien d'autre que le sens commun fait calcul.
Laplace

The actual science of logic is conversant at present only with things either certain,
impossible, or entirely doubtful, none of which (fortunately) we have to reason on.
Therefore the trudogic for this world is thecalculus of Probabilities, whichtakes
account of the magnitude of the probability which ispaght to be, in aeasonable
man's mind.

James Clerk Maxwéll

By inference we mean simply: deductive reasomihgneverenoughinformation
is at hand to permit itinductive or probabilisticreasoning when - as ialmost
invariably the case imeal problems -all the necessary information is not available.
Thus the topic of « Probability as Logic »tlee optimal processing of uncertain and
incomplete knowledg§e

E.T. Jaynes

Cette article faitsuite et complete larticle intitulé katerprétation ou Desciption
proposition pour une théorie probabiliste desystémescognitifs sensori-moteurs paru
dans ceméme numeéro. L'objectif poursui est de présenter les principes des fondements
mathématiques de I'approche F+D.

E. T. Jaynes propose dans (Jaynes95) une théorie de la cognition Sonkéeprobabilités
appelée « Probability as Logic BAL).

Cette théorie fournit les deux composantes fondamentales dont nous avons besoaireour
approcheF+D, d'une part, deségles formelles permettant aaisonner sur des données
incertaines et incompleted;autre part, leprincipe de maximund'entropie, qui permet de
clarifier le lien entredescriptions et expériences et donne cadre théorique générglour
I'apprentissage.

1La science logique contemporaine parle uniquemefiaitie certains, impossibles, ou complétememiteux -
sujets sur lesquels nous n'avons (heureusement) jamais a raisongensBEquence, la vraie logigpeur notre
mondeest le calculdes probabilités,qui prend encompte une quantificatiodes plausibilités qui sont, ou
devraient étre, dans tout esprit rationnel.

2Citation empruntée a (Jaynes95)

3pPar inférence, nous entendons le raisonnemedéductif quand on dispose d’assez d'information pour le
permettre; le raisonnement inductif ou probabiligigand, comme c'estpresquetoujours le cas pour les
problemes réels, toute l'information nécessaire n'est pas disponible. C'est pourquoi le proposbdbility as
Logic » est le traitement optimal de I'information incertaine et incompléte.



1. RAISONNER MALGRE L 'INCERTITUDE ET L 'INCOMPLETUDE : L'INFERENCE
PROBABILISTE .

Le raisonnement probabiliste peut étre fait un systeme dealcul formel. Il est fondé sur
les probabilités alors que la plupates systemes formels sont basés sur la logique. Le
raisonnement probabiliste permet de calculer pour chaque proposition une valeur réelle comprise
entre 0 et 1, interprétable comme une plausibilité. Les systemes formels courants servent, eux, a
dériver ou réfuter les propositions, ce qui revient a calculer une valeur qui est soit 0, soit 1.

I1.1. Le théoréeme de Cox

Le théoreme de€ox est lerésultat fondamental montrant commentniation intuitive de
plausibilité se formalise par la notion mathématique de probabilité.

Notons T(A|C) la plausibilité d'une proposition A, jugée au vud'un ensemble de

connaissances C. Les postulasivants explicitentettenotion de plausibilité et permettent de
dériver la forme mathématique exacte qu'elle doit prendre :

- Les plausibilités sont représentées par des nombres réaig4|@) est un réed

- S'il existeplusieurscalculs correctgpour déterminer une plausibilité, ils doivetdus
mener au méme résultat (propriété dite de « consistance »).

- Si de nouvelles informations C’ viennent remplacer les informations C de facon a
augmenter la plausibilité de Alors laplausibilité de laproposition contraire -Adoit
diminuer. Formellement :

si T(A|C’) > T(A|C), alorsT(—=A|C’) < Ti(-A|C) [4.1]

- Si de nouvelles informations augmentent la plausibilité de A mais ne concernent en rien
une autre proposition B, alors la plausibilité de la conjonction de A et B (noté AB) ne peut
gu'augmenter. Formellement :

A|C AlC
si gB|AC)) )>—T[S'[(B|,)AC) alors(AB|C’) = T(AB|C) [4.2]

A partir de ces postulats de bd€. Cox amontré que le raisonnement plausibievait
obligatoirementsuivre 2 regles a partir desquelkesite la théoriedes probabilités peutétre
reconstruite.

La régle qui donne la probabilité d'une conjonction :
P(AB|C) = P(A|C) x P(BJAC) = P(B|C) x P(A|BC) [R1]

Et la regle qui exprime que la somme des probabilités d'une proposition et de sa négation est
égaleal:

P(A|IC) + P(-AIC) =1 [R2]

Ce théoreme montre de plus que toute technique de calcul de plausibilité qui ne vérifierait pas
ces deuxégles,enfreindrait nécessairemdhin aumoins des postulats posés paragraphe

1Exprimés d'aprés (Jaynes95)
2 par commodité, nous représenterons une griaisdeplausibilité par un nombreolus grand — mais cehoix
est une pure convention.



précédentDonc sil'on accepteces postulats, lealculdes probabilités, dtii seul, permet de
faire du raisonnement plausiile.

On déduit trés aisément des régles R1 et R2 la régle qui donne la probabilité de la disjonction
(A+B):

P(A +B|C) = P(A|C) + P(B|C) - P(AB|C) [R3]
[1.2. Les syllogismes du raisonnement probabiliste

La déduction logique est essentiellement fondée sur les deux regles suivantes :

- Modus ponens : st A estvrai » et si « Si Aest vrai alors B estrai » alors« B est
vrai ».

- Modus tollens : sik B estfaux » et si « Si Aest vrai alors B estrai » alors« A est
faux ».

Cependant, nous employons constamment des criteres plus « faibles » que ces deux régles :

Le premier peut étre énoncé de la maniere suivante : si « Si A est vrai alorgr&i eset si
« B estvrai » alors« A devientplus plausible ». Laérification que la conséquenckune
implication est vraie renforce la confiance que I'on a dans la prémisse de cette implication.

Un exemple de ceci est donné par les propositions suivantes :
- A =« Lavaleur du proximétre avant gauche du Khépéra (V3) est supérieure a 10 » ;
- B=«Ilyaun obstacle proche droit devant ».

La présence déobstacle (Bvrai) ne garantipas totalementque le capteur V3 réponde

fortement (A vrai), mais contribue certainement & nous convaincre que la valeur de \égeloit
élevée (A devient plus plausible).

Le second crirére faible s'énonce : si « Si Aweat alors B estrrai » et si « Aestfaux »
alors« B devient moinsplausible ».Supprimer une des prémisses gouvait impliquer la
vérité d'un fait donné, fait diminuer notre confiance dans cette vérité. Dans I'exemple précédent,
si le proximétre V3 ne répond pas, nous aurons plus de mal & nous pegstidgeut y avoir
un obstacle.

Enfin, letroisieme critere egplus faible encore : sk Si A est vrai alors Bdevientplus
plausible » et sk B estvrai » alors « A devientplus plausible ». C'esfypiquementcelui
sous-tendant les enquétes policiéres et les décisions de jusficeX est coupable alors il est
probable que X ait laissé ses empreintes sur I'arme du crime », « X aséEss@preintes sur
I'arme du crime »donc il devientplus plausible que< X soit coupable ». Edait, I'exemple
pris pourillustrer les 2 regles précédentes est plutbtetee nature,car laréponseélevée du
proximétre avant gauch@implique pas denaniéreabsolue la présenad’'un obstacle. Des

exceptions a une telle implication sont toujours facilement imagidables

La logique formelle est incapable de prendre en compte ces cwtéadsles » pourtant si
utiles en pratique. Le raisonnement probabiliste les intégre naturellemguiidDetc’est trés
important, il apparait que si on lmite a des propositions derobabilité 0 ou 1 (certainement
vraies ou certainement fausses), les regles du raisonnement probpditistitent de tenir tout

1Une autre maniére deoir ce résultat, consiste a seemander,pour chaquethéorie non probabiliste des
plausibilités,lequeldes 4 postulats n'est pas verifié. Une faipondu acette question, on peuiscuter de
maniéreplus saine et plusereinesur les inconvénients etvantages relatifs de la dite théorie et du calcul des
probabilités.

2par exemple, le capteur ne repond pas aux obstacles trop sombres absorbant les infrarouges.

3par exemple, le capteur V3 est « grillé » et indique la valeur maximum de 15 en toute circonstance.



raisonnement logique souhaité - et c'est pourquoi I'apprdeHleest un cas particulier de
I'approche F+D.

11.3. Problemes directs et inverses

Pour une description donnée, on peut distinguer les deux ensembles de variables suivants :

- d'une part, urensembleA de variables< observables >dont les valeurs peuvegtre
« mesurées » par un quelconque moyen ;

- d'autre part, urensemble” de variableshon directementaccessibles, dont les valeurs
peuvent uniguement étre « estimées » par le raisonnement ou dampniees

Soit D un ensemble de mesudesvariables de\ appelé ensemble dwnnées, soit C un

ensemble de valeurs pour les variables dgopelé ensembles de parametreganaissances
préalables, on s'intéresse a I'étude des probabilités conjointes de D et C.

La régle [R1] nous donne :
P(DC)=P(C)xP(D | C) =P(D) x P(C | D)

Si I'on admet connaitre les valeurs de certains paramétreboet fike par hypotheseelles
des autres, le «probléme directconsiste a« prédire » les valeurs desdonnées.
Mathématiquement, cela signifie que I'on cherche P(D | C).

Inversement, si I'on connait un ensemble de données et que I'on cherche P(Grhif2) len
« probleme inverse ». Bonsiste a chercher les paramétres qui rendant mieux »compte
desexpériences ou encore a choisir paphisieurs hypotheses envisageabépielle est la
plus probable. Owroit qu'en particulier, le probleme inverse recouvre les problemes de type
identification dont il a été question au paragraphe précédent.

Pourillustrer le probléme direct et le probleme inverseair donner guelquesxemples
élémentaires de raisonnem@nbbabiliste, plagcons-nous dans le casotre systeme est une
urne de Bernouillremplie deboules blanches et noires ddaquelle on effectuelestirages
sans remise.

La connaissance préalables@xprimepar les énnoncés H « L'urne contient nboules »
et par B= « L'urne contient b boules blanches », paramétrées par n et b.

Les données D peuvent s'exprimer, par exemple, sdaeria T, = « On observe Idirage
d'une boule blanche atMetirage ».

Le probleme direct’intéresse aux probabilités de Oest-a-dire de ;T sachant Cc'est-a-
dire n et b.

Considérongout d'abord a lgrobabilité P(% |C) de tirer une boule blanche deuxieme
tirage. Nous pouvonécrire que 3 = (T1 + =T1)To = T1T» + =T1T». En appliquant la regle
[R3] puis la regle [R1] on obtient :



P(T, | C)=P(T,T, | C)+P(=T.T, | C)
=P(T, | TC)P(T, | C)+P(T, | ~T,C)P(-T, | C)

“Ch-1 n0 -1 n O [4.3]
_b

n

=P(T. 1 0)

On vérifie bien que la probabiliggavoir une boule blanche au deuxieme tirage (ne sachant
pas le résultat du premier) est la méme cplie d'avoir une boule blanche au premterage. I
en est d'ailleurs de méme pour tous les tirages.

Intéressons-noumaintenant a P@l'| ToC) la probabilité de tirer une boule blanche au
premier tirage sachant le tirage d'une boule blanche au deuxiéme.

La regle [R1] nous donne :
P(T,T, | C)=P(T, | C)P(T, | T.C)=P(T, | C)P(T, | T,C) [4.4]

Comme on vient de démontrer en [4.3] que :
P(T, | €)=P(T, | C)

On obtient;
P(T, | T.C)=P(T, | T,C) [4.5]

Ce raisonnement peut se reproduire pour un i et un j quelconque et on obtient finalement :

P(T 1 T,.C)=P(T, | TC)  Oij [4.6]

Ce résultat peusurprendre,essentiellement parce qu'il peut parait@rprenant que la
probabilit¢ du tiraged'une boule blanche au premier tiragmiisse étre influencéepar le
deuxiémetirage. Uneidéetrés profondémerdncréedans nos espritsartésiens et newtoniens
estqu'un événement ne peut étre influermdée par les événements duint précédédans le
temps. En fait, contrairement aux apparences, ce résultat ne remet pas en cause ce principe de Iz
physique. La confusion vient de ce que 'on considére que le premier tirage a été influencé par le
second alors que ce que nous dit le résultat fAestque la connaissance glien a de ce qui
peut se passer au premier tirage est éventuellement influencée par la connaissance du résultat du
deuxiéme tirage. Il faut bien distinguer entre la causalitsique qui ngeut que se propager
vers le futur et la capacité d'inférence qui fonctionne aussi bien dans un sens que dans l'autre.

Le calculqui a conduit §4.5] est particulierement simple et résultein usage tout dait
élémentaire des regleles probabilités. Pourtanhiéme ceésultat trivialn'est compréhensible
gue si I'on considere une distribution de probabilité comme I'état de connad'semicelividu
sur un certain phénomene et non pas comme une description de ce phénomene indépendammen
de l'observateur. Cseul exempleposedéja unsérieux problémepour toute épistémologie
objectiviste des probabilités.

Placons-nous maintenant, pour illustrer le probleme inverse, dans le cas ou n letotainbre
de boules est connu mais ou b le nombre de boules blamelsepas connu. On \hercher a
cerner b grace a un ensemble de données D constitué avec des tirages issus de cette urne.



Alors quepour leprobléme directnous nous intéressions a paobabilité de D sachant
C=NB, nous nous intéressons, maintenant a la probabilité de B sachant @'etiNenom de
probléme inverse.

La regle [R1] nous donne :
P(BD |N)=P(B|N)xP(D|BN)=P(D|N)xP(B|DN) [4.7]

d'ou on tire :
P(D | BN)

PO | N) [4.8]

P(B | DN)=P(B | N)

On constate que le résultat dépend a la fois de P(D | BN) probabilité direct®(8t 0N} :
cette distribution, dite & priori » depuis la fin du XVIH siécle, doitétre connue - donnée ou
calculable -pour qu’on puisseffectuer le calculQuant aP(D |N), elle peuttoujours étre
obtenue par normalisation en sommant P(B | DN) sur toutes les valeunsadsiBles Ainsi le
résultat d'une série d'expériences (D) n'est pas interprétable en sainigaésnent au jour de
connaissances préalables apporiéegar la distributiora priori. Voici un deuxieme exemple
de ce qui vient justel'étre dit, a savoigue le raisonnement probabiliste ne peas étre la
description d'une quelconqueréalité indépendante dEobservateur, mais nécessitepour
interpréter toute donnée la préseddaformationspréalablesur I'état deconnaissance de cet
observateur.

Il serait trop long de développéi les calculspour les différentes distributiores priori
envisageables. Nousvitons donc lelecteur a se reporter au chapitre 6(daynes95) pour
satisfaire sa curiosité concernant P(B|DN).

[1.4. Moteur d'inférence probabiliste

Un moteur d’inférence et d’'apprentissage bayésianéaléveloppé. Canoteur apour
ambition d’étre capable d’automatiser l@gsonnements probabilistes. geut étre, en cela,
comparé aux nombreux moteurs d’inférences logiques qui existpatneéttent d’automatiser
le raisonnement symboliqugvoir, par exemple, Prolog (Colmerauer86), LogLisp
(Robinson83a) ou Lolita (Bessiere87)).

Une premiéere version du moteur d’inférencét@développé, fonctionne et est utilisée. Son
principe, trés simplifié, est le suivant :

Si I'on connait :

- P(X1.X2...Xp) la distribution de probabilité conjointe sur les variables X1, X2, ... Xn
sous la forme d’une décomposition de cette distribution conjointe en un produit de
distributions plus simples, par exemple
P(X1 X2 Xn) = P(X1)P(X2 | X1)P(Xa] X2)--P(Xn| Xn-1Xy) ;

- et, les formes paramétriques identifiées de toutes les distributions de ce produit ;

le moteur d’'inférence est alors capable de répondre a toute question concernant la distribution
conjointe.

Partoute question, orentend n'importe quellexpression de la form@(xi...xj |xk...x|)

avec un nombre arbitraire de variables a gauche, un nombre arbitraire de variables a droite et un
nombre arbitraire de variables inconnues (abscentes).

1Distribution de probabilité traduisant twnnaissance priori quel'on a du nombre b de bouletanchesdans
I'urne sachant le nombre n total de boules.



La solution générale a une telle question est donnée par :
1
P(xi X |xk...x|) == 5 P(X1)P(X2] X)P(X3| X2)--P(Xn| Xn-1X,)

Z variables inconnues
avec Z une constante de normalisation.

Pour une question donnémtteexpression esbut d’abordsimplifiée symboliquement par
le moteur. Savaleur numérique est ensuite estimée.chenplexité du calcuhumérique vient
évidemment desommes. Nous avorggveloppédans lemoteur une méthode d’estimation de
ces sommes trés performante fgii notamment appel a un algorithme d’optimisation de type
« génétique » et @ane représentatiotes distributions soutorme trescompacte etefficace,
inspirée des Octree.

Il est essentiel de remarquer qlensl'approche préconiséii toutes les variables jouent
des rdlesmathématiques parfaitemeétuivalents. Le moteur d’inférenc@tant capable de
répondre a n'importe quelle question, il n'y a pas a proprement parler de problémes directs et de
problemesinverses. Ceci est sans doute I'une des qualités essentielles de [inférence
probabiliste.

M. ANCRER LES DESCRIPTIONS : LE PRINCIPE DE MAXIMUM D 'ENTROPIE

La deuxieme composante necessaire a notre appfFodDeest de pouvoir disposet'un
moyen générique de construire les descriptions.

Etantdonné un ensemble de connaissances préalables C et de doquaétsentales D, il
existe en général une infinité de distributions de probabilités (descriptions) compatdueses
connaissances. Toutefois, toutes ces descriptions ne sont pas équivaknaases semblent
plus « cohérentes », plus « probables », plus « intéressantes » que dZmitastérét »
peut étre jugéalans un sensnathématiqueprécis par la fonction entropie HPour une
distribution discrete P qui assigne, a g propositions, les probabilifes {ay}, I'entropie est
définie par :

H(P) =~ i log(p;) [4.11]
i=1

Le principe de maximund'entropieaffirme que parmi les distributions compatibdegc un
ensemble de connaissances préalables C et de daxpéesnentales D, la meilleupmssible
estcelle qui maximisel'entropie H. Ceorincipe donne donc le moyen théorique et générique
recherché pour construire les descriptiohgnt d’en justifier'emploi présentons d’abord un
exemple tres simple afin de bien comprendre a quoi il sert et comment il peut étre utilisé.

[11.1. Vingt mille chiffres, pour quoi faire?

Supposongjue nous ayons aotre disposition un ensemble de donnégpérimentales
brutes sous ldorme de 20000 chiffres (voir figurel6). Un tel jeu de données est
manifestement inexploitablel quel. Sans connaissances préalables)'est qu'unesuite de
signes cabalistiques sans aucune espéce de signification possible.

Une connaissangeréalable minimalebsolument requise consiste a précmnment ces
20 000 chiffres se repartissent pour former des nombres. Supposongltagee chiffre soit
un nombre : on a donc 20 000 nombres correspondant a 20 000 valeucertiirmombre,
disons n, de variables.
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Figure 16 : 20 000 chiffres, pour quoi faire?
Exemple extrémement réduit d’'un jeu de données expérimentales.
Les capteurs du Khépéra transmettent une telle quantité d'informations toutes les 10 secondes.
Une caméra vidéo en transmet 2 500 fois plus chaque seconde.



Une deuxieme connaissance préalable nécessaire est de garantir queO@ts @&hnées
forment un tout cohérent, correspondiien al'observation d'urseul etmémephénomeéne et

gu'il convient d'essayer de les analyser enserhble.

Une troisiéme connaissance préalablnsiste a préciser le nombre n desiables et a
répartir entre elles les ZW0 valeurs. Supposons qu'isne seule variable it étéretenue.
Nous avons donc 20 000 expériences concernant V.

Enfin, une quatrieme connaissance préalable tofaitadéterminantesupposeque I'ordre
(temporel et/ou spatial) dans lequel ces 20 000 expériences se présentent n'est pas pertinent.

Par ces choix, nous avons défini I'espace des phapgéles points expérimentaux. Les
connaissances préalables de ce type @t qualifiées de structurelledans larticle
« Interprétation ou Descriptiom.

Un premier travailsur les donnéeslevient maintenanpossible. Onpeut en construire
I'histogramme en dénombrant pour chaque valeur observéevdealle le nombre diois ou
elle est apparue (voir ligne ni du tablead). Un histogrammen'est pasune distribution de
probabilité (etdonc pas une descriptiomnais il permet uneréduction, éventuellement
considérable, de l'information.

Pour pouvoir produirenotre premiéredescription, il faut encore faire une hypothése
supplémentaire, a savoir le nombre de valeurs possiblegegigorendre la variablgbservee.
On peut alors démontrer (Jaynes95) que la meilleure description possible est la loi de succession
de Laplace :

PV =i]) = — 1 [4.12]
(Q)+n '

avec Q> le nombre de valeurs possibles pour Mgmombre d'expériences ou la valeur i a
été mesurée et n le nombre d'expériences totales.

Cette loi desuccession déaplace serapproche de I'histogramme dés quentambre
d'expériences n devient grand devant le nombre de cas pos3il&HRe présente, cependant,
deux avantages sur I'histogramnadle secomporte bien quand le nomhi&xpériences n est
faible (notamment, on retrouve la distribution uniforme pourjrénet, surtoutglle nefixe la
probabilité d'aucunévénement a 0, évitaplar la un choix définitif devanteposer sur une
certitude(une probabilité de 0 ne pepas évoluer par apprentissage et rend impossitule
événement dépendant de I'événement de probatillté). Cette loi desuccession déaplace
est la forme laplus rudimentaire de description d#onnées expérimentales. C'esdle qui
suppose le moins de connaissanu&smlableset, donc,« colle » auplus prés des données.
C’est elle, aussi qui nécessite le plus de paramétres étant donné que pour coder n daunhées il
<Q> parametres.

1Cette exigence peut paraitre évidente et triviale. Pourtant les physiciens et les biologistes salextrdyien
difficulté qu'il peut y avoir a garantir I'intégrité d'un jeu de données vis-a-vis d'un phénoméne observé.

Le choix des données a traiter ensemble est, en fait, fondamental car ilinhgficitement lephénoméneju‘on
veut étudier.

Si, par exemple, on sépare le jeu de 20 @@tnées en deyxarties,celasignifie qu'on suposgu'une variable
« cachée »(non mesurée) a changé d'état et qumwéfére étudier cgu'on a observé comme ghénomeénes
séparés.

C'est aussi souvent a stade quecertaines donnéesont écartées cajugées « aberrantes». Emjetant ces
données comme « extérieures » au phénomeéne, on définit subjectivement ses limites.

2Ce choix est trés « compromettant», car il suppose que les dépendances qui existent entre ces 20 000 valeurs ne
sont d'origine ni spatiale ni temporelle.



Supposons que nous appreniomgintenant que la variable V pguendre une quelconque
des 6 valeurentre 1 et 6 (&>=6). Nousallons alors pouvoircalculer effectivement les
probabilitéspour chaque valeur de V (voligne L du tablead). Notre collection dedonnées
expérimentales commence«grendre du sens » etparmettre leraisonnement. lidevient
notamment possible de faire des prédictions sur les résultats a venir.

La loi desuccession deaplaces'avéererapidement complétement inadapties quel'on a
des connaissances préalalpéss riches. De ce faitlle asouventété critiquéedans I'histoire
des probabilités. Par exemple, la loi de succession de Laplace attribue une probabilité de 11/12 a
un enfant de dibans devivre une année delus (<Q>=2, n=10, n=10) alors qu'ellattribue

pour son grand-pére de 70 ans pnebabilité de 71/72 améme événement &>=2, =70,

n=70). Ce résultat nous choque par son inexactitude évidente. Cependeedt gas ldoi de
succession deaplacequi est en causecestsimplement queour juger de la validité de ce
résultat, nous disposons d'informatigm®alables qun'ont pasété prises encompte pour
établir ces probabilités.

Curieusementface ades problemes de genre, de nombreux autewst jugé que les
calculs utilisant la loi dsuccession deaplace devaient étriaux, ouont invoquéd'obscurs
principes pour bannir l'utilisation de cette distribution, atpr$l leur suffisait de constater que
son emploi n'était tout simplement pas en accord avec leurs prémisses.

Mathématiquement, rechercher la distribution maximisant I'entropie H reviésbadre un
probleme d'optimisation sous contrainte®ien qu'en théorie le principe de maximum
d'entropie soiapplicable an'importequel type de connaissances préalablesaiterequ’en
pratique, la plupart du temps, on ne lui connait pas de solution analytique.

Il existe cependant un type de contraintes (connaissances préalablesyivesg rencontré
dans lapratique (notamment ephysique) pouldequel on connait la forme analytique de la
distribution qui correspond amaximum d'entropie. Il s'agit diwcas ou les connaissances
préalables C sont données sous forme de m fongtefiss f, nommeeobservableset dont
on peut calculetes moyennes jFsur les données expérimentales. On assume alors que les

descriptions adéquates du phénomsmat données par les distributions P plasquelles les
espérances des fonctiopsdnt egales aux moyennes expérimentgles F

0j,j 0{%,...,m}; S P(v) fj (v)= F, [4.13]
vLD
La distribution de maximurd'entropie correspondantcas contraintes est alors P* donnée
par :
m
=Y Aifi(v)
P (v) = 1 o izl [4.14]
Z(AgA )

ou Z désigne la fonction de partition, donnée par :
Z(AgAp) = 3 & 1AM Amin(Y) [4.15]
vQ

les m coefficiants\; pouvantétre déterminépar les m équations traduisant les contraintes
[4.13]:



i|n(z(/\1,...,)\-,...,/\m))+F- =0 [4.16]

| J
oA

Ce type de distributiong exponentielles spermet de coder donnéesavec m parametres
qui sont, au choix, ou bien leg &ppelés« niveaux de contraintes » des observabledien

lesAj appelés « multiplicateurs de Lagrange ».

Il existe enphysique un trés grand nombre ta#les distributions demaximum d'entropie
correspondant au choix del ou telensembled'observables, aommencer, biesdr, par les
distributions habituelles de Iphysique statistique. La plus connue de ces distributions de
maximum d'entropie exponentielle est3aussienneElle correspond au cas a uwmariable V,

avecles 2 observablesifV)=V et f2(V):V2. La Gaussienne est donc la distribution de

maximum d'entropie lorsque cegue I'on a retenu des expeériencesc'est leur moyenne
expérimentale et celle de leur carré.

Appliquons ce type de raisonnement & nos 20 000 expériences.

Supposongjuenous apprenionquenos 20 000expériencesont les résultats dancers
consécutifs d'un dé. Force est de constater d'apres les résultats expérimentaux gaenbie dé
largement pipé (la loi dsuccession déaplaceobtenue est trés difféerente de la distribution
uniforme escomptée).

Un dé est urtubedanslequel de Iégéres excavations étéfaitespour graver les chiffres
sur les facesChacune de ces excavations provoqudégar déplacement du centre de gravité
du dé en directioropposée. Ungremierehypothese possible (C1) pojustifier le biais
constaté consiste alors a dire mqylebalement le centre de gravité se déplace de maniere a
favoriser I'apparition defaces leplus légéres, c'est-a-dicelles portant leshiffres les plus
élevés. Poutenterd'observercet effet escompté, nous choisissons I'observah®)EV. La
moyenne expérimentale de(V)= vaut F1=3,5983.L'application du principe denaximum

d'entropie nougonduit alors a une description du phénomene (une distributionasienum
d'entropie) ayant la forme :
* 1 -
P’ (v)==e "t
z [4.17]

avecA, = 3,372 102 et Z une constante de normalisation. Les probabilités correspondantes

sont données dans la ligne C1 du tableau 2. Ces valeurs semblent encore tres n@imgbelre
des expériences.

Il est possible d'usiner 5 faces d'un dé sans avoir a le manipuler. Par contre, l'usinage de la
derniére face suppose obligatoirement une manipulation et donc une peréeidmn. Orpeut
donc supposer qu'un dé a de bonne chance d'avoir un cété légerement plus longd@urtplus
gue les 2autres. L'apparition des dedaces correspondantes sera all@gerementmoins
probable (ou plus probable) que celle des 4 autres. On a donc 3 nouvelles hypotheses a tester :
- le coté reliant les faces 1 et 6 est de longueur différente (C2)
- le coté reliant les faces 2 et 5 est de longueur différente (C3)
- le coté reliant les faces 3 et 4 est de longueur différente (C4)

Prenons l'exemple de I'hypothese C2,pauit essayed'en quantifier I'observationavec
I'observable #(V)=0 si V vaut 2, 3, 4 ou 5 epfV)=-1 si V vaut 1 ou 6. La moyenne

expérimentale dexfV) vaut donc :



V=1 V=2 V=3 V=4 V=5 =6 Total
n, 3246 3449 2897 2841 3635 3937 200d
u 0.16666| 0.166671 0.1666[/ 0.16667 0.16666 0.16p67
Uniforme
L 0,16230( 0,1724% 0,14486 0,14206 0,18174 0,19659
Laplace
C1 0,15294( 0,15818 0,16341 0,169p2 0,17502 0,18103
C2 0,16497| 0,15259 0,15760 0,162[8 0,16813 0,19393
C3 0,14803( 0,16808 0,15843 0,163p0 0,18612 0,17543
C4 0,16433| 0,16968 0,14117 0,145fF3 0,18656 0,19258
Tableau 1

1 6
—— 3 n;f,(i)=-0,3589

[4.18]
200005,

L'application du principe de maximum d'entropie a cette hypotB2saousconduit alors a
une description du phénomeéne (une distribution de maximum d'entropie) ayant la forme:

* ) — le_/\lv_Asz(V)

P (V avecA; =3,23410% 1, =-1104 10" [4.19]
z

Les probabilités correspondantnt données dans ligne C2 du tableau 1les mémes
calculs peuvent étre effectugsur les hypotheses C3 @4. Les résultats correspondants sont
présentés dans le tableau 1 aux lignes C3 et C4.

A la vue dutableau 1,'hypothése C4semble rendre compides donnéegxpérimentales
beaucoup mieux que les autres. Cette intuition peut se véndignematiguement en appliquant
les techniquesléjarencontrées précédemmesatus lenom de« probleme inverse ». L@gle
[R1] nous donne:

P(DIG)

P(Ci D) =P(C)) (D)

[4.20]

Si nous supposons, priori, que les 6 hypotheses en présefitel, C1, C2, C3 et C4)
sont équiprobables, nous obtenons:
P(DIG)
6
5 P(DIg))

j=1

P(Gi|D) = [4.21]



P(D|G) est donné par :

F’( DICG ) = Wip; 3246, , 3449, , 2897, 2841y, 3635, 3932 [4.22]

W (indépendant de Ci) est le nombre de permutagantes 20000expériences ave8246
fois le résultat 1,3449 fois lerésultat 2,2897 fois lerésultat 3,2841 fois lerésultat 4,3635
fois le résultat 5 eB932 fois lerésultat 6. | est la probabilitéd'obtenir lerésultat jpour

I'hypothese Ci. En effectuant les calculs numériques on obtient :

Hypothéseq Laplace C4 C2 C3 C1l U
P(Ci| D) 0.99 0.01 10-32 10-35 1045 1099
Tableau 2

L'hypothese C4 est donc énormément plus probable que toutes les autres - sauf Laplace, qui
se contente de coller aux résultats expérimentaux sans chercher a les « expliquer » .

L'hypothése Cdayant une interprétation et une justificatiphysique, onest libre de

considérergu'il vaut mieux I'adopter comme description quelLaplacé. C'est un choix
subjectif, qui peut se traduireathématiguement en ldonnant une probabilité priori P(C4)
beaucoup plus grande gu’a la loi de succession de Laplace.

En fait, les donnéesitilisées dans cet exemplesont des donnéegelles issuesd'une
expérience menée par Wolf il y a plus d'un siécle. Six nombres (les nombres dedoécun
des 6 résultats possibles apparu), quelques connaissanpesalables traduisant un peu de
bon sens physique, et le principe de maximum d'entropie : voila qui nous permet deyanser
une tres grande confiance que ce démues n'avongvidemment jamaisu, était légerement
oblong suivant l'axe « 3-4 ».

[11.2. Justification du principe de maximum d'entropie

La justification la plus intuitive du principe de maximubentropie repose sur amgument
combinatoireissu directement deson origine venant de la mécanigstatistique Cet argument
fut proposé originellement par Boltzmann.

Supposongjuenous ayons uensemble de n particules identiques et que chacune de ces
particules puisse étre dans q différents états microscopiques équiprobables.

Définissonsvk, un état macroscopiquepmme un ensemble {n...,ng} de g nombres tel
gue n soit le nombre de particules dans I'état microscopique i.

Nous devons, bien sdr, avoir :

>n =n [4.23]

et de plus, par exemple, des contraintes telles que :

1Ce genre de connaissance préalable ayant un sens physique permet en général une meilleure gémésdisation
loi de succession de Laplace.

De plus, cela présente I'immense avantpgdique de conduire desreprésentations beaucopfus compactes :

m (nombre d'observables) parametres sont suffisants, au lie@aasecessaires avec Laplace.



%nie, =e [4.24]
i=1

ou, e désigne I'énergie globale du systéme l&rergie de I'état i.

Appelons WYk) le nombre de maniere de réaliser I'état macroscopigugous avons:

n!
W(uy ) = [4.25]
N !xnytx..xngl

Pour Boltzmann, I'état macroscopique le plus probable est alors celui géineerdtalisé du
plus grand nombre de maniéres microscopiques possible, c'est-a-dire celui qui maxivise W(
tout en respectant les contraintes imposées [4.23] et [4.24].

En utilisant la formule de Stirling :

log(n!) = nlog(n) - n+J—+—+thlzg [4.26]

on voit que I'état le plus probable estui qui maximise(toujours errespectant les contraintes
[4.23] et [4.24]) :

Iog(W(uk)) ‘”Z 'Iogg—g [4.27]

On retrouve ainsi la forme de la fonction H.

Dans notre terminologie PaL, le principe de maximum d'entropieéreutu commd'exact
équivalent du raisonnement de Boltzmann.

Supposonsque dansnotre systéeme formel probabilistejous ayons q propositions
mutuellement exclusives possibles (I'analogue des états microscopiques).

Supposongjuenous ayons expériences a notrgisposition, unesxpérience consistant a
constater quéune des q propositiorest vérifiee(l'analogue d'ungparticule étantans I'état

a).

Définissondk, une description, comme une distribution de probabilité :

0, NgO
{p1pg} = 52 Dnl "qu [4.28]

sur les g propositionsmutuellementexclusives du systeme formélanalogue desétats
macroscopiques).

Nous devons, bien sur, avoir :

i=1



Nous pouvons de plusvoir des contraintes traduisant les connaissances préalables
d'observations que nous avons sur le phénoménecdbaintes peuvent prendides formes
trés diverses, l@rincipe de maximum entropie étattujours applicable. Par exemple, les
connaissances préalables peuvent avoir la forme de m observables :

q
i=1

Appelons WJk) le nombre de manieres de permuter les expériences en conservant les
fréquences i correspondant a la descriptidia Nous avons:
n!
W(3y) = [4.31]

N !xnytx..xng!

En utilisant la formule détirling, on obtient comme précédemmaente la description la
meilleure est celle qui correspond au plus grand nombre possible pdemutations des
expériences, c'est-a-dire celle qui maximise (en respectamHeontraintesssues dg4.29]
et [4.30]):

Iog(W(c‘ik)) = —n% p; log(p;) [4.32]
i=1

Reprenons I'exemple de I'hypothése Clvadable V peut prendre 6 valeurs enticeese
1 et 6. Nous avonfait 20 000 expériences domous avonshoisi de ne mémoriser que la
moyenne (observablg({V)=V) valant 3,5983.

Parmi les 80000s¢ries d'expériences possibles, trés pim sir, ont cettemoyenne. Ces
dernieres peuvenétre regroupées enx classes »(les descriptions)chaque classettant
caractérisée par la donné de 6 nombres (l&aipj) correspondant aux hombrd®apparitions
de chacunedes 6 valeurspossibles. A une classe donnée correspond OW( séries
d'expériences possibles.

Numériquement, soit les trois classes :

- 01 : (3058, 3165, 3272, 3384, 3500, 3621)
- 02 : (3058, 3265, 3172, 3284, 3600, 3621)
- 03 : (0, 0, 8034, 11966, 0, 0)

ayant toutes les trois une moyenne3¢ge983, oncalcule aisément (a partir de la formule
[4.32]) que la premiére peuétre réalisépar 139549 séries d'expériences, deeuxieéme par
1015546 s¢ries d'expériences etttaisiéme par 18869 séries d'expérienceBonc entirant

au hasard parmi leséries de20000expériences ayan8,5983 commanoyenne (ce que
nous pensons avoir fait en observant 200 données) nous avons 1000 fois plus de

chance de tirer une série d'expériences de la cladsque de la classé2 et 1¥680fois
plus de chance de tirer une série d'expériences de la clssgie 3. Comment, debrs,
ne pas considérer que la clasdk est une meilleure description que les 2 autres ?

Les connaissances préalables définissdhhstrument d'optique », Ipoint de vuesous
lequel on décided'observer lephénomene étudiéDifférentes connaissances préalables
correspondent a différents points de vue et résultentlemn distributions demaximum
d'entropie, deslescriptions différentes. Changer de connaissances préatadsshanger la
forme de la paroi de la caverne de Plasomlaquelle se projetteies ombres portées de la
« réalité », c'est changer inexorablement la perception intime du phénomeéne observé.



Il existe, bien entendu, desnaniéresplus rigoureuses dgistifier I'emploi du principe de
maximum d'entropie, notamment les théorémes, dits ancentratiord'entropie »,tels que
démontrés par Jaynes et [Robert. On saéférera aux notes bibliographiquesur plus de
précisions.

V. NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

La référence incontournable concernant ce paragraphe est le lividaydes intitulé
« Probability Theory: The Logic of Science » (Jaynes95). Cet ouvrage inachevé ereqas
été publié mais est accessible électroniquentzyuis déja plus de deux ans etenrichit
régulierement de nouvellgsarties. Celivre est le « chef-d’ceuvre » ddaynes quifait la
synthese des travaux de toute une vie concernant le raisonnement probabiliste, les techniques de
maximum d'entropie et leurs applications a la physique.

Un historique passionnant de cette approche peut étre trouvé dans (Jaynes79).

Une analyse épistémologiqudes probabilités est donnéedans (Matalon67) précisant
notamment la nature du débat entre « fréquentistes » et « subjectivistes ».

Concernanplus spécifiquement le théoreme Ge@x on seréférera aCox46) et(Cox61).
Une démonstration de ce théoreme peut aussi étre trouvée au chapitre 2 de (Jaynes95).

La logique, comme cas particulier des probabilités, est un sujet abordé par phusieurs,
notamment, bien sur, par Jaynes dans (Jaynes95). (Cox79) est un article entierement consacré a
ce sujet.

Les problemes directs et inverses dangement développétans leschapitres 3, 4, 6, 9 et
10 de (Jaynes95).

Pour une introduction a la notiod'entropie, on seéférera bien évidemment larticle
fondateur de Shannon (Shannon49) qui introduigirdenier la notiord'entropie en dehors de
la thermodynamique et de la mécanigtettistique, ainsiju'au passionnantivre de Campbell
(Campbell82) qui présente bien les différents aspects de cette notion.

Les justifications théoriques deapproche probabiliste et du principe denaximum
d'entropie peuvent étre trouvées, notamment, (2oz46), (Cox61), (Cox79), (deFinetti72),
(Shore80), (Shore81), (VanCampenhout8l), (Jaynes82), (CheesemdB8oye86),
(Hunter86) et (Robert91). (Jaynes82) et (Robert91) méritant une meatimulierepuisqu'ils
proposent des démonstrations tlesoremes de concentratidrentropie,respectivementians
les cas discret et continu.

Les outils mathématiques correspondant a ces techniques et les applications en pbgsique
amplement décritdans (Levine79), (Smith85), (Tarentola87), (Erickson88a), (Erickson88b),
(Bretthorst88), (Kapur92), (Mohammad-Djafari92) et évidemment (Jaynes95).

L'exemple du dé de Wolf est présenté et discuté en détail dans (Fougere88).

Des exempled'applications a des problemesatmtrélesont donnés pafMacKay92) ou
(Neal93).

La description des« réseaux bayésiens sintéressante implantation informatique du
raisonnement probabiliste, peut étre trouvée dans (Pearl91) méme si la dimension apprentissage
en est presque totalement absente.
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