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Résumé

Nous montrons qu’un controle du chaos Hamiltonien est possible en utilisant des
petites perturbations appropriées dont la forme peut étre explicitement calculée [1]. En
particulier, il est possible de reduire la diffusion chaotique d’un systéme Hamiltonien
avec 1.5 degrés de liberté qui modélise la diffusion de particules chargées dans un
champ électrique turbulent a travers le champ magnétique de confinement dans les
dispositifs de fusion thermonucléaire contrdlée [2]. Bien qu’encore loin des applications
expérimentales, ce résultat suggere qu’une stratégie pour controler le transport turbulent
dans les plasmas magnétisés est envisageable [3]. La robustesse du contrdle est étudiée
en termes de changements par rapport & la valeur optimale du controle (existence
d’une région significative d’efficacité autour du contréle optimal) [4].

1 Introduction

Les pertes d’énergie et de particules dues au transport anormal dans les appareils
de confinement magnétique de type tokamak sont encore un sérieux obstacle pour la
fusion thermonucléaire controlée [5]. Le transport anormal d’origine non collisionnelle est
aujourd’hui attribué a la présence de fluctuations turbulentes du champ électrique dans
les plasmas de fusion. Il y a plusieurs années, il a été montré que la modélisation E x B des
mouvements du centre guide des particules tests chargées donne une explication naturelle
de la diffusion & travers le champ magnétique de confinement B [6].

Les états de meilleur confinement trouvés empiriquement et la possibilité de réduire
et/ou supprimer le chaos avec les perturbations paramétriques des systémes dissipatifs,
suggerent d’étudier la possibilité d une stratégie de controle du transport chaotique anormal
par des perturbations appropriées agissant au niveau microscopique des mouvements des
particules chargées. En revanche, les modéles mentionnés sont Hamiltoniens et controler le
chaos dans ces modeles nécessite des stratégies bien différentes car il n’y a pas d’ensembles
attractifs dans leur espace des phases.

Dans cet article, nous développons une stratégie pour controler le chaos dans les
systemes Hamiltoniens. L’idée centrale et le sens du contradle est que I’on cherche a modifier
de maniere pertinente la dynamique du systeme a travers des petites perturbations telles
que la structure originale du systéme est conservée.

Dans le cas des systemes dissipatifs, une stratégie efficace pour le controle est la stabilisation
des orbites périodiques instables ot la dynamique est attirée. Pour les systemes Hamiltoniens
on cherche des petites perturbations qui rendent le systéme intégrable ou plus proche de
Iintégrabilité.

Dans la suite, nous décrivons le modele Hamiltonien & 1.5 degrés de liberté pour le
mouvement E x B des particules chargées dans un champ électrique spatialement turbulent.
En suite, nous présentons le probleme du controle et nous calculons analytiquement le
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terme du controle. Enfin nous vérifions numériquement ['efficacité de notre méthode de
controle.

2 Le modeéle

Dans l'approximation du centre guide, les équations du mouvement des particules
chargées en présence d’'un champ magnétique toroidal intense et d’'un champ électrique
non stationnaire sont

. d [z c c (—0,V(z,y,t)
= — = —Ext)xB=—= 4 ' 1
= <y> pEx B =5 ( 0,V (zyt) ) @
ou V est le potentiel électrostatique, E = —VV, et B = Be,. Pour définir un modele, on
choisit
V(xt) =Y Vsinlk-x+ @ — w(k)t], (2)
k

ol Vi décroissent comme une fonction donnée de k, en accord avec les données expérimentales.
Pour simplifier encore le modele, on considére w(k) = wy constant et les phases ¢y
aléatoires, de maniere a reproduire un champ turbulent. De plus nous considérons pour
|Vk| une loi de puissance en k, afin de reproduire les caractéristiques spectrales obtenues
expérimentalement [7]. La forme explicite du potentiel est donc [6]

sin 27 (nx + my) + ©pm — 27t)]
2m(n? 4+ m?)3/2 '

N
V(zyt) =a Z

m,n=1

(3)

Dans la suite on prendra N = 25. Les coordonnées spatiales z et y jouent le role de
variables canoniquement conjuguées. Nous étendons I’espace des phases (z,y) en (E,7,z,y)
ou la nouvelle variable dynamique 7 évolue comme 7 = 79 + t et E est canoniquement
conjuguée a 7. Si on absorbe la constante ¢/ B de (1) dans 'amplitude a, on peut considérer
des petits valeurs de a quand B est grand.

3 Le terme de controle

Le Hamiltonien autonome du systéme est donc

H(Erxy)=E+V(xy,T) (4)
et les équations du mouvement sont

on _ov . on_ v 5
x_ay_ay’ Y="%z = "oz

F=1,

Pour des petites valeurs de a le Hamiltonien (4) a la forme H = Hy + €V, c’est-a-dire, un
Hamiltonien intégrable Hy plus une petite perturbation €V. Pour simplifier, on suppose
que la moyenne de V sur les angles est nulle. Le probléme du contréle dans les systemes
Hamiltoniens est de trouver une petite perturbation f telle que H + f est intégrable. Dans
ce papier, nous nous intéressons & trouver un terme de contrdle partiel fo d’ordre € tel
que le Hamiltonien donné par H., = Hy + €V + €2 f, est plus proche de l'intégrabilité, i.e.
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tel que H,. est canoniquement conjugué a Hy + O(e?). On développe une transformation
de Lie sur H., générée par la fonction S:

H = eSH, = H, + {S,H.} + 62—2{5,{S,Hc}} ¥, (6)
ou {- ,-} est le crochet de Poisson et l’action de lopérateur S sur H est définie par
SH = {S,H}. Un développement en série de puissances par rapport a € de H., donne

H. = Hy+e€l[{S,Ho}+V]

| L+ 8V} + S{SSHN | +0()
(7)
La fonction génératrice S est choisie telle que
{S,Ho} +V =0, (8)

pourvu que cette équation ait une solution. Le terme de controle fo donné par I’annulation
de terme d’ordre €2

fa=—518V}, 0

satisfait la condition requise que H. est canoniquement conjugué a Hy a des termes d’ordre
€3 pres. Si on ajoute des termes d’ordre supérieur en e dans le terme de contrdle, on peut
construire f tel que H. = H + ¢2f est intégrable pour e suffisamment petit [1].

Dans le cas que nous considérons, Hy = E. L’équation (8) devient

_ = — 1
- +V =0, (10)

et donc S est une primitive par rapport au temps de V. Nous choisissons S de moyenne
temporelle nulle. Pour le modele (3), la fonction génératrice S est

a i cos 27 (nx + my) + ©pm — 27T|

S = 11
(x,yﬂ—) (27‘1’)2 . (n2+m2)3/2 ) ( )
n24m2< N2
et le calcul de fo donne
a2 nami1 — N1mo
T,Y,T) = 5=
POV =5 | 2 Gl

ni,mi,nz,msa

X Sin[27T[(’I’L1 — ’I’L2)$ + (ml - m2)y] + Pnimy — SDanQ] .

4 Etude numérique

Nous avons vérifié Defficacité de notre méthode de contrdle a I'aide de simulations
numériques. Nous avons comparé les propriétés des trajectoires de particules obtenues
avec le Hamiltonien (4) et avec le Hamiltonien contr6lé dont le terme de controle est
donné par (12). La figure 1 montre des sections de Poincaré de deux trajectoires avec
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F1G. 1 — Section de Poincaré d’une trajectoire obtenue & partir du le Hamiltonien (4) (a
gauche) et pour le Hamiltonien (4) plus le terme de contréle (12) (a droite) avec a = 0.8.

les mémes conditions initiales calculées avec et sans le terme de controle. Une réduction
significative de la diffusion est observée avec le terme de contrdle. Afin d’étudier les
propriétés de diffusion du systeme, nous avons considéré un ensemble de M particules
distribuées uniformément au hasard dans le domaine 0 < z,y < 1 pour ¢t = 0. Nous avons
calculé le déplacement quadratique moyen (r?(t)) en fonction du temps

2 1 “ 2
(r*(0) = 7 2 Ixi(t) = xi(0) (13)
1=1

ou x;(t) = (zi(t),yi(t)), i = 1,... M est la position de la i-eme particule au temps ¢
obtenue par intégration des équations (5) avec condition initiale x;(0). Sur la figure 2,
nous représentons (r2(t)) pour trois valeurs différentes de a Quand le comportement de
(r(t)) est linéaire dans le temps, le coefficient de diffusion est obtenu par

Dzlimm.

t—o00 t

Le coefficient de diffusion D en fonction de a est représenté sur la figure ?7. Une réduction
significative de ce coefficient est observée quand on ajoute le terme de controle. Comme
attendu, 'action du terme de controle devient plus faible lorsque a augmente dans la
direction de la phase tres chaotique.

On peut vérifier la robustesse du controle en remplacant fo par d- fo et en faisant varier le
parametre § a partir de sa valeur de référence § = 1. La figure 3 montre que la diminution,
ainsi que 'augmentation, de 'amplitude du terme de contréle (qui est proportionnelle &
§ - a®) entraine une perte d’efficacité dans la réduction du coefficient de diffusion. Le fait
qu’un plus grand terme de controle (que celui qui est calculé) n’est pas plus efficace signifie
que le terme de controle que nous avons determiné est tres bien adapté et que le controle
ainsi obtenu n’est pas un effet brutal.

On définit les pas horizontaux (respectivement verticaux) comme étant les distances
couvertes par la particule tests entre deux changements de signe successifs de la composante
horizontale (respectivement verticale) de la vitesse. L’effet du contole est analysé en termes
de distribution de probabilité (PDF) des pas. En suivant les trajectoires des particules tests
pour un grand nombre de conditions initiales sans et avec controle, on représente sur la
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FiG. 2 — Déplacement quadratique moyen (r’(t)) en fonction du temps t obtenu avec le
Hamiltonien (4) pour trois valeurs différentes de a (4 gauche). A droite, on montre le
coefficient de diffusion D en fonction du paramétre a pour H donné par (4) (carrés) et
donné par le Hamiltonien (4) plus le terme de contréle (12) (cercles).
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Figure 3 (a droite) les PDF des pas associés. On observe une réduction marquée de la
probabilité de distribution des pas grands avec controle par rapport au cas sans controle.
La procédure de controle réduit les pas grands (plus grands que 0.5).

Afin de mesurer amplitude relative du controle f, par rapport au Hamiltonien (4),
nous avons calculé les valeurs moyennes:

(f3) — (£2)?
=2~ (.01 14
ey (v ol -
Ceci signifie que le terme de controle est une petite modification du potentiel électrostatique.

5 Conclusion

Pour conclure, nous avons mis en place une nouvelle stratégie pour le controle de la
diffusion chaotique pour la dynamique Hamiltonienne en utilisant la théorie de perturbation.
Puisque la formule du terme de controéle est explicite, nous sommes capables de comparer la
dynamique avec et sans controle dans un modele simplifié, décrivant le transport anormal
dans les plasmas magnétisés.
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