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I. RÉSUMÉ - ABSTRACT 
Le travail des ingénieurs repose essentiellement sur la 
qualité des modèles. L’objet de cette présentation est de 
montrer qu’il existe une méthode systématique de 
conception du modèle d’une machine composée 
d’éléments pris dans le domaine de la mécanique ou de 
l’hydraulique ou de l’électricité, etc… Dans le cas des 
systèmes où la puissance se conserve, un outil approprié 
pour effectuer correctement une modélisation est le Bond 
Graph.  

Bond graph modelling provides a powerful approach to 
modelling engineering systems in which the power 
exchange mechanism is important.In this paper, we 
introduce the basic concepts and methods that will be 
used to develop a systematic model build with bond 
graph. A mechanical example is explained in detail, the 
sate equations are obtained and some properties are 
underlined. 

II BOND GRAPH 

2.1 Généralités 
C’est un outil basé sur la notion de transfert 
d’énergie ou de puissance. Il est en rapide 
développement et fournit une méthode 
systématique de conception structurée du 
modèle. Parmi ses nombreux avantages, citons : 
- la possibilité de s’appliquer à de nombreux 
champs de la physique,  
- la conception modulaire de modèles, 
- la réalisation d’un modèle « complexe » au 
moyen de l’inter-connectivité de plusieurs 
modèles élémentaires, 
- l’élaboration systématique des modèles 
numériques à partir de modèles graphiques. 
Le principe fondamental de description repose 
sur les échanges d'énergie entre les sous-parties 
d'un système. Ce concept permet de 

communiquer entre les différentes 
communautés scientifiques. Ce concept 
implique que l'on choisisse deux variables 
d'énergie (une variable dite effort et l'autre flux) 
dont le produit est homogène à une puissance. 
Le tableau 1 présente les flux et les efforts pour 
quelques domaines de la physique. 

Tableau 1  Définitions pour divers champs de la physique. 

Domaine Effort e Flux f 
Électrique Tension U 

(V) 
Courant I (A) 

Hydraulique Pression P 
(Pa) 

Débit Q (m3/s) 

Mécanique : 
translation 

Force F 
(N) 

Vitesse V (m/s)

Mécanique : 
rotation 

Couple τ 
(N·m) 

Vitesse 
angulaire ω 

(rad/s) 
Thermique Température 

(°C) 
Taux d’échange 

thermique 
dQ/dt (J/s) 

La puissance se calcule par : 
)t(f)t(e)t(P ⋅=

Par convention, on utilise une liaison entre deux 
objets échangeant de la puissance. Cette liaison 
est matérialisée par un lien terminé par une 
demi-flèche qui porte les informations e(t) et 
f(t). C’est un lien énergétique (lien = bond). 

L’orientation de la demi-flèche indique que la 
puissance est transmise de A vers B. 

e
f

A B 

Fig. 1. Lien de puissance 
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2.2 Eléments de Base 
Il existe des bibliothèques de composants, 
citons : les sources de flux et d’effort présentées 
aux figures 2 et 3.  

Fig. 2. Source de flux 

Fig. 3. Source d’effort 
Représenté à la figure 4, l’élément R est un 
élément résistif. En mécanique, il modélise le 
frottement visqueux. Son équation est : 

f(t) R(t)e ⋅=

Fig. 4. Elément R 
Représenté à la figure 5, l’élément I est un 
élément inertiel. En mécanique, il correspond à 
une masse ou une inertie. Son équation est : 

)t(fI)t(p ⋅=
que l’on préfère écrire sous forme intégrale: 

∫ τ⋅τ⋅=
t

0
d)(e

I
1)t(f

Fig. 5. Elément I 

L’élément C (figure 6) est un élément capacitif. 
En mécanique, il représente un ressort linéaire. 
Son équation est : 

)t(eC)t(q ⋅=  
que l’on préfère écrire sous forme intégrale: 

∫ τ⋅τ⋅=
t

0
d)(f

C
1)t(e

: la jonction 0 
mune à 

mu

Fig. 6. Elément I 

Il existe deux types de jonctions 
implique que la variable effort est com
plusieurs éléments alors que la jonction 1 traduit 

 

un flux com n à plusieurs éléments. Sf :  f 

0 : ee1
f1

e4
f4

e3  f3

e2  f2

Fig. 7. Jonction 0 avec quatre branches. 

La figure 7 correspond à la relation entre flux : 
0ffff 4321 =−−+

1 : fe1
f1

e4
f4

e3  f3

e2  f2

Fig. 8  Jonction 1 avec quatre branches. 

La relation entre les efforts de la figure 8 est : 
0eeee 4321 =−−+  

Dans l’équation précédente, ce sont les sens des 
dem

2.
La causalité est une propriété essentielle du BG. 

e son nom 
atérialiser la 

andeur physique. A la figure 9, 

i flèches qui fixent les signes. 

3 Causalité 

C’est également un moyen de comprendre le 
modèle, de le structurer. Comm

indique, la causalité permet de ml’
cause d’une gr
c’est A qui impose l’effort à B alors que 
l’inverse se produit à la figure 10. 

A B
e

f

A B
Fig. 9. Barre de causalité près de B 

A B
e

f

A B
Fig. 10. Barre de causalité près de A 

    e 

f=dq/dt 
C 

e=dp/dt 

     f 
I 

Se :  e 

e   

f 
R  
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La notion de causalité est fondamentale car: 
- elle permet de définir quelle est la cause et 
quelle est la conséquence ; 
- elle structure les équations : ces structurations 

; 
elle permet, dans certains cas, de détecter des 

s : 

ont des conséquences très importantes
- 
erreurs de modélisation. 

Donnons quelques exemple

0 : ee1
f1

e4
f4

e3  f3

e2  f2

Fig. 11. Jonction 0 avec causalités 

Dans les équations associées à la figure 11 nous 
indiquons entre accolade le signal (e ou f) qui 
s’impose, nous avons : 

{ }2e4e3e1e ===  
4f3f1f2f ++−=  

Pour le transformateur, deux cas se présentent : 
ils sont donnés aux figures 12 et 13. 

Tf : m
e1

f1

e2

ig. 12. Transformateur, 1er cas 

1fm2f

f2
F

Les équations associées à la figure 12 sont : 
⋅= 2em1e

⎩
⎨
⎧

⋅=

Tf : m
e1

f1

e2

f2

Les équations associées à la figure 13 sont : 

Fig. 13. Transformateur, 2ième cas 

⎪
⎩

⋅ 2f
m

1f

⎪
⎨

⎧

=

⋅=

1

1e
m
12e

e même, pour les gyrateurs deux cas se D
présentent (figures 14 et 15). 

GY : r
e1

f1

e2

f2
erFig. 14. Gyrateur, 1  cas 

⋅= 1fr2e

Les équations associées à la figure 14 sont : 
⎧ ⋅= 2fr1e

⎩
⎨

GY : r
e1

f1

e2

f2
Fig. 15. Gyrateur, 2ième cas 

es équations associées à la figure 15 sont : L

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅=

⋅=

2e
r
11f

1e
r
12f

ur à 
gain variable est noté MGY ou MTF. 

Causalité intégrale et causalité dérivée.

Remarque : un gyrateur ou un transformate

 
es équations des éléments I, C peuvent s’écrire 

 causalité 

L
sous une forme intégrale ou sous une forme 
dérivée selon la position de la barre de causalité. 
La figure 16 présente le cas de la
intégrale pour les éléments I et C. Les équations 
associées à la figure 16 sont : 

∫ ⋅⋅= dte
I
1f et ∫ ⋅= dtf

C
1e

e

f
I

e

f
C

Fig. 16. Eléments en causalité intégrale 
Les éléments en causalité dérivée sont présentés 
à la figure 17. Les équations associées sont : 

dt
dfIe ⋅= et 

dt
deCf =

e

f
I

e

f
C

Fig. 17. Eléments en causalité intégrale 

Attention, les éléments en causalité dérivée 
sont à manipuler avec prudence. 
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Il existe des règles de propagation de la 
ausalité (voir bibliographie), conduisant à 

lité dérivée. 
’affectation de la causalité est très importante 

’état permet d’effectuer des simulations 
n, ce formalisme est 

c
retenir plusieurs éléments en causalité intégrale 
et quelques uns en causa
L
car : a) elle permet de définir la dimension du 
vecteur d’état, b) parfois elle fait apparaître des 
simplifications physiques abusives, c) elles 
signale des relations algébriques entre variables. 

2.4 Représentation d’état 
Le formalisme d’état est un outil essentiel pour 
la description des systèmes dynamiques. Outre 
les nombreuses propriétés, la représentation 
d
efficaces des systèmes. Enfi
à l’origine de nombreuses méthodes de 
commande des systèmes. 
Le passage du BG à la représentation d’état 
s’effectue de façon systématique. 
Le vecteur d’état est composé des variables 
d’énergie pI et qC associées aux éléments I et C. 

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

=
C

I
qx donc  

⎤⎡ p
⎥
⎦

⎢
⎣

=
C

I
f

x&
⎤⎡ e

Si tous les éléments sont en causalité intégrale, 
la dimension du vecteur d’état est égale au 
nombre d’éléments I et C. 

i parmi les n éléments I et C il en existe nd en 
ivée, alors la dimension du vecteur 

le vecteur u

Propriétés 

S
causalité dér
d’état est n - nd.  
La représentation d’état des systèmes ayant les 
entrées regroupées dans  et les 
sorties regroupées dans le vecteur y est une 
équation différentielle du premier ordre où la 
dérivée du vecteur d’état x s’écrit : 

⎩
⎨
⎧

=
=

)u,x(gy
)u,x(fx&

Noter que pour obtenir la représentation d’état, 
il faut dériver le vecteur d’état et écrire les 
équations correspondantes. Les variables 
associées aux éléments en causalité dérivée sont 
à éliminer (élimination algébrique parfois 

oir la photo en fin de texte. Il s’agit d’une 
outre se déplaçant dans le plan vertical sous 

l’effet de deux forces F1 et F2 créées par des 
oteurs électriques de type brushless par 

 poulies et de courroies. Ces 

, 
 le chariot et 

délicate à réaliser). 

III EXEMPLE : MACHA 

3.1 Présentation 
V
p

m
l’intermédiaire de
moteurs sont pilotés par deux variateurs 
industriels (non modélisés ici) : à une tension 
d’alimentation correspond un couple. 
Les principales notations utilisées sont les 
suivantes : 
- M3, M5 : masse poutre et chariot 
- J : inertie de la poutre, 
- L : longueur totale de la poutre, 
- L1 = L2 = L/2, 
- G3 : centre de masse de la poutre, 
- y : position verticale de G, 
- θ : angle d’inclinaison de la poutre
La figure 18 présente la poutre

i e es. déf nit l s repèr

G3

G5

F1

F2

A

B
L1

L2

x5y3

x3

y

y0

x0

Fig. 18. Notations et repères 

3.2 Const
Pour le c tudier la 

lation entre les vitesses. Dans le repère R0, la 
lation entre les vitesses des points A et G3 

ppartenant au solide poutre s’écrit, en notant le 
int G3. 

ruction du Bond Graph 
onstruire, commençons par é

re
re
a
repère r0 avant la vitesse VG3 du po

3AG0r0r1r0rVA0r3VG0r ∧ω+=  

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅⋅θ
θ⋅⋅θ−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θ⋅
θ⋅

∧
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ
+=

0
c1L
s1L

0
Ay
0

0
s1L
c1L

0
0

VA0r3VG0r &

&

&

&
⎦
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D’où on déduit :

De même les points B et G3 appartiennent au 
olide poutre, donc : 

 
⎩
⎨
⎧

θ⋅⋅θ+=
θ⋅⋅θ−=
c1LAyy3VG0r

s1Lx3VG0r
&&

&

s
3BG0r0r1r0rVB0r3VG0r ∧ω+=  

⎥
⎥

⎢
⎢ θ⋅⋅θ−+

⎥
⎥

⎢
⎢=

⎥
⎥

⎢
⎢
⎣

θ⋅−∧
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣θ

+=
0

c2L
0
By

0
s2L0VB0r3VG0r &&

&

⎥

⎦

⎤
⎢

⎣

⎡ θ⋅⋅θ
⎥

⎦

⎤
⎢

⎣

⎡
⎥

⎦

⎤
⎢
⎡ θ⋅−

⎥⎢
s20c2L &

D’où on déduit : 

Remarques : 

⎤⎡ L0

⎩
⎨
⎧

θ⋅⋅θ−=
θ⋅⋅θ=

c2LByy3VG0r
s2Lx3VG0r

&&

&

a) Les forces appliquées en A et B sont
exprimées dans le repère R0.  Il n’y a pas de 

rectement en G3 selon l’axe 
G3z. 

s entre vitesses se traduisent par 

4

5

6

7

8

9

11

13

couple exercé di

b) Les relation
le BG de la figure 19 où la jonction 1:r0VAy 
représente Ay& . 

R0partie1

1

2 3 10

I1
J3w10

1
r0VAy

0
r0Ay

1
r0VG3y

MTF
MTF

1
r0VBy

1
r0VG3x

0
r0By

I
M3y

Fig. 19. Relation entre les vitesses 

Complétons le BG en incluant les efforts 
appliqués en A et B ainsi que la gravité. 
Dans le repère R0, l’effort appliqué en A 

’écrit ⎢

MTF
L1_cos MoinsL1sin

MoinsL2cos

s : ⎤⎡
⋅

0
1F . Il en est de même pour l’effort ⎥

⎦⎣1
appliqué en B se déplaçant  sur une verticale. 
Cela se traduit par le BG de la figure 20 où l’on 
a rajouté la gravité : grav= -M3⋅g. 

R0partie2
1

2 3

4

5

6

7

8

9

10

1113

I
J3

1
w10

1
r0VAy

0
r0Ay

1
r0VG3y

MTF
L1_cos

MTF
MoinsL1sin

MTF
MoinsL2cos

1
r0VBy

1
r0VG3x

0
r0By

I
M3y

Se
F1

Se
F2Se

grav

Fig. 20. Modélisation des efforts et gravité 

Poursuivons la construction du BG en ajoutant 
 chariot : les coordonnées de G5 vérifient les la

équations d’Euler. Dans le repère mobile R5, le 
chariot présente une seule vitesse de rotation. 
Les composantes de la vitesse absolue de G5, 
dans R3 (ou R5) sont reliées par un seul MGY. 
Ceci est présenté à la figure 21. 

R0partie3
1

2 3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

20
21 22

23

I
J3

1
w10

1
r0VAy

0
r0Ay

1
r0VG3y

MTF
L1_cos

MTF
MoinsL1sin

MTF
MoinsL2cos

1
r0VBy

1
r0VG3x

0
r0By

I
M3y

Se
F1

Se
F2

Se
grav

1
r3VG5y

1
r3VG5x

MGY

K
M5

I
M5x

I
M5y

Fig. 21. Modélisation du chariot 

Dans le repère R5 le vecteur gravité s’écrit : 
⎡ θs

figure 22 où 

⎥
⎦

⎢
⎣ θ
⋅⋅−

c
g5M . Ceci se représente par le BG de la 

grav5 = +M5·g. 

⎤
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R0partie4

1

2 3

4

5

6

7

8

9

10 11

13

20
21 22

23

24

25

26

27

28

I
J3

1
w10

1
r0VAy

0
r0Ay

1
r0VG3y

MTF
L1_cos

MTF
MoinsL1sin

MTF
MoinsL2cos

1
r0VBy

1
r0VG3x

0
r0By

I
M3y

Se
F1

Se
F2

Se
grav

1
r3VG5y

1
r3VG5x

MGY

K
M5

I
M5x

I
M5y

Se
grav5

MTF
cosin

MTF
sinus

0
M5g

I
M3x

Fig. 22. Modèle de la gravité du chariot 

Le chariot glisse sur la poutre. Donc, la 
vitesse absolue de G5 est donnée par : 

3x5x5AGVA5VG ⋅+∧ω+= &

Projetons dans le repère R0 : 
( )
( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅θ
⋅θ

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θ⋅+
θ⋅+

∧
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ
+=

0
5xc
5xc

0
s5x1L
c5x1L

0
0

VA0r5VG0r &

&

&

( )
( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅θ
⋅θ

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅+⋅θ
θ⋅+⋅θ−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
5xs
5xc

0
c5x1L
s5x1L

0
Ay
0

5VG0r &

&
&

&

&

Ou encore : 
( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅θ+θ⋅+⋅θ+
⋅θ+θ⋅+⋅θ−

=
5xsc5x1LAy

5xcs5x1L5VG0r
&&&

&&

Or la vitesse de G3 a été calculée dans R0. La 
relation précédente devient alors : 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅θ+θ⋅⋅θ+
⋅θ+θ⋅+⋅θ−

=
5xsc5xGy

5xcs5x1L
5VG0r

&&&

&&

Dans le repère R3, le vecteur vitesse s’écrit : 
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅θ+θ⋅⋅θ+
⋅θ+θ⋅+⋅θ−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθ−
θθ

=
5xsc5xGy

5xcs5x1L
cs
sc

5VG3r
&&&

&&

Après développement il vient : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅θ⋅θ+⋅θ+θ⋅
θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅+

=
1Ls5xcGy

cs1LsGy5x
5VG3r 2&&&

&&&

Or l’effort selon l’axe y3 ne travaille pas. Donc 
seul reste un lien de puissance entre la vitesse 
r3VG5y et le solide 3.  
Remarquer que : 

( )
x3VG0rs5xcGy

1Lss5xcGy

1Ls5xcGyy5VG3r 2

⋅θ−⋅θ+θ⋅=

⋅θ⋅θ−⋅θ−⋅θ+θ⋅=

⋅θ⋅θ+⋅θ+θ⋅=

&&

&&&

&&&

Cette liaison se représente selon le BG de la 
figure 23 (liens 18, 19, 20, 21). 

R0partie5

21

22 23

2425
27

28

19

20

18

17

13
15

26

29

30

I
J3

1
w10

0
r0Ay

1
r0VG3y

MTF
L1_cos

MTF
MoinsL1sin

MTF
MoinsL2cos

1
r0VG3x

0
r0By

I
M3y

Se
F1

Se
F2

Se
grav

1
r3VG5y

1
r3VG5x

MGY

K
M5

I
M5x

I
M5y

Se
grav5

MTF
cosin

MTF
sinus

0
M5g

0

MTF
cosi

I
M3x

MTF
moins_sin

MTF
x5

Fig. 23. Modèle de la vitesse du chariot 

Le BG est complété par les signaux (flèches 
pleines) qui alimentent les MTF et MGY : voir 
la figure 24. 

Ce BG comprend 3 éléments I en causalité 
intégrale et 2 éléments I en causalité dérivée. 
Donc la dimension du vecteur d’état est 3. 
Par conséquent, le BG indique quel est le 
vecteur d’état représentant la machine, c’est : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅=
⋅=
⋅=

=

1010

66

2424

f3Jp
f3Mp
f5Mp

x

Ceci constitue un avantage important de la 
méthode de modélisation utilisant les BG. 
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0
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Fig. 24. BG de la machine 

3.3 Tableau des équations 

Jonction 1: ω30 
{ }

⎩
⎨
⎧

−−−−=
θ=====

131211910

101312119
eeeee

fffff &

[1] 

Jonction 1: r0VG3y 
{ }

⎩
⎨
⎧

−++=
====

175436

654317
eeeee
fffff

[2] 

Jonction 1:r0VG3x 
{ }

⎩
⎨
⎧

+=
==

161514

141615
eee
fff

[3] 

Jonction 1:r3VG5y 
{ }

⎩
⎨
⎧

++=
===

27262221

21272622
eeee
ffff

[4] 

Jonction 1:r3VG5x 
{ }

⎩
⎨
⎧

−=
==

252324

242523
eee
fff

[5] 

MTF : -sinθ  

⎩
⎨
⎧

⋅θ−=
⋅θ−=

1520

2015
fsinf
esine

[13] 

MTF : -L1·sinθ 

⎩
⎨
⎧

⋅θ⋅−=
⋅θ⋅−=

1214

1412
fsin1Lf
esin1Le

[14] 

MTF : sinθ  

⎩
⎨
⎧

⋅θ=
⋅θ=

2529

2925
fsinf
esine

[15] 

MTF : cosθ  

⎩
⎨
⎧

⋅θ=
⋅θ=

2728

2827
fcosf
ecose

[16] 

MTF : x5  

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

1318

1813
f5xf
e5xe

 [17] 

Jonction 0:r0Ay 
{ }

⎩
⎨
⎧

−=
===

841

184
fff

1Feee
 [6] 

Jonction 0:r0By 
{ }

⎩
⎨
⎧

−=
===

752

257
fff

2Feee
[7] 

Jonction 0 
{ }

⎩
⎨
⎧

++=
===

20191821

21201918
ffff
eeee

[8] 

Jonction 0:gM5 
{ }

⎩
⎨
⎧

−−=
⋅===

292830

302928
fff

g5Meee

[9] 

MTF:cosθ  de 17 à 18 

⎩
⎨
⎧

⋅θ=
⋅θ=

1719

1917
fcosf
ecose

[10] 

MTF : L1⋅cosθ  

⎩
⎨
⎧

⋅θ⋅=
⋅θ⋅=

98

89
fcos1Lf
ecos1Le

[11] 

MTF : -L2⋅cosθ  

⎩
⎨
⎧

⋅θ⋅−=
⋅θ⋅−=

117

711
fcos2Lf
ecos2Le

[12] 

MGY : M5· ω30 

⎩
⎨
⎧

⋅ω⋅=
⋅ω⋅=

2230523

2330522
fMe
fMe

[18] 
Éléments en 

causalité intégrale 
Élément I:J3 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

θ=⋅=

=
&

&

1010

1010

p
3J
1f

ep
 [19] 

Élément I:M3y 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

=

66

66

p
3M

1f

ep&
      [20] 

Élément I:M5x 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

=

2424

2424

p
5M

1f

ep&
   [21] 

Éléments en  

causalité dérivée 
Élément I:M3x 

⎩
⎨
⎧

=
⋅=

1616

1616
pe

f3Mp
&

   [22] 

Élément I:M5y 

⎩
⎨
⎧

=
⋅=

2626

2626
pe

f5Mp
&

   [23] 

3.4 Exemples d’équation 

Pour obtenir les équations, il faut procéder par 
étapes :  
a) traiter les éléments en causalité dérivée,
b) dériver les équations obtenues,
c) traiter les éléments en causalité intégrale en
éliminant les termes associées aux éléments en 
causalité dérivée. 
Par exemple, considérons l’élément I :M3x qui 
est en causalité dérivée. Nous avons : 

1616 f3Mp ⋅= d’après 22 
1416 f3Mp ⋅=  d’après 3 

1216 fs1L3Mp ⋅θ⋅⋅−= d’après 14 
θ⋅θ⋅⋅−= &s1L3Mp16 d’après 1 

1016 ps
3J

1L3Mp ⋅θ⋅
⋅

−= d’après 19 

D’où 
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1016 ps
3J

1L3Mp ⋅θ⋅
⋅

−=

Un traitement analogue pour l’éléments I :M5y 
conduit à : 

610
2

1026 pc
3M
5Mps

3J
1L5Mp5x

3J
5Mp ⋅θ⋅+⋅θ⋅

⋅
+⋅⋅=

La dérivation de ces deux équations donne : 
( )

1066

2
10

2
1021026

pps
3J3M

5Mpc
3M
5M

s1L5xp
3J
5Mpcs

3J
1L5M25xp

3J
5Mp

⋅⋅θ⋅
⋅

−⋅θ⋅+

θ⋅+⋅⋅+⋅θ⋅θ⋅
⋅

+⋅⋅=

&

&&&

et : 
2
1021016 pc

3J
1L3Mps

3J
1L3Mp ⋅θ⋅

⋅
−⋅θ⋅

⋅
−= &&  

A titre d’exemple, considérons le traitement 
d’un l’élément en causalité intégrale I :M5x. 

2424 ep =&  d’après 21 
252324 eep −=& d’après 5 

292224 esf5Mp ⋅θ−⋅θ⋅= && d’après 18, 15 
g5Msf5Mp 2124 ⋅⋅θ−⋅θ⋅= &&  d’après 4, 9 

( ) g5Msfff5Mp 20191824 ⋅⋅θ−++⋅θ⋅= &&  d’après 8 
g5Msf5Mf5Mf5Mp 20191824 ⋅⋅θ−⋅θ⋅+⋅θ⋅+⋅θ⋅= &&&&

Développons en utilisant : 17, 10, 13 

g5Msfs5M

fc5Mf5x5Mp

15

171324

⋅⋅θ−⋅θ⋅θ⋅−

⋅θ⋅θ⋅+⋅⋅θ⋅=
&

&&&

g5Msfs5M

fc5Mf5x5Mp

14

61024

⋅⋅θ−⋅θ⋅θ⋅−

⋅θ⋅θ⋅+⋅⋅θ⋅=
&

&&&
 d’après 1, 2, 3 

g5Msfs5M

ppc
3J3M

5Mp5x
3J

5Mp

14

106
2
10224

⋅⋅θ−⋅θ⋅θ⋅−

⋅⋅θ⋅
⋅

+⋅⋅=

&

&
 avec 19, 20 

g5Msfs1L5M

ppc
3J3M

5Mp5x
3J
5Mp

12
2

106
2
10224

⋅⋅θ−⋅θ⋅θ⋅⋅+

⋅⋅θ⋅
⋅

+⋅⋅=

&

&
 d’après 14 

g5Msfs1L5M

ppc
3J3M

5Mp5x
3J
5Mp

10
2

106
2
10224

⋅⋅θ−⋅θ⋅θ⋅⋅+

⋅⋅θ⋅
⋅

+⋅⋅=

&

&
 d’après 1 

g5Msps1L
3J
5M

ppc
3J3M

5Mp5x
3J
5Mp

2
10

2
2

106
2
10224

⋅⋅θ−⋅θ⋅⋅+

⋅⋅θ⋅
⋅

+⋅⋅=&

 d’après 19 

( )
g5Msppc

3J3M
5M

ps1L5x
3J
5Mp

106

2
10

2
224

⋅⋅θ−⋅⋅θ⋅
⋅

+

⋅θ⋅+⋅=&

 en regroupant 

Finalement : 

( ) g5Msppc
3J3M

5Mps1L5x
3J

5Mp 106
2
10

2
224 ⋅⋅θ−⋅⋅θ⋅

⋅
+⋅θ⋅+⋅=&

[24] 
Pour les deux autres éléments en causalité 
intégrale, le traitement analogue fournit : 

( )

( ) 10610
2

2
10

2
210

2410
2

6
2

ppcs
3J3M

5Mps1L5xc
3J
5M

pcs
3J

1L5M2p5xc
3J
5M

ppc
3J
12F1Fg5Mc3Mpc

3M
5M1

⋅⋅θ⋅θ⋅
⋅

+⋅θ⋅+⋅θ⋅−

⋅θ⋅θ⋅
⋅⋅

−⋅⋅θ⋅−

⋅⋅θ−++⋅⋅θ+−=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ⋅+

&

&

&

[25] 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )1F1L2F2Lcpc
3M
5M5xs1L

pp5xs1Ls
3J3M

5Mpcs
3J

1L5M25xs1L

p5xs1L5x
3J
5Mpcs

3J
1L3Mg5Mc5xs1L

pp
3J
15xs1Lp5xs1L

3J
5Ms

3J
1L3M1

6
2

106
22

102
2

10
22

102

2
2

2410
2

10
222

2

⋅−⋅⋅θ+⋅θ⋅⋅+θ⋅−

⋅⋅+θ⋅⋅θ⋅
⋅

+⋅θ⋅θ⋅
⋅⋅

⋅+θ⋅−

⋅+θ⋅⋅⋅−⋅θ⋅θ⋅
⋅

−⋅⋅θ⋅+θ⋅−

⋅⋅⋅+θ⋅−=⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+θ⋅⋅+θ⋅

⋅
+

&

&

&

      [26] 
Nous avons donc obtenu 3 équations qui ne 
dépendent que du vecteur d’état et des entrées 
F1 et F2. Les équations 24, 25 et 26 constituent 
une représentation d’état non linéaire sous la 
forme : ( ) ( ) uxgxfx)x( ⋅+=⋅Φ & . 

3.4 Mise sous forme définitive 

En robotique, il est d’usage de considérer le 
vecteur des variables articulaires car elles sont 
généralement mesurées : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ
= yG

5x
y
x

q

Nous avons : 
y3MGy3Mp6 && ⋅=⋅=

θ⋅= &3Jp10

( )θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅+⋅=⋅= cs1Lsy5x5Mf5Mp 2424
&&&   [27] 

Dérivons 27: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ⋅⋅θ+θ⋅⋅θ−

θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅θ⋅+θ⋅+
⋅=

222224
s1Lc1L

cs1Lcysy5x
5Mp

&&

&&&&&&&&
&

La relation 28 devient : 

( ) g5Mspp
3J3M

c5Mps1L5x
3J
5M

s1Lc1L

cs1Lcysy5x
5M

106
2
10

2
2

2222

⋅⋅θ−⋅⋅
⋅
θ⋅

+⋅θ⋅+⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ⋅⋅θ+θ⋅⋅θ−

θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅θ⋅+θ⋅+
⋅

&&

&&&&&&&&
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ou encore : 

( ) gsycs1L5x

s1Lc1L

cs1Lcysy5x

22

2222

⋅θ−⋅θ⋅θ+θ⋅θ⋅+=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ⋅⋅θ+θ⋅⋅θ−

θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅θ⋅+θ⋅+

&&&

&&

&&&&&&&&

Simplifions : 

0gs5x

c1Lcs1Lsy5x
2

22

=⋅θ+θ⋅−

θ⋅⋅θ−θ⋅θ⋅⋅θ−θ⋅+
&

&&&&&&&
   [28] 

Un traitement analogue conduit à : 
( )

( ) 02F1Fg5M3M5xc5M25xs5M

5xs5M5xc5My5M3M 2

=−−⋅++θ⋅⋅θ⋅⋅+⋅θ⋅+

θ⋅⋅θ⋅−θ⋅⋅θ⋅+⋅+
&&&&

&&&&&

[29] 
et 
( )

( )
( )
( )
( ) ( 1F1L2F2Lcyc5M5xs1L

cs1L3Mg5Mc5xs1L

cs1L5M5xs1L

5x5M5xs1L2

Q5Ms1L3M3J

2

222

22

2

222

⋅−⋅⋅θ+⋅θ⋅⋅+θ⋅−

θ⋅θ⋅θ⋅⋅−⋅⋅θ⋅+θ⋅−

θ⋅θ⋅θ⋅⋅⋅+θ⋅−

⋅⋅θ⋅+θ⋅⋅−

=θ⋅⋅+θ⋅⋅+

&&

&

&

&&

&&

)
   [30] 
avec : ( )5xs1LQ 2 +θ⋅=

Regroupons les équations 28, 29 et 30 sous la 
forme : 

 D(q).q +  C(q,q) q +  g(q) =  u(t)&& & &  
avec : 

( )⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⋅⋅θ
+=

1F2F1Lcos
2F1F

0
u

La matrice des termes inertiels D est une 
matrice carrée 3,3. Donnons ses colonnes : 

( )
sM5
sM5

5M
1col,qD 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅
θ⋅=

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅θ⋅
+

θ⋅
=

x5cM5
M5M3
sM5

2col,qD 

Posons : M35 = M3+M5 

( )
s1L5x5M2x5M5sL135MJ3

x5cM5
csL1M5-

3col,qD 
2222 ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅⋅⋅⋅+⋅+θ⋅⋅+
⋅θ⋅

θ⋅θ⋅⋅
=

La matrice de Coriolis est: 

( )

( ) ( )
 

cs1L1L3M1L5M5x5M205xs1LM52
5xs5M0c5M2

5x5Mc1L5M00

q,qC

2

2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅θ⋅θ⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅θ⋅+θ⋅⋅⋅
θ⋅⋅θ⋅−θ⋅θ⋅⋅

θ⋅⋅−θ⋅θ⋅⋅−

=

&&

&&

&&

&

Le vecteur des termes de gravité est : 

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ⋅⋅
+

θ⋅
=

cx5M5
M5M3
s5M

qg 

Notons que dans ce modèle la matrice D est à 
déterminant positif, elle est donc toujours 
inversible. De plus, on peut vérifier que 
l’approche Lagrangienne fournit les mêmes 
équations. 

IV CONCLUSIONS 

Les Bond Graphs présentent plusieurs avantages 
pour modéliser un système physique. Retenons 
les plus importants : 
- la modélisation d’un modèle « complexe » au 
moyen de l’inter connectivité de plusieurs 
modèles élémentaires, 
- l’élaboration systématique des modèles 
numériques à partir de modèles graphiques, 
- la définition du vecteur d’état dont les 
composantes ont une interprétation physique et 
sont très souvent liées aux divers capteurs. 

Ces propriétés se traduisent par le 
développement de logiciel permettant d’obtenir 
la représentation d’état et possédant de 
nombreuses possibilités de simuler plusieurs 
types de régulateurs.  

Enfin signalons que plusieurs entreprises 
utilisent le BG afin de faciliter le dialogue entre 
spécialistes de plusieurs domaines. 

Terminons par souligner que la recherche est 
très soutenue dans ce domaine. 
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