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Contrôle du chaos Hamiltonien et amélioration du confinement dans les plasmas

de fusion magnétique
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Les pertes d’énergie et de particules dues au transport anormal dans les appareils de confinement magnétique
de type tokamak sont encore un sérieux obstacle pour la fusion thermonucléaire contrôlée [1]. Au niveau
d’ITER, des changements aussi modestes soient-ils dans les propriétés de confinement peuvent changer de
manière drastique le facteur d’amplification d’énergie. Les états de meilleur confinement trouvés empirique-
ment et la possibilité de réduire et/ou supprimer le chaos avec les perturbations paramétriques (essentiellement
développées pour les systèmes dissipatifs), suggèrent d’étudier la possibilité d’une stratégie de contrôle du trans-
port chaotique anormal par des perturbations appropriées agissant au niveau microscopique des mouvements
des particules chargées.

Le transport anormal d’origine non collisionnelle est aujourd’hui attribué à la présence de fluctuations turbu-
lentes du champ électrique dans les plasmas de fusion. Il y a plusieurs années, il a été montré que la modélisation
E× B des mouvements du centre guide des particules tests chargées donne une explication naturelle de la dif-
fusion à travers le champ magnétique de confinement B [2]. Ces particules tests qui peuvent être, par exemple,
des électrons ou des impuretés (suffisamment diluées pour ne pas influencer le champ électrique), sont soumises
à la force de Lorentz et l’équation du mouvement est

m
dv

dt
= q

(

E +
v

c
× B

)

.

De cette équation, on montre que le composante transverse (au champ magnétique) de la vitesse a pour expres-
sion

vd =
c

B2
E(x, t) × B,

à des termes près qui sont négligeables dans le cas d’un fort champ magnétique (pression cinétique négligeable
devant la pression magnétique, ce qui est le cas dans un tokamak en première approximation). Dans le cadre
de cette approximation, appelée approximation du centre guide, les équations du mouvement des particules
chargées en présence d’un champ magnétique toröıdal intense B = Bez et d’un champ électrique non stationnaire
E(x, y, t) = −∇V (x, y, t) sont donc

ẋ =
d

dt

(

x

y

)

=
c

B

(

−∂yV (x, y, t)

∂xV (x, y, t)

)

. (1)

Les coordonnées spatiales x et y jouent donc le rôle de variables canoniquement conjuguées et le potentiel
électrostatique V (x, y, t), spatialement turbulent, est le Hamiltonien du système.

Dans le cas des systèmes dissipatifs, une stratégie efficace pour le contrôle est la stabilisation des orbites
périodiques instables où la dynamique est attirée. Contrôler le chaos dans les systèmes Hamiltoniens nécessite
des stratégies bien différentes de celles envisagées pour les systèmes dissipatifs car il n’y a pas d’ensembles
attractifs dans leur espace des phases.

Au sein de l’équipe de dynamique non-linéaire du CPT, une nouvelle stratégie pour contrôler le chaos dans les
systèmes Hamiltoniens est développée. Ce problème nous a amené à développer une technique mathématique
appropriée fondée sur les techniques KAM (en particulier, développements en série et inversions d’opérateurs).
L’idée centrale et le sens du contrôle est de modifier de manière pertinente la dynamique du système à travers
des petites perturbations telles que la structure originale du système soit conservée. Par exemple, on cherche
des petites perturbations qui rendent le système intégrable ou plus proche de l’intégrabilité.
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Laboratoire affilié à la FRUMAM (FR 2291).



2

Plus précisément, l’idée est de trouver une modification du potentiel électrostatique V qui augmente significa-
tivement le confinement des particules chargées. De plus, cette modification doit répondre à plusieurs contraintes
et notamment elle ne doit introduire qu’un faible coût énergétique pour être envisageable expérimentalement.
Le potentiel électrostatique contrôlé est donc

Vc(x, y, t) = V (x, y, t) + f(x, y, t),

où ‖f‖ ≪ ‖V ‖.
Nous avons montré [3] qu’un terme de contrôle f possible est donné par

f =
∞
∑

n=1

(−1)n

(n + 1)!
{ΓV }n(nR + 1)V, (2)

où {·} désigne l’opérateur de Lie agissant comme le crochet de Poisson {H1}H2 = {H1, H2}. Les opérateurs
linéaires Γ et R sont définis à partir de la partie intégrable du Hamiltonien autonome du système, noté H0.
L’opérateur Γ est un pseudo-inverse de {H0}, c’est-à-dire qu’il vérifie

{H0}
2 Γ = {H0},

et R = 1 − {H0}Γ est le projecteur sur les modes non-résonants (car {H0}Γ = Γ{H0}).
Pour illustrer notre approche, on choisit le modèle suivant

V (x, t) =
∑

k

Vk sin[k · x + ϕk − ω(k)t], (3)

où les Vk décroissent comme une fonction donnée de k, en accord avec les données expérimentales. Pour simplifier
encore le modèle, on considère ω(k) = ω0 constant et les phases ϕk aléatoires, de manière à reproduire un champ
turbulent. De plus, nous considérons pour |Vk| une loi de puissance en k, afin de reproduire les caractéristiques
spectrales obtenues expérimentalement [4]. La forme explicite du potentiel est donc [2]

V (x, y, t) = a

N
∑

m,n=1

sin [2π(nx + my) + ϕnm − 2πt)]

2π(n2 + m2)3/2
. (4)

Dans la suite, on prendra N = 25. Nous étendons l’espace des phases (x, y) en (E, τ, x, y) où la nouvelle variable
dynamique τ évolue comme τ(t) = t + τ(0) et E est canoniquement conjuguée à τ . Si on absorbe la constante
c/B de (1) dans l’amplitude a, on peut considérer des petits valeurs de a quand B est grand. Le Hamiltonien
autonome du système est donc

H̃(E, τ, x, y) = E + V (x, y, τ). (5)

Pour des petites valeurs de a, le Hamiltonien (5) a la forme H = H0 +V , c’est-à-dire, un Hamiltonien intégrable
H0 plus une perturbation V . La moyenne temporelle de V étant nulle, on a RV = 0. Le premier terme f2 de
la série (2) donnant le terme de contrôle f est donné par

f2 = −
1

2
{ΓV, V }. (6)

Dans le cas considéré, H0 = E et la fonction ΓV est donc une primitive de V par rapport au temps :

ΓV (x, y, t) =
a

(2π)2

N
∑

m,n=1

cos [2π(nx + my) + ϕnm − 2πt]

(n2 + m2)3/2
, (7)

et le calcul de f2 donne

f2(x, y, t) =
a2

8π

∑

n1,m1,n2,m2

n2m1 − n1m2

(n2

1
+ m2

1
)3/2(n2

2
+ m2

2
)3/2

× sin
[

2π
[

(n1 − n2)x + (m1 − m2)y
]

+ ϕn1m1
− ϕn2m2

]

. (8)

Les autres termes de la série se calculent explicitement par des crochets de Poisson successifs avec ΓV . Il est
à noter qu’avec le terme de contrôle f , les particules tests sont stoppées et il n’y a plus de transport vers les
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FIG. 1: Exemple d’une trajectoire obtenue pour le Hamiltonien (5) (à gauche) et pour le Hamiltonien (5) plus le terme
de contrôle (8) (à droite) avec a = 0.8.

bords car H + f est intégrable et canoniquement conjugué à H0 = E. Par contre, ce terme de contrôle f ayant
un spectre trop riche pour la mise en place expérimentale, il est envisagé une troncature de la série donnant f .
Par exemple, le premier terme f2, d’ordre ‖V ‖2, est tel que le Hamiltonien donné par Hc = H0 + V + f2 est
plus proche de l’intégrabilité que le Hamiltonien de départ H0 + V , c’est-à-dire, tel que Hc est canoniquement
conjugué à H0 + O(‖V ‖3). L’efficacité du terme de contrôle partiel f2, qui est aussi un test de robustesse
de la stratégie de contrôle envisagée, est vérifiée à l’aide de simulations numériques. Nous avons comparé les
propriétés des trajectoires de particules obtenues avec le Hamiltonien (5) et avec le Hamiltonien contrôlé dont le
terme de contrôle est donné par (8). La figure 1 montre deux trajectoires issues des mêmes conditions initiales
calculées avec et sans le terme de contrôle. La particule reste confinée dans une région étroite dans le cas
contrôlé, indiquant une réduction du transport vers les bords. Afin d’étudier qualitativement les propriétés de
diffusion du système, le déplacement quadratique moyen

〈r2(t)〉 =
1

M

M
∑

i=1

‖xi(t) − xi(0)‖
2
, (9)

d’un ensemble de M particules distribuées initialement uniformément au hasard dans le domaine 0 ≤ x, y ≤ 1
pour t = 0 montre que le comportement est linéaire en fonction du temps. Le coefficient de diffusion est obtenu
par

D = lim
t→∞

〈r2(t)〉

t
.

Ce coefficient de diffusion D en fonction de a est représenté sur la figure 2 (en échelle log-lin). Une réduction
significative de la diffusion est observée quand on ajoute le terme de contrôle. Comme attendu, l’action du terme
de contrôle devient plus faible lorsque a augmente (ou de manière équivalente lorsque le champ magnétique B
diminue) dans la direction de la phase très chaotique.

La mesure de l’amplitude relative du terme de contrôle f2 par rapport au potentiel électrostatique (4),
√

〈f2

2
〉 − 〈f2〉2

〈V 2〉 − 〈V 〉2
≈ 0.01a, (10)

montre que le terme de contrôle est une petite modification du potentiel électrostatique. Les principaux scénarios
pour ITER sont fondés sur les barrières de transport (mode H, ITB, etc.). Ces barrières de transport sont souvent
associées à un grand apport d’énergie. Cette stratégie de contrôle ouvre une voie d’investigation possible pour
créer des barrières (ou réduire le transport turbulent) et améliorer le confinement magnétique à faible coût
énergétique dans les appareils de fusion contrôlée tels que les tokamaks.

Il est à noter que cette nouvelle stratégie de contrôle des systèmes Hamiltoniens a été testée expérimentalement
avec succès sur un Tube à Ondes Progessives [5], où 0.1% de l’énergie du système est suffisant pour réduire de
manière significative la décohérence cinétique d’un faisceau d’électrons soumis à plusieurs ondes électrostatiques.
Plus génréralement, ce travail a été étendu aux applications symplectiques, au cas de la réduction de la stochas-
ticité des lignes de champ magnétique, du mélange et de l’advection chaotique dans les fluides incompressibles,
et à l’ionisation d’atomes de Rydberg.
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FIG. 2: Coefficient de diffusion D en fonction du paramètre a pour H donné par (5) (carrés) et donné par le Hamiltonien
(5) avec le terme de contrôle (8) (cercles).
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