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PHENOMENES DE SYMETRIE DANS DES FORMES
LINEAIRES EN POLYZETAS

par

J. Cresson, S. Fischler et T. Rivoal

Résumé. — On donne deux généralisations, en profondeur quelconque, du phénomene de
symétrie utilisé par Ball-Rivoal pour démontrer qu'une infinité de valeurs de la fonction ¢ de
Riemann aux entiers impairs sont irrationnelles. Ces généralisations concernent des séries mul-
tiples de type hypergéométrique qui s’écrivent comme formes linéaires en certains polyzétas.
La preuve utilise notamment la régularisation des polyzétas a divergence logarithmique.

Abstract. — We give two generalizations, in arbitrary depth, of the symmetry phenomenon
used by Ball-Rivoal to prove that infinitely many values of Riemann ¢ function at odd integers
are irrational. These generalizations concern multiple series of hypergeometric type, which
can be written as linear forms in some specific multiple zeta values. The proof makes use of
the regularization procedure for multiple zeta values with logarithmic divergence.
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1. Introduction

Une généralisation de la fonction zéta de Riemann ((s) est donnée par les séries polyzétas,

définies pour tout entier p > 1 et tout p-uplet s = (s1, So, ..., s,) d’entiers > 1, avec 51 > 2,
par
1
C(s1,82,...,8p) = Z T
k1>ko>..>kp>1

Les entiers p et s; + s2 + ... + s, sont respectivement la profondeur et le poids de
C(s1,82,-..,5,). On voit naturellement apparaitre les polyzétas lorsque, par exemple, on
consideére les produits des valeurs de la fonction zéta : on a ((n){(m) = ((n + m) +

((n,m)+ ((m,n), ce qui permet en quelque sorte de « linéariser » ces produits. En dehors
de quelques identités telles que ((2,1) = ((3) (due a Euler), la nature arithmétique de ces
séries est aussi peu connue que celle des nombres ((s). Cependant, ’ensemble des nombres
((s) possede une tres riche structure algébrique assez bien comprise, au moins conjecturale-
ment (voir [15]). Par exemple, on peut s’intéresser aux Q-sous-espaces vectoriels Z, de R,
engendrés par les 2P72 polyzétas de poids p > 2 : Z, = Q((2), Z5 = QC(3) + Q¢(2,1),
Zy=QC¢4)+Q¢(3,1) +Q¢(2,2) + Q¢(2,1,1), etc. Posons v, = dimg(Z,). On a alors la
conjecture suivante, dont le point (i) est di & Zagier et le point (i) & Goncharov.

Conjecture 1. — (i) Pour tout entier p > 2, on a v, = ¢,, ou Uentier ¢, est défini par
la récurrence linéaire cpi3 = cpp1 + ¢y, avec cg =1, c; =0 et ¢y = 1.
(i1) Les Q-espaces vectoriels Q et Z, (p > 2), sont en somme directe.



La suite (v,),>2 devrait donc croitre comme o (ou av & 1, 3247 est racine du polynome
X3 — X — 1), ce qui est bien plus petit que 2°72. Il y a donc conjecturalement beaucoup
de relations linéaires entre les polyzétas de méme poids et aucune en poids différents :
dans cette direction, un théoreme de Goncharov [7] et Terasoma [13] affirme que 1'on a
v, < ¢, pour tout entier p > 2. Il reste donc a montrer l'inégalité inverse pour montrer (¢),
mais aucune minoration non triviale de v, n’est connue a ce jour : méme si les relations
classiques donnent vy = v3 = vy = 1, on est bloqué des 1'égalité vs = 2, qui est équivalente
a lirrationalité toujours inconnue de ((5)/(¢(3)¢(2)). Plus généralement, un des intéréts
de la Conjecture 1 est d’impliquer la suivante.

Conjecture 2. — Les nombres m,((3),((5),((7),((9), etc, sont algébriquement indépen-
dants sur Q.

Cette conjecture semble actuellement totalement hors de portée. Un certain nombre de
résultats diophantiens ont néanmoins été obtenus en profondeur 1, c¢’est-a-dire dans le cas
de la fonction zéta de Riemann (voir [6]) :

(i) Le nombre ((3) est irrationnel (Apéry [1]);

(77) La dimension de I’espace vectoriel engendré sur Q par 1, ¢(3), ¢(5),...,((A) (avec

A impair) croit au moins comme log(A4) ([2, 11]);
(#41) Au moins un des quatre nombres ((5),((7),(9), ((11) est irrationnel (Zudilin [18]).

Ces résultats peuvent étre obtenus par I'étude de certaines séries de la forme ()

= P(k)
2o, 1)

avec P(X) € Q[X], n > 0, A > 1; on utilise ici le symbole de Pochhammer défini par

(K)o = k(k+1)...(k4+ a —1). Ces séries s’expriment comme combinaisons linéaires sur

Q de 1 et des valeurs de zéta aux entiers. Le point crucial est que, dans ces combinaisons
linéaires, figurent seulement certaines valeurs de la fonction zéta : ((3) dans le cas (i), des
valeurs ((s) avec s impair dans les cas (ii) et (ii). Ceci provient (dans les deux derniers
cas, et aussi dans certaines preuves de (7)) d’une propriété de symétrie liée a 'aspect (tres)
bien équilibré de la série (1.1) (voir [2] ou [11]) :

Théoréme 1. — Soit P € Q[X]| de degré au plus A(n + 1) — 2, tel que

P(—n — X) = (—1)ACTU+ px),

(WDu moins, dans le cas de (i) et (ii); le point (iii) nécessite une autre idée (série « dérivée ») mais la
base de départ est la méme. Voir la fin de 'Introduction pour plus d’explications.



Alors la série (1.1) est une combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de 1 et des
valeurs ((s) pour s entier impair compris entre 3 et A.

Le but de cet article est de donner deux généralisations, en profondeur quelconque, de
ce phénomene de symétrie. Nous espérons que ces généralisations ouvriront la porte a
des résultats diophantiens (d’irrationalité ou d’indépendance linéaire) sur les polyzétas qui

interviennent (voir §2.3).

Notre premier résultat (démontré au paragraphe 6) concerne des sommes découplées,
c’est-a-dire portant sur tous les p-uplets (ky,...,k,) € N*7:

Théoréme 2. — Soient p > 1, n > 0 et A > 1 des entiers. Soit P € Q[X1,...,X,] un
polynome de degré < A(n + 1) — 2 par rapport a chacune des variables, tel que

P(Xl,...,Xj_l,—Xj —n,Xj+1,...,Xp)
- (—1)A(n+1)+1P<X1, . .,Xj717Xj’Xj+17 . .7Xp)

pour tout j € {1,...,p}. Alors la somme multiple

Z P(kjl,...,kpl (1.2)

Eiyenkp>1 (kl)leJrl SR (kp)n+1

est un polynome a coefficients rationnels, de degré au plus p, en les ((s), pour s entier

impair compris entre 3 et A.

Par exemple, lorsque A = 3 ou A = 4, cette somme est un polynéme en ((3). Quand on
prend p = 1, on retrouve exactement le théoréeme 1 (quel que soit A).

La preuve du théoreme 2 consiste essentiellement (apres avoir décomposé la fraction ra-
tionnelle en éléments simples) a séparer la somme multiple en un produit de p sommes sim-
ples auxquelles on applique le théoreme 1. Elle utilise aussi un processus de régularisation,

dans une situation simple et élémentaire.

L’inconvénient principal du théoreme 2, du point de vue des applications éventuelles,
est le fait que la somme sur ky, ..., k, soit découplée. Cet inconvénient est visible par trois
aspects que nous décrivons maintenant.

Tout d’abord, les séries découplées donnent toujours des polynomes en valeurs de ¢ en
des entiers, méme quand on omet 'hypothese de symétrie du théoreme 2. Cette remarque,
qui découle de la preuve du théoreme 2 (voir §6), montre que les polyzétas ne peuvent pas

intervenir réellement dans ce cadre.



Ensuite, considérons la série de Ball

Pour tout entier n, S, est une forme linéaire en 1 et ((3); cela se déduit du théoreme 1.

Elle coincide exactement avec les formes linéaires qui ont permis a Apéry de démontrer
lirrationalité de ((3) ; sans rentrer dans les détails, indiquons que cette coincidence n’est pas
du tout évidente et qu’elle est la premiere application de la conjecture des dénominateurs
prouvée dans [8]. Pour tout entier p > 1, la série S? est évidemment une série découplée
de la forme considérée dans le théoreme 2 avec

P(Xy,...,X,)

= (X, + g)...(Xerg

et A = 4. Ainsi, S? est un polynome en ((3) de degré (au plus) p, dont on pourrait a priori

X1 =) (Xp—n)n(Xi+n+1),... (X, +n+1),
espérer déduire la transcendance de ((3). Pourtant, SP ne contient pas plus d’information
diophantienne que S, et elle ne donne que l'irrationalité de ((3).

Enfin, les sommes multiples qui apparaissent dans les preuves d’irrationalité sont plutot

de la forme

Z P(ky, ..., ky) (1.3)

c’est-a-dire que la somme porte sur des variables ordonnées; c’est a ce genre de séries que
s’applique 'algorithme de [5]. Par exemple, lorsque p =2, A =2 et
P(Xl,XQ) = TL'(Xl — X2 + ]_)n(X2 — n)n(XQ)n+1,

Sorokin [12] démontre que la somme (1.3) est exactement ) la forme linéaire en 1 et ¢(3)
utilisée par Apéry dans sa preuve d’irrationalité. Plus généralement, une conjecture de

Vasilyev [14] affirmait qu’une certaine intégrale multiple, égale & la série

=< Z (k’l —k’2+1)n...(k’p_1 —k’p+ 1)n(k:p—n)n (14)
(k0)2y - (ko) (Bp)a s ’
by > >y >1 n n n
est une forme linéaire rationnelle en les valeurs de zéta aux entiers > 2 de la méme parité
que ¢ € {0,1}. La formulation intégrale de cette conjecture a été démontrée dans [20] et
une version raffinée dans [8] : la méthode consiste a prouver que la série (1.4) s’exprime

(2)Quand on applique P'algorithme de [5], on trouve une forme linéaire en 1 et ¢(2,1); il faut alors utiliser
la relation ¢(2,1) = ¢(3). De plus, Sorokin travaille & ’aide d’une expression intégrale alternative de cette
somme.



aussi comme une série simple a laquelle le théoreme 1 ci-dessus s’applique. Zlobin [17] a
récemment obtenu une démonstration totalement différente par une étude directe de la
série (1.4), dans l'esprit des méthodes combinatoires développées dans cet article. On peut
alors démontrer des résultats essentiellement de méme nature que ceux de [2, 11|, ce qui

renforce I'intérét pour des sommes multiples sur des indices ordonnés.

Nous avons démontré dans [5] que toute série convergente de la forme (1.3) s’écrit comme
combinaison linéaire de polyzétas de poids au plus pA et de profondeur au plus p (et ce
résultat théorique a été obtenu, indépendamment, par Zlobin [16]). En outre, nous avons
présenté un algorithme, que nous avons implémenté [4] en Pari, pour calculer explicitement
une telle combinaison linéaire. Ceci nous a permis de découvrir les propriétés de symétrie

que nous énoncons maintenant® dans le cas particulier de la profondeur 2 :

Théoréme 8. — Soient n >0 et A > 1 des entiers. Soit P € Q[X1, X3] un polynéme en
deuz variables, de degré < A(n + 1) — 2 par rapport a chacune d’elles, tel que
P(X1,Xs) = —P(Xs, Xy)
P(—n — X1, Xo) = (—1)AM+DHIp(X) | X5) (1.5)
P(Xl, —Nn — XQ) = (_1)A(n+1)+1P(X1’X2>

Alors la somme double (1.3) est une combinaison linéaire, a coefficients rationnels :
—de 1,
— de valeurs ((s) avec s entier impair compris au sens large entre 3 et 24,

— de différences ((s,s") — ((s',s) avec s, s’ entiers impairs tels que 3 < s < § < A.
En particulier, si A = 4, ce théoreme montre que la série double

P(ky, ks)
Z (k1)hir (K)o

k1>k2>1

est une forme linéaire en 1, ((3), ¢(5) et ((7) (ce qui était loin d’étre évident a priori
puisqu’on part d’une série double). Pour A = 3, on obtient une forme linéaire en 1, {(3),
¢(5); enfin, pour A = 2, une forme linéaire en 1 et (3).

Il est & noter que dans la série (1.3), les variables &, ..., k, sont liées par des inégalités

larges, comme dans [5] mais a 'inverse de la définition des polyzétas.

Par exemple, le théoreme 3 donne le cas particulier suivant :

B)Pour simplifier, nous ne démontrons ici le théoreme 3 que dans le cas ot n est pair : voir la remarque 5.2.1.



Corollaire 1. — Soient n,r,t,e > 0 et A > 1 des entiers tels que
e=(A+1)(n+1)+ 1 mod 2

et
e+dr+2t<(A-1)(n+1)—4.

Alors la série convergente

> (k1+g)6(k2+g)6 (k1 — ko — 1)area (ks + by (Z ”A_ 7”)2r+114(k1 — Hatrns1 (k2 — orrns
e Unt1 (k2)

est une combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de 1, de valeurs ((s) (avec s entier
impair tel que 3 < s < 2A—1), et de différences ((s,s')—((s',s) (avec s, s' entiers impairs
tels que 3<s< s <A).

Par exemple, on a

1 1, (ky — kg — 1)5(ky + ko) g(ky — 1)4(ky — 1)
Z (h+ ) e ) (k)5 (k)]
o 189

= —1156 + 891((3) + —- ¢(5) + T8(¢(5,3) — €(3,5)).

Un autre ingrédient, qui est fréquemment utilisé avec des séries simples, consiste a dériver
la fraction rationnelle en k, avant de sommer ; par exemple, une double dérivation sert a
montrer le résultat de Zudilin [18] rappelé apres la conjecture 2. Cette astuce, appliquée
plusieurs fois, permet de faire disparaitre ((s) de la forme linéaire obtenue, pour de petites
valeurs de s. On peut imaginer de 1'utiliser pour des sommes multiples, méme si on n’a au-
cun résultat connu de disparition de polyzétas dans ce cadre. Il est clair qu’en dérivant une
fraction rationnelle de la forme P(Xy,...,X,)/((X1)ap ... (X,)i,,) par rapport a I'une
des variables X;, on obtient une fraction rationnelle de la méme forme (avec A remplacé
par A+ 1). En profondeur 2, si un polynome P(X7, X5) vérifie les relations (1.5), alors le
polynome () défini par

( 0 >2< 0 )2 P(Xy, X5) _ Q(X1, Xy)
0X,1/ \0Xy/ (X))o (Ko (X)) (Xo)atf?

les vérifie aussi; on peut donc lui appliquer aussi le théoreme 3. Cette remarque mon-
tre qu’on aurait pu ajouter des dérivations dans le corollaire 1. Elle s’applique aussi en

profondeur quelconque.

Ce texte est divisé comme suit. Nous donnons au paragraphe 2 ’énoncé général, en pro-
fondeur quelconque, que nous obtenons. La preuve utilise deux outils : la régularisation



des séries a divergence logarithmique et le développement en éléments simples des fractions
rationnelles, qui sont présentés aux paragraphes 3 et 4 respectivement. Ces outils perme-
ttent d’énoncer (au paragraphe 4.2) le théoreme 6, qui implique notre résultat principal
(voir §4.4). Ce théoreme est démontré au paragraphe 5, par récurrence sur la profondeur :
il s’agit du cceur de la preuve. Le cas des profondeurs 1, 2 et 3 sont détaillés séparément,
et servent d’introduction a la démonstration générale.

Enfin, au paragraphe 6, on démontre le théoreme 2 énoncé ci-dessus. La preuve suit la
méme stratégie que celle du résultat principal, mais chaque étape est nettement plus simple

a mettre en ceuvre.
Remerciements : Les auteurs ont eu 'opportunité d’utiliser la puissance de calcul de

la grappe Médicis, ce qui leur a permis de mener plus facilement les expérimentations qui
ont conduit aux résultats de cet article.

2. L’énoncé dans le cas convergent

2.1. Polyzétas antisymétriques. — Pour énoncer notre résultat en profondeur quel-
conque, nous aurons besoin de la notation suivante. Pour p > 0 et s1,...,5s, > 2 entiers,
on pose

Cas(sla SRR Sp) = Z €0C($U(1), BRRE So(p))a

oES)
ou &, désigne la signature de la permutation o. On appelle polyzéta antisymétriqgue une
telle combinaison linéaire de polyzétas (méme si, pour p > 2, ce n’est pas en général un
polyzéta). Il s’agit de séries convergentes, puisque tous les s; sont supposés étre supérieurs
ou égaux a 2; on utilisera donc parfois le terme de polyzéta antisymétrique convergent.
Pour p =1, on a (*(s) = ((s). La convention naturelle consiste a poser (**(sy,...,s,) =1
lorsque p = 0, puisqu’il existe une unique bijection de I’ensemble vide dans lui-méme. Pour

p =2, 0ona (*(s1,s2) = ((s1,52) — ((82,51) et lorsque p =3, on a
Cas(sl, S2, 83)
= C(SD S92, S3) + C<827 53, Sl) + C(S?n S1, 82) - C(S27 S1, 83) - C(‘Slu 53, 82) - C(S?n S92, Sl)-
Par définition, pour tout o € &, on a
CaS(SU(l)u SRR SU(p)) = 80Ca8<817 SERE) Sp)7

et (®(s1,...,5,) = 0 des que deux des s; sont égaux.



2.2. Enoncé du résultat principal. — Notons .7, l'ensemble des polynomes
P(Xy,...,X,) € QXy,...,X,] tels que :

(Pour tout o € S,, on ait
P(XJ(1)7XO—(2)7 . 7Xa(p)) = EUP<X1, XQ, . ,Xp).

Pour tout 5 € {1,...,p}, on ait
P(Xl,...,Xj_l,—Xj —TL,Xj+1,...,Xp)
== (_1)A(n+1)+1P(X1’. . .7Xj,17Xj,Xj+17. . ,Xp).

\
Par exemple, o7 est exactement ’ensemble des polynomes P vérifiant les conditions (1.5).
Par ailleurs, si P € 4, alors P a le méme degré par rapport a chacune des variables
Xi,...,X,. Bien entendu la définition de 7, dépend aussi de la parité de A(n + 1), mais

on ne reflete pas cette dépendance pour ne pas alourdir la notation.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.®

Théoréme 4. — Soit P € 4, de degré < A(n+1)—2 par rapport a chacune des variables.

Alors la série

Z P(ky,. ... k) (2.1)

k1> >kp>1 (k)i - (Kp)aya

est une combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de produits de la forme

C(s1) - Csq)C (s -y 5¢r)

avec
q,q > 0 entiers tels que 2q + q' < p,
31,...,3q,3/1,...,s’q, entiers impairs > 3, (2.2)
s;i < 2A —1 pour tout i € {1,...,q}, ’
si < A pour touti € {1,...,q'}.
La dissymétrie entre si,...,s, dune part, et s, ..., s, d’autre part, dans la conclusion

de cet énoncé sera commentée plus loin (juste apres 1’énoncé du théoreme 6).

Il est important de bien visualiser I’ensemble des produits de polyzétas qui apparaissent
dans ce théoréme. Par exemple, lorsque ¢ = 0 le polyzéta antisymétrique ¢*5(s), ..., 3;,)
vaut 1 (conformément a la convention évoquée au paragraphe 2.1), et on obtient un produit

de valeurs de ( en des entiers impairs. Lorsque ¢ = ¢’ = 0, ce produit est vide et on obtient 1.

() Ce résultat, comme les théoremes 5 et 6 ci-dessous, ne sera démontré ici que dans le cas ot n est pair.
Ceci permet de simplifier la preuve (voir la remarque 5.2.1) et ne devrait pas étre un obstacle a d’éventuelles
applications diophantiennes.
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Si p = 1, le théoreme 4 affirme que (2.1) est une combinaison linéaire de 1 et des ((s)
pour s impair tel que 3 < s < A : on retrouve le théoreme 1, c¢’est-a-dire le phénomene de
symétrie lié aux séries hypergéométriques (tres) bien équilibrées en profondeur 1.

Si p = 2, on obtient exactement le théoreme 3 énoncé dans l'introduction.

Si p = 3, ce théoreme affirme que la série est une combinaison linéaire, a coefficients
rationnels :

— de produits d’au plus deux valeurs de ¢ en des entiers impairs > 3,

— de polyzétas antisymétriques convergents (*(sy, sg) avec s, Sp > 3 impairs,

— de polyzétas antisymétriques convergents (*(sq, S, $3) avec Si, S9, S3 > 3 impairs.

En profondeur p > 4, des termes tels que ¢ > 1 et ¢’ > 2 peuvent apparaitre : il semble
que la série obtenue ne soit pas toujours la somme d’un polynéme en valeurs ((s) (avec
s impair) et d’une combinaison linéaire de polyzétas antisymétriques (*(sq,...,s,) avec
81, ..., 8¢ Impairs.

A Tinverse, on peut affaiblir la conclusion du théoreme 4 en disant que la série est
un polynéme (a coefficients rationnels) en les polyzétas antisymétriques convergents
(*(s1,...,8,) avec 1 < g<petsy,...,s, > 3 impairs tels que s; + ...+ s, < pA.

Lorsque A < 2, on a forcément ¢’ = 0 pour tous les produits qui apparaissent, ce qui

fournit le corollaire suivant :

Corollaire 2. — Sous les hypothéses du théoréme 4, si A < 2 alors la série (2.1) est un
polynome en ((3) a coefficients rationnels.

Le théoreme 4 contient, par exemple, le cas particulier suivant :

Corollaire 3. — Soient n,r,t,e > 0 et A,p > 1 des entiers tels que
e=(A+1)(n+1)+ 1 mod 2

et
e+ (Ar+2)p+2t<(A—1)(n+1)+4r

Alors la série convergente

v { H (ki — ke — )ors1 (i + kj + 1 — 1), 1”
> [fwe] e a1

k1> >kp>1 Li=1

p

(ki — t)2t+n+1:|

est une combinaison linéaire comme celles du théoréeme 4.
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Par exemple, on a

S ()t ) (ks t )

k1>ka>k3>1
(k1 — ko) (ko — k) (k1 — k3)(ky 4 kg + 1) (ky + ks + 1) (k2 + k3 + 1)
(k)3 (k2)3 (ks)3

1 1 2 1
=+t e - e,

X

Dans d’éventuelles applications diophantiennes (voir §2.3), on pourrait prendre ¢ et &
égaux a 0 ou 1, de telle sorte que leur contribution asymptotique (pour n grand) serait
négligeable. Le probléeme est de bien choisir les parametres r et s en fonction de n, ou

encore d’imaginer d’autres polynomes P auxquels on pourrait appliquer le théoreme 4.

On pourrait chercher a obtenir un analogue du théoreme 4 dans lequel seuls des entiers s;
et s} pairs apparaitraient. Un tel énoncé correspondrait peut-étre a des polynomes P invari-
ants sous 'action de &, a des polyzétas symétriques, ou a des valeurs de polylogarithmes
en un point z = —1 (c’est-a-dire a un signe, dépendant de ky, ..., k,, qui multiplierait la

fraction rationnelle que 1’'on somme).

Toujours en vue d'une éventuelle application diophantienne, il serait utile d’avoir un
controle sur le dénominateur des coefficients qui interviennent dans l'écriture de (2.1)
comme combinaison linéaire de polyzétas. Lorsque P = n!4PP ot P est un polynome a
coefficients entiers, on peut supposer dans le théoreme 4 que dﬁp est un dénominateur
commun des coefficients de la combinaison linéaire (ou d,, est le p.p.c.m. des entiers 1, 2,

.., n; ceci sera démontré au paragraphe 4.4). Dans certains autres cas, la présence de
symboles de Pochhammer dans la définition de P permet d’obtenir un tel dénominateur,
comme c’est le cas habituellement en profondeur 1. Etant donné un polynome P particulier,
il n’est pas difficile de déduire un tel résultat du théoreme 6 ci-dessous (il suffit d’adapter
le lemme 1 qui figure au paragraphe 4.4). En outre, il serait intéressant de savoir si une

conjecture des dénominateurs analogue a celle démontrée dans [8] existe.

2.3. Applications diophantiennes éventuelles. — Pour tout entier A > 1, notons
F4 le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par 1 et les ((s), pour s entier impair tel
que 3 < s < A. Les minorations suivantes sont essentiellement les seules connues (voir par
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exemple [6] pour un survol) :

dim %3 =2 [1]
dim Z145 >3 ([19], voir aussi [2]) (2.3)
dim %, > {gg%logf1 (12], [11)).

Pour A > 1 et p > 1, notons &4, le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les
produits ((s1) ...((54)¢*(s},. .., s;,) satisfaisant aux conditions (2.2) énoncées dans le
théoreme 4. L’intérét de ce théoreme est justement de fournir des séries qui appartien-
nent a &4 ,, et qui pourraient permettre de minorer la dimension de cet espace.

Pour p = 1 on a simplement &4 = .#4. Pour p > 2, I'inclusion #34_1 C &4, permet
d’obtenir, a partir de (2.3), des minorations de dim &4 ,. On peut espérer que le théoreme 4
(ou le corollaire 3) conduisent a des minorations plus fines de dim & ,, qui constitueraient
de nouveaux résultats diophantiens. Par exemple, peut-étre peut-on obtenir une minoration
de la forme dim &4, > (c¢(p) — 0,(1)) log(A), ol 0,(1) est une suite qui dépend de p et A
et tend vers 0 quand A tend vers l'infini (quelle que soit la valeur, fixée, de p), et ¢(p) est

une fonction de p seulement. Ceci serait nouveau a condition qu’on ait c¢(p) > (ce

1
1+log 2
que 'on peut espérer, notamment si p est grand).

Par ailleurs, si on arrivait a montrer que dim &5, > 3 pour un certain p, on obtiendrait
que ((3) n’est pas quadratique. Si cette dimension pouvait étre arbitrairement grande,
cela donnerait la transcendance de ((3). Malheureusement, les contraintes de symétrie
imposées au polynome P dans le théoreme 4 semblent trop draconiennes pour qu’on puisse
aboutir a un résultat aussi spectaculaire. Cependant, I'une des motivations principales
de cet article est de montrer que lalgorithme de [5] permet de deviner des propriétés,
comme celles démontrées ici, de disparition de polyzétas. La structure de la preuve du
théoreme 4 devrait pouvoir étre utilisée pour démontrer d’autres résultats analogues, dont

les applications diophantiennes pourraient étre plus faciles.

3. Régularisation des séries divergentes

3.1. Rappels. — Dans toute la suite, on note Hy la somme harmonique définie par
1 1 1
Hy=14=-4+-+...+ —.
N=ldg kot
La proposition suivante a été démontrée par Racinet (voir le Corollaire 2.1.8 de [9]), en
suivant des travaux de Boutet de Monvel.
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Proposition 1. — Sotent p > 0 et sq,...,5, > 1. Alors il existe un unique polynome @)
tel que, pour tout € > 0, on ait quand N tend vers +o0 :

1 -1
o = QUHx) + O.(N 1),
N>ki>..>kp>1 L =" 7P
on note alors (i(s1,...,sp) le coefficient constant de @Q), c’est-a-dire sa valeur en 0.
Cette proposition définit les valeurs régularisées ((s1,. .., s,) des séries divergentes

>
751 150
ki>..>kp>1 1 Ky
lorsque s; = 1. Des que s; > 2, on a simplement (.(s1,...,s,) = ((s1,...,5,) et le
polynome () est constant.

Il s’agit de la régularisation relative au produit nommé stuffle (voir [15]), avec la con-
vention (,(1) = 0. Il existe une autre forme de régularisation, liée au produit shuffle, et

utilisée dans [5] ; mais nous n’en aurons pas besoin ici.

Les valeurs régularisées (.(sy,...,s,) peuvent se calculer de maniere algorithmique; ce
sont des combinaisons linéaires a coefficients rationnels de polyzétas.

Nous aurons aussi besoin de la définition suivante. On appelle polyzéta antisymétrique

régularisé la combinaison linéaire suivante de polyzétas régularisés, pour p > 1 et

S1,...,8p > 1 entiers :
Cfs(sl, cey Sp) = Z 50C*<30(1)7 R Sa(p)).
oe6,
Lorsque s; > 2, on a (*(sq,...,8p) = (*(s1,...,8,) : on retrouve les polyzétas anti-
symétriques convergents. Lorsque p = 0, on pose (*(s1,...,S,) = ((s1,...,8p) = L.
3.2. Enoncé avec régularisation des divergences. — L’une des motivations princi-

pales pour considérer des polyzétas régularisés est qu’ils permettent de rendre la théorie
plus complete, et en tout cas plus élégante. Nous en donnons ici une illustration : pour
démontrer le théoreme 4 (qui concerne seulement des séries convergentes), nous allons
utiliser le résultat suivant (dans lequel des divergences logarithmiques sont autorisées, et

régularisées).®

(®)Plus précisément, nous démontrerons au §5 le théoreme 6, qui est une forme plus précise du théoréme
5, et nous en déduirons le théoreme 4 au paragraphe 4.4.
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Théoréme 5. — Soit P € a7, de degré < A(n+1)—1 par rapport a chacune des variables.
Alors 1l existe un polynome Qp tel que, pour tout € > 0, on ait quand N tend vers +oo :

P(ky, ...k e
> e g ) 0., (3.1)
Nzklz...zkpzl( Vst - (Bp)iga

et tel que Qp(0) soit une combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de produits de la

forme
Gols1) - Gu(5g)CE (51 - 5) (3.2)
avec
q,q > 0 entiers tels que 2q+ ¢ < p
Sl -8, 81y Sy €ntiers impairs > 1
s;i <2A —1 pour touti € {1,...,q}
si < A pour touti € {1,...,q'}.
Comme (,(1) = 0, on peut se restreindre aux produits (3.2) tels que sq,...,s, > 3.

Si dans ce théoréme on suppose que P est de degré < A(n + 1) — 2 par rapport a
chacune des variables, alors (3.1) converge quand N tend vers +o0o, donc le polynéme Qp
est constant (égal a Qp(0)). Pour déduire le théoreme 4 du théoreme 5, il suffit donc de
démontrer que le produit (3.2) ne peut apparaitre que si s, ..., 5;, > 3. C’est l'objet du
paragraphe 4.4 ; pour y parvenir, on utilise en fait une version plus précise du théoreme 5,

que nous allons formuler grace au développement en éléments simples.

4. Décomposition en éléments simples

4.1. Notations et actions de groupes. — Soit P(ky, ..., k,) un polynome de degré <
A(n+1)—1 par rapport a chacune des variables, a coefficients rationnels. La décomposition

en éléments simples de la fraction rationnelle

P(ky, ... k)
Rlky.....k,)= ’ P b 4.1
(oo bo) = A S (4.1)
s’écrit
clsy)
J1s--5 ]
Rky,... k) = 3 SAMAE (4.2)

(kl + jl)sl S (kp + jp)sp

0<jiseenrjp<n
1<5s1,...,5p < A
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S1,---,5p
Jiy -5 0p
a a7, si, et seulement si, on a :

avec des rationnels C' [ ] . L’unicité de ce développement montre que P appartient

S1,...,8 , S1,...,8 .
cl|7P = (1 51“0{. LR . our tout 7 € {1,...,
|:.]17"'7jp:| ( ) .717"'7]2‘717”_ji7.7i+17"'7jp P { p}

S1y...,8 o Sy(1)y -+ -5 Sy(p)
cl Pl=e,C| . our tout v € G,,.
|:]17---7jp} K |:]'y(1)7-"7]“/(?):| P ! :

(4.3)

Donnons maintenant une interprétation algébrique (en termes de groupes opérant sur

des ensembles) de cette situation, qui sera utile dans les preuves.

Pour ¢ € Z /27 (ou on voit toujours Z/27 comme étant le groupe multiplicatif {—1,1})
et j € {0,...,n}, on pose :
e-j=gsie=1,
€-j=n—jsie=—1
Ceci définit une action de Z/2Z sur {0, ...,n}. De maniere diagonale, on peut alors définir
une action de (Z/2Z)? sur {0,...,n}? en posant :

(817"'7€p>'<.j17"'7jp): (51'j17---7€p'jp)-

En outre, on considere l'action triviale de (Z/2Z)P sur {1,..., A}*, et on en déduit une
action de (Z/2Z)? sur {0,...,n}’ x {1,..., A}P définie par :

(61,...,€p)'(jl,...,jp,sl,...,sp):(61'jl,...,Ep'jp,Sl,...,Sp).

Par ailleurs, le groupe &, agit par permutation des facteurs sur (Z/2Z)?, sur {0,...,n}?
et sur {1,..., A} (donc agit aussi sur {0,...,n}? x {1,..., A}’). On en déduit une action
du produit semi-direct (Z/2Z)P x &, sur {0,...,n}? x {1,..., A}?; et (4.3) signifie que

C {jl’ o ’jp est constant (au signe pres) sur chaque orbite (et ce signe est bien déterminé
155 Jp

en fonction de la parité des s;).

Remarque 4.1.1. — Le sous-groupe d’indice 2 de (Z/2Z)° x &, formé par les
(e1,...,6p,7Y) tel que €1...6, = 1 est d’ordre 2°7'p!; pour p = 5, c’est exactement le
groupe de Rhin-Viola [10] pour ((3). Nous n’avons trouvé aucune explication a cette
coincidence.
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4.2. Enoncé régularisé en termes d’éléments simples. — On va déduire les
théoremes 4 et 5 du résultat suivant :

Théoréme 6. — Soient ji,...,j, € {0,...,n} et s1,...,s, > 1. Alors il existe un
polynome Q; s tel que, pour tout € > 0, on ait quand N tend vers +00 :

1
g et | esrtl : :
2 2 2 ' P (koqy 1 g1) - (Rop) +Ep - )™

N2ki>. 2kp>1 0EG (e1,....6p)€(Z/2Z)P

= Qs(Hy) + O:(NT19), (4.4)

et tel que Q;5(0) soit une combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de produits de la

forme
Cl) -Gl )T 5 (4.5)
avec, pour chaque produit de cette forme :

q,q" >0 entiers tels que 2¢' +q¢" <p

815w vy Sys S1se ey Sgn > 1 impairs

’7q
il emiste 0 € G, tel que :

® 57 < So(i) + So(irq) pour touti € {1,...,4¢'}
® 5) = Sg(r+2q) pour tout £ € {1,...,¢"}.
De plus, pour la combinaison linéaire construite dans la preuve :
— Les coefficients de la combinaison linéaire peuvent étre calculés de maniere explicite
et ils admettent d°* "0 pour dénominateur commun.

— Le coefficient du produit (4.5) ne dépend que des j, et des sy pour £ € {o(2¢' + ¢" +

1),...,0(p)}.

Dans ce théoreme, et dans toute la suite, on identifie le groupe Z/27Z a {—1,1} : pour

€ € /27 et s entier, on a €® = 1 si s est pair et €* = —1 si s est impair.

Les contraintes sur les produits (4.5) signifient que les polyzétas (.(s;) de profondeur 1
apparaissent par une sorte de concaténation de deux indices : c¢’est pourquoi ils peuvent
apparaitre jusqu’a s, = 2A — 1 dans les théoremes 4 et 5. C’est aussi la raison pour laquelle
¢’ apparait avec un facteur 2 dans la majoration 2¢’ 4+ ¢"” < p. En revanche, les s/ de (4.5)
sont directement une sous-famille du p-uplet initial (sq,...,s,) (& permutation pres). La
remarque qui termine I’énoncé du théoreme 6 signifie que le coefficient de (4.5) ne dépend
ni des s, de cette sous-famille ni de ceux qui controlent par concaténation les s;, mais
seulement des autres (s’il y en a; sinon, c’est que le coefficient ne dépend ni de sq,...,s,

ni de ji,...,7)-
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Si la profondeur p est inférieure ou égale a 3, les produits (4.5) sont des produits de
valeurs de zéta en des entiers impairs, ou bien des polyzétas antisymétriques de profondeur
2 ou 3. On va maintenant expliciter, a titre d’exemple, le coefficient d’un tel polyzéta
antisymétrique (°(sy, ..., sy,) dans la combinaison linéaire (4.4). La preuve de ce résultat

sera donnée en méme temps que celle du théoreme 6, aux paragraphes 5.2 et 5.3.

Si p = 2, un tel polyzéta ne peut apparaitre (avec un coefficient non nul) que si s; et sy
sont impairs ; dans ce cas, sa contribution est toujours 4({(s1, s2) — ((S2, 51))-

Supposons maintenant que p = 3. Alors des polyzétas antisymétriques de profondeur 2
et 3 peuvent apparaitre. En profondeur 3, la seule contribution possible est dans le cas ou
s1, So et s3 sont impairs; elle vaut

8{35(81, S2, 83) =38 Z €0C*($0(1), S5(2)s 80(3)).
oeBGs3
Explicitons maintenant la contribution des polyzétas antisymétriques de profondeur 2
(qui correspondent & ¢ = 0 et ¢ = 2). C’est une combinaison linéaire des polyzétas
Ce(Sit1, Sita) — Cu(Sita, Siv1) pour @ = 1,23 (en interprétant les indices modulo 3, par ex-

emple s; = s1). Ce polyzéta antisymétrique n’apparait que si s;11 et s;1o sont impairs.

)

Dans ce cas, son coefficient est

Ji 1 n—7Ji 1
_4(; {si - Z {si
=1 (=1

si s; est impair. Si s; est pair et j; > n/2, c’est

_4< JZ el)

l=n—j;+1

Enfin, si s; est pair et j; <n/2, c’est

n—7ji 1

+4( > fsz')'

(=ji+1

Dans chacun de ces trois cas, on voit que ce coefficient ne dépend pas de s;11, Sit2, Jit1,

Jir2, mais seulement de s; et de j; (comme énoncé dans le théoreme 6).

Question : Pourrait-on utiliser ces expressions explicites (en profondeur 2 ou 3) pour
trouver des polynomes P pour lesquels la partie “polyzétas antisymétriques” de la com-
binaison linéaire du théoreme 4 est nulle ? Pour ces polynomes, cette combinaison linéaire

serait donc un polynome en valeurs de ( en des entiers impairs.
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4.3. Liens entre les théorémes 5 et 6. — Comme on va le voir, le théoreme 6 est une

forme plus précise du théoreme 5.

Pour déduire le théoreme 5 du théoreme 6, on procede comme suit (il s’agit de la méme
stratégie que celle détaillée au paragraphe 4.4 ci-dessous). Etant donné P € <, on utilise
le développement en éléments simples du paragraphe 4.1 et on regroupe les termes qui
correspondent a une méme orbite sous l'action du groupe (Z/2Z)? x &, (voir §4.1). Le fait
que P € 47, signifie (voir également §4.1) que tous ces termes apparaissent avec le méme
coefficient, au signe pres (et ce signe est donné par la signature). On est donc ramené
a évaluer la somme sur chaque orbite, qui est exactement de la forme (4.4) : il suffit

d’appliquer le théoreme 6.

Réciproquement, en mettant au méme dénominateur les termes obtenus quand o et
(€1,...,€p) varient, on voit que (4.4) est de la forme (3.1) pour un certain polynéme
P € o, de degré < A(n + 1) — 1 par rapport a chacune des variables. Ceci prouve que
le théoreme 5 implique le théoreme 6, a condition d’oublier, dans ce dernier, les précisions

données en complément.

4.4. Preuve que le théoreme 6 implique le théoréeme 4. — Commencons par le
point délicat, qui différencie cette preuve de celle du paragraphe 4.3.

Sous les hypotheses du théoreme 4, la fraction rationnelle R définie par (4.1) est de degré
< —2 par rapport a chacune de ses variables. Donc ki R(ky, ..., k,) tend vers 0 quand k;
tend vers l'infini, et on obtient en passant a la limite dans (4.2) :

1 _ 1,89,...,s
- - cl| e TP =),
Z (ko +]2)52---(k3p+jp)51’jlz:0 |:]1>]2>--->]p:|

0<j2,....0p <n
1<s2,...,5p <A

Par unicité du développement en éléments simples de la fraction rationnelle nulle, on obtient

pour tous Sa,...,Sp,J2,---,Jp -
n
ZC 1,5.2,...,5?; —0.
— J1, 255 Jp
Jj1=0
Le méme raisonnement, appliqué avec k; au lieu de k;, montre que pour tout i € {1,...,p}
on a :

ZC[S.l’""?i_1’1’84i+1"""941’:| _0 (46)
§i=0 jla-.-,ji—l)]i,]i-}-l,...,jP
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Une fois ce résultat préliminaire établi, on peut suivre la stratégie résumée au para-
graphe 4.3, combinée avec la régularisation des divergences logarithmiques et une étude
plus détaillée de I'action du groupe (nécessaire pour utiliser (4.6)).

En utilisant le développement en éléments simples (4.2), on voit que la série convergente
(2.1) est la limite, quand N tend vers I'infini, de la somme

1
C ?1,...,sp:| . - . 4.7
Z |:j17~-'7]p Z (k‘l +j1)81...(k3p+]p)sp ( )

0<j1,..,jp<mn N>k12>..2kp>1
1<s51,...,5p <A
Or 'ensemble d’indices {0,...,n}? x {1,..., A}? est la réunion disjointe des orbites sous

I'action du groupe (Z/2Z)? x G, définie au paragraphe 4.1. Etudions la contribution de

chaque orbite a cette somme. Fixons (j,s) = (ji,-- -, Jp, S1,- -, 5p), et considérons un point

quelconque (j',8") = (J1,...,4.,81,...,5) de son orbite (notée €2 ). Il existe v € &, et
J Wi Jps S1 p 3>s p

(€1,.--,6p) € (Z/2Z)P tels que s} = 5y1), -+, S = Sy(p), J1 = €1 Jy(1)s - Jp = Ep * Jr(p)-
La relation (4.3) donne

/ /
Sl? ey S s-y(l)‘i’l SW(P)+1 81, ey Sp
[ ‘ Pl =€, ...Ep C . (4.8)

]i?"'?]p jla---ajp

2Pp!
CardQ); s
(e15--+,6p,7) € (Z/2Z)P x &, on voit que la contribution de €2 ; a la somme (4.7) est
S1yenty 8p:| CardQ;,s

. Yo
Jis--sJp 2ppl

éléments

Comme tout élément (j',s’) de Q;, s’écrit ainsi pour exactement

exactement la somme (4.4), multipliée par C [ . D’apres le théoreme 6,

cette contribution s’écrit donc
Carde,ﬁclSl, cesSp

. —1+e
2rp! Jis-sJp :| le§<HN> + O€<N ) (4.9)

our tout € > 0. Or pour (j,s') € €, ., en prenant (eq,...,e,,7) comme ci-dessus, on voit
p p .7_7 7,81 p Y

par unicité du polynome Q; s que

Qj/7s/ (X) = 878i7(1)+1 c. 8;7(1))4_1@1@()().

Compte tenu de (4.8), on peut donc écrire (4.9) sous la forme

1 CIPRN 4 e
> GCl o Q) + 0N
(ﬂ7s—/)€Ql,§ . 1 s Jp
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pour tout & > 0. Cette écriture de la contribution de ;s a (4.7) montre que la somme
(4.7) est égale a

1 S1yevey S e
2wpl Z C{ji jp}Qj,S(HN)JFOa(N ) (4.10)
! 0< i ip<n ) )y Jp
1<s1,...,5p < A

pour tout € > 0. Cette écriture (qui consiste a réécrire (4.7) en moyennant sur chaque
orbite, puis en appliquant le théoreme 6 a chacune d’elles) est le point crucial qui va
permettre maintenant de conclure, en appliquant la relation (4.6) démontrée au début du

paragraphe.

Comme la somme (4.10) converge vers (2.1) quand N tend vers l'infini, le polynéme

1 S1,...,8
X)= — c|sb g (X 411
AN =5 X ) (@.11)
0<j1,....dp<n
1<s1,...,5p <A

est en fait constant, égal a sa valeur en 0; et cette valeur est exactement la somme (2.1).
Donc le théoreme 6 montre que (2.1) est une combinaison linéaire, a coefficients rationnels,

de produits de la forme

Ce(87) - Culsi )G (8T - - -y sum) (4.12)
avec, pour chaque produit de cette forme, ¢',¢” > 0 entiers tels que 2¢' + ¢ < p,
/ "

¢ = 1 impairs, et 0 € &, tel que s, < S4(i) + So(i+q) PoOUr tout
i€ {l,...,q} et 8§ = S,42q) pour tout £ € {1,...,¢"}.

/ "
STy vvsSyryS1yeeey S

Comme (,(1) = 0, on peut supposer que dans un tel produit (4.12) on a s,..., s, > 3.
Sionaaussi s, ..., s;’// > 3, alors ce produit fait partie de ceux autorisés dans la conclusion
du théoreme 4, donc il n’y a rien d’autre a démontrer. Supposons en revanche que s; =
So(+2¢y = 1 pour un certain ¢ € {1,...,q¢"}. D’apres les précisions données a la fin du
théoreme 6, le coefficient du produit (4.12) dans la décomposition de @;(0) ne dépend
pas de jo(r1a2q). D'apres (4.11) et I'égalité (4.6) démontrée au début de ce paragraphe
(appliquée avec i = o({+2q')), ce produit apparait dans Q(0) avec un coefficient nul, donc

ne contribue pas a la somme (2.1).
Ceci termine la preuve du fait que le théoreme 6 implique le théoreme 4.

Pour démontrer 'assertion sur le dénominateur des coefficients qui figure a la fin du
paragraphe 2.2, il suffit d’appliquer le lemme suivant et de suivre, dans toute la preuve

ci-dessus, les dénominateurs des nombres rationnels qui apparaissent.
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Lemme 1. — Si P =n!“?P ou P est un polynéme a coefficients entiers, alors

dAp—(a—}—...—i—s;,)c«[‘?l) ey Sp:| c 7
n Jis--sJp

pour tous S1,...,8p, 1, -, Jp-

Démontrons maintenant ce lemme. Par Z-linéarité, il suffit de traiter le cas ou P =
AP X1 X avee 0 <7y, . .., < A(n+ 1) — 1. Admettons pour I'instant la propriété
suivante en une variable : pour tout r € {0,..., A(n+1) —1} on a

WA s BV A-s po(r)

— = — 2% avec A/ °E)) € 7. 4.13

CRED ML w0
Le produit de cette relation, écrite avec k = k; pour i € {1,...,p}, montre que la fraction
rationnelle (4.1) peut s’écrire sous la forme (4.2) avec

P
dAp=(sr+ton) ¢ [i o jﬂ = 11 dd=E") € 7.
Ceci termine la preuve du lemme, en admettant la relation (4.13).

Démontrons maintenant cette relation. La matrice de passage de la base canonique
(K" )o<r<Am+1)-1 & la base formée par les polynomes (k)¢ (k+n+1—0), (pour 0 <a <
A—1et 0 <o < n)est a coefficients entiers, triangulaire supérieure a diagonale de 1.
Donc son inverse 1’est aussi ; ceci permet de décomposer le monome k" dans la nouvelle base

(avec des coefficients entiers). Par Z-linéarité, on est ramené a décomposer des fractions
nl4

(Kt (R)ns1-o

rationnelles de la forme . Pour cela, on utilise la formule suivante :

n

! H,
kn = k—] avec H,, ; € Z.
(F)n+1 o +J

Cette formule (qui est simplement le cas particulier A =1, r = 0 de (4.13)) est démontrée
par exemple dans le lemme 5 de [2]. Il suffit alors de faire le produit cette formule, appliquée
a fois sous cette forme et une fois avec n remplacé par n—o. Une fois ce produit développé,

1. 1 . 1 1 . .
on utilise (comme dans [3]) la formule TN — G-n0E) T G Pour £ j.

Chaque application de cette formule fait apparaitre un dénominateur, qui est un diviseur
de d,,. Apres de multiples applications de cette formule, on arrive a une somme de la forme
annoncée dans (4.13), et le coefficient Ej(? est la somme de plusieurs termes qui proviennent
tous d’au plus A — s applications de cette formule. Ceci termine la preuve de (4.13), donc
celle du lemme.
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5. Démonstration du théoréme 6

Dans cette partie, on démontre le théoreme 6 par récurrence sur la profondeur. En
théorie, I'initialisation (§5.1) et le coeur de la récurrence (§5.4) suffisent ; mais on démontre
aussi completement les cas p = 2 (§5.2) et p = 3 (§5.3) pour illustrer et motiver les
constructions du paragraphe 5.4.

Dans toute cette partie, on suppose pour simplifier que n est pair (voir la remarque 5.2.1

ci-dessous).

5.1. Preuve du théoreme 6 en profondeur 1. — Quand p = 1, le théoreme 6 con-

cerne des séries de la forme

XN: ( 1 N (—1)*+! )
—\(k+j)y  (k+n—j)/
Si s > 2, on voit directement que cette somme vaut (14 (—=1)**1)((s) + p;s + O() avec
dypjs € Z, ce qui démontre le théoreme dans ce cas. Sinon, c’est-a-dire si s = 1, cette
somme vaut 2Hy + p; s + 0(%) avec dppjs € Z, ce qui démontre aussi le résultat voulu
puisque (,(1) = 0.

Le théoreme 6 est donc démontré quand p = 1.

5.2. Preuve du théoréme 6 en profondeur 2. — Dans ce paragraphe, on suppose
p = 2 et on démontre, par récurrence sur (ji,j2), que le théoréeme 6 est vrai pour tous
s1, So. L’entier n est fixé dans toute la preuve.

L'initialisation de cette récurrence est le cas oli j; = j = § (puisque n est supposé pair ;
voir la remarque 5.2.1 ci-dessous). La somme (4.4) est alors nulle si s; ou sy est pair; le
résultat du théoreme 6 est trivial dans cette situation. On peut donc supposer que s; et so

sont impairs. La somme (4.4) vaut alors 4(7s, s, — Ts,.s, ), €1 POsant

1
P D o pE

N2>k1>ko>1

Or on a

1
Ts1,82 — E : 51 82
e

N+5>6>0>5+1
n/2 N+%

1 1 1 1
- > et > gs1+s2_ZﬁZE'

N+2>0>0>1 1 N+2>0>1 lo=1"2 0=ty
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La proposition 1 fournit un polyndéme @) tel que, pour tout € > 0, on ait quand N tend
vers l'infini :

Ts1,80 — Q<HN> + O€<N71+€>

avec
n/2
1

Q(0) = Cl(s1,82) + ((s1+ 52) — (Z @)C»ﬁ(&) +r,

la=1
ott 1721 € Z (ceci provient du fait que Q(Hyn/2) = Q(Hy) 4+ O(N"1)). Or (,(1) =0
et C.(s1) = ((s1) pour s; > 2. donné que la somme (4.4) vaut A(Tsy 55— Tsp.51 ), Cela démontre
le théoreme 6 quand s; et sy sont impairs, avec j; = jo = n/2. Cela termine la preuve de

I'initialisation de la récurrence.

Remarque 5.2.1. — Dans cette initialisation, on a supposé que n est pair. C’est le seul
endroit dans cet article (avec les initialisations analogues en profondeurs 3 et p > 4 aux
paragraphes 5.3 et 5.4) ou cette hypothese est utilisée. Si on voulait démontrer les mémes
résultats lorsque n est impair, il suffirait de démontrer cette initialisation dans ce cas. Bien
entendu, on ne pourrait plus prendre j, = jo = 5, donc les calculs seraient plus compliqués.

On pourrait par exemple choisir j1 = jo = 0.

La suite de la démonstration consiste a établir le résultat suivant pour tous j; €
{0,...,n—1} et jo €{0,...,n}:
le théoreme 6 est vrai pour le couple (ji, j2), quels que soient s; et sg,
si, et seulement si, (5.1)
il est vrai pour le couple (71 + 1, j2), quels que soient s; et 5.
En effet, supposons (5.1) établie. Comme le théoreme est vrai pour le couple (71 = n/2, j, =
n/2), il est vrai pour (ji1,n/2) quel que soit j; € {1,...,n} en utilisant (5.1). Or quand
on échange j; et jo, ainsi que (simultanément)s; et so, la somme (4.4) est changée en son
opposé. Donc le théoreme est vrai pour (ji,72) et (s1,52) si, et seulement si, il est vrai
pour (jo, 1) et (s2,1). En particulier, le théoreme est donc vrai pour (n/2,j2) quel que
soit jo € {1,...,n}, et quels que soient s; et sy. En appliquant a nouveau (5.1), on voit
que le théoreéme est vrai pour tout couple (ji,72) € {1,...,n}>

Pour terminer la preuve du théoreme 6 en profondeur 2, il suffit donc d’établir (5.1).

Posons

1
D e
N>k1>ko>1 (kl +]1) l(kQ +]2) 2
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Alors le théoréme 6 concerne la somme

Z 81+15§2+1<KN(51 - J1, €2+ J2, 1, 82) — Ky (€2 - Ja, €1 - J1, Sa, S1)>- (5.2)
61,6262/22

Pour établir (5.1), il suffit de démontrer que la différence entre (5.2) pour (j;+1, j2) et (5.2)
pour (j1, o) est de la forme annoncée dans le théoreme 6. Pour évaluer cette différence, on

aura besoin des calculs suivants.
D’abord,

KN(]{ + 17j£7 S1, 52) - KN(]{?]&) S1, 82)

B Z 1 ( 1 B 1 )
(ko 4 7o) \(ky + g1 + )50 (K + j7)*

N>k12ke>1
N

1 1 1
(k2 + j3)* Z,m ((k1 +i+ D (ks +ji)31)

Mz

—i qu— L)
— k2+Jz (N +g1+1)s0 (kg +jp)

N
logN
= (5.3)
; (k + 1) k?+]2)
On peut en déduire, ou bien démontrer de maniere analogue, la relation
KN(ji - 17jé? S1, 52) - KN(jivjéa S1, 82)
g e
= (R g2)2 NN 4 51) - (ke 7 — 1)
l N
= (5.4)

; k+]1_1 H(k+ j3)®

On aura aussi besoin des relations suivantes, dont la preuve est analogue, et dans lesquelles

c’est la deuxieme variable que I’on modifie :

Kn(ja, 1 + 1, 89,81) — Kn (5, J1, S2, S1)

N N
_ Z 1 _ 1 Z 1 (5.5)
—(k+i+ ) (k+gy)2 i+ = (k+hy)=
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et
KN(jéaji - 17 S92, 51) - KN(jévjia S92, 81)

N 1 1 N
— . (5.6
Zl RS AR Z k+Jz (56)

=1

Posons

Agies(J1,J2) = Kn(e1- (J1 +1),e2 - ja, 51,82) — Kn(e1 - 1, €2 Jo2, 51, S2)
et
Acy ey (G1.J2) = K(e2 - fo,e1 - (ju+ 1), 52, 51) — Kn(ea - ja, €1+ i1, 52, 51).
Avec ces notations, la différence entre (5.2) pour (j; + 1, j2) et (5.2) pour (ji,j2) (que 'on

cherche a évaluer) est
St (Bl ) — Beealin o)) (5.7)
6176262/22

Orona:

. . (81'j1)+1Si81:+1
51~(91+1)—{ (e1-j1) — lsie = —1.

En utilisant successivement deux fois (5.3), deux fois (5.4), deux fois (5.5) et deux fois

(5.6), on voit que (5.7) est la somme des huit termes suivants :

N 1 log N
A i1, Ja) = — . —+0 ) o8
+1,+1(91 J2) — (k + j1)51 (k + ja)*2 ( N ) (58)
N
log N
sa+1 AL , 52 +0 ’ 59
(-1) +1,-1(J1, J2) = kz;(k+jlslk+n_j2) ( N ) (5.9)
N
o 1 log N
_1 81+1A_ , = —1 s+l + O ! 510
(—1) 141(J1,72) = (=1) kz (k+n—j1 — 151 (k 4 jy)* ( N ), ( )
N 1
1 31+32A B ’ — (_ 31+32 - - 511
(—1) 1,-1(J1, J2) Z; (k4+n—ji1—1)5(k+n— jg)= o4
log N
+O(—);
N 1 1 al 1
X | + — — 5.12
1141071, J2) Z (k+d+1)5(k+752)2  (h+1)= Z (k + j2)* ( )

=1 k=1
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(=1)*2A41,-1(j1, o)

N

— (_1)32 i 1 + ( 1)32+1 Z 1 (5 13)
(k+p+ 1) (k+tn—j2)2  (i+1)" = (k+n—j)="

(1) A_1 41(j1, J2)

N o N
s1+1 . s 5 14
;}k+n ]1<k+h) (n— 911§:kﬁﬂ2 )

=1

(1)t AL 1 (j1, o)
B ( 1)31+32 i 1 N (_1)31+s2+1 N 1
—(k+n—jg)(k+n—j)2  (n—j)" & (k+n—j2)=

(5.15)

On va montrer que la somme de ces huit quantités est bien de la forme voulue, c’est-a-
dire s’écrit Q(Hy) + O.(N~1¢) pour un certain polynéme @Q dont la valeur en 0 est une
combinaison linéaire des polyzétas autorisés. Pour cela, on groupe les termes de la maniere

suivante :

)-

1. Le premier terme de (5.12) avec 1
0).

5.1
5.1

(5.12) (

. Le premier terme de (5.13) avec (

. Le premier terme de (5.14) avec (5.
)

2

3 9).

4. Le premier terme de (5.15) avec (5.8).

5. Le second terme de (5.12) avec celui de (5.13).
6. Le second terme de (5.14) avec celui de (5.15).

Pour chacun de ces six groupements, il suffit d’appliquer le théoreme 5 en profondeur 1
(c’est-a~dire essentiellement le théoreme 1, qui est le phénomene de symétrie habituel : voir

§5.1) pour conclure.
Ceci termine la preuve de le théoreme 6 en profondeur 2.

5.3. Preuve du théoreme 6 en profondeur 3. — On procede par récurrence, comme
au paragraphe 5.2.

Pour initialiser la récurrence, on considere (puisque n est supposé pair, voir la remarque
5.2.1) le cas ou j; = jo = j3 = n/2. Dans ce cas, (4.4) vaut 0 si 'un au moins des s; est
pair. Il ne reste donc a traiter que le cas ou les trois s; sont impairs. Dans ce cas, on a :

(44> = 8 : : 807—30(1)750(2)750(3)

ceG3
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avec
1
Tsy,89,83 — § n\s n
e nsy n)sa n\s3
N>k1>ko>ks>1 (R +5)7 (ke + 5)%2 (ks + 3)
Or on a
1
Ts1,82,83 — E , ES%SQESS
N42>0>0>0>04+1 ¢
1 W 1
= Z 631532633 - €T3 Z (51052
NA42>0>0>0>1 L =13 N4Z>4>0>0 L2
n/2
1
- § 681682683 E :683 2 : 81€82
NA42>0>0>03>1 N42>0>0>1 1
N+n/2
H Y sm) X m Y
033052 5t 033052031
12035621 5 27 n=1 L mspsesn>1 372

donc 7y, 56 = Q(Hy) + O(N71) pour un certain polynome @ tel que (d’apres la

proposition 1) :

Q(0) = (u(s1,52,83) + C(s1+ 2, 83) + Cu(51, 52 + 53) + (51 + 52 + 3)

n/2
(X ) (ot ) sxmton = Y
t3=1 B>03>0>0>1 O

en posant

1
X(S?MSQ) = Z (5352

B2ls>>1 3
Ainsi, on obtient que (4.4) s’écrit sous la forme Qi(Hy) + O (N"'¢) pour un certain

polynome @), tel que

n/2
0) =8 Z 50C*<50(1)750(2)7 o( (Z )( (s1,82) — C*(S%Sl))

ceG3
n/2

n/2
+8<Z£1 ><C*(51,33) Ce(53, 51 ) - <Z )(C* S, 83) — C*(53752)>
+ 8(x(83, s2) — x(S2, 83))@’*(81) - 8<X(53> s1) — x(s1, 33))C*(52)
— S(X(S1, S9) — x(s9, 51)>C*(53) -8 Z Eo Z W

ceG3 %253>52>5121 3

Ceci termine l'initialisation de la récurrence.
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Démontrons maintenant ’hérédité. Pour raccourcir les notations, on pose j = (j1, j2, ja),
s = (81,82, 83) et £ = (€1, €9, €3). La preuve est parallele a celle dans le cas de la profondeur
2 (85.2), mais le groupement des termes qui permet de conclure est plus compliqué.

On pose

KnGos) = Y ____

N>ki>ko>ks>1 (ko + )" (g + 52)°2 (s + J)*

puis, pour o € &3 :

K3 (J,5) = Kn(Jo(1)s Jo2)s Jo3)s So(1) Sa(2)s S0(3))

de telle sorte que KX(j,s) = Kn(j,s). Puisque €,-1 = &, on a :

Z S+1 ZEJ 81 J1,€2 " J2,€3 " J3, S )

€(z/27)3 0€Gs3

s1+1

1
= ¢} s2+

s+1 __ &5

ou on note g* 531 On pose aussi

A7(j) = KR (e1- (j1 +1),62- ja, €3 j3,5) — K(e1 - Ji,€2 - Jo, €3 - J3, 5).

Alors la différence entre (4.4) pour (j; + 1, jo, j3) et (4.4) pour (j1, jo, J3) est :

Z e Y e, AZ()). (5.16)

€(z/27,)3 €G3

La suite de la preuve est consacrée a (5.16) : il s’agit de montrer que cette somme est de
la forme voulue, ce qui terminera la récurrence (de maniere analogue a (5.1) dans le cas
de la profondeur 2). Cette somme comprend 48 termes. Dans un premier temps, on fixe
€ € (Z/2Z)? et on explicite les 6 termes correspondants. Pour cela, on pose j| = & - jy,
Jb = €3+ Ja, j4 = €3-J3. Supposons d’abord que £; = +1; on a dans ce cas e1-(j1 +1) = ji+1,
et les six termes qui apparaissent correspondent aux formules (5.3) et (5.5) du §5.2.
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Commencons par le terme qui provient du 3-cycle (123), qui envoie 1 sur 2, 2 sur 3 et 3
sur 1 :

A(123) (])

- KN(,]éujéuji + 17 S92, 53, 81) - KN(.]é7.]é7.]:’[7 59, 53, 81)

B Z 1 ( 1 B 1 )
(ky 4 j5)s2(ko + g3)%s \ (ks + gy + 1)t (ks +j7)%

N>k1>ko>k3>1

(ka5 (ke + 5) N(ha + 51 + 1) (G + 1)

N>k1>ko>1
= > !
iy (G g0+ 1) (k)™= (€ + )

! 1
T e, G O

N>k>0>1
Ce terme apparait dans la somme (5.16) avec le coefficient £5*! (sous I'hypothese que

g1 = +1), de méme que les cing termes suivants, qui se calculent de maniere analogue :

1 log? N
AL () =~ . . S——o ) (5.18)
o Nzkzzzzl (k+ 1) (k +55)%=2 (£ + j3)> N
1 log? N
—A () = 4 4 o2 (5.19)
- N;Ql (k4 J1)* (€ + j3)*2(k + j3)*s N
1
AW () = - . ‘ , (5.20)
- NZKZZZ21 (4 g1+ 1)1 (€ + ja)*2(k + j3)*
1 1
+ —
(1 + 1) kz (0 + gh)s2(k + g4)ss
1
AL (j : : : 5.21
= N>kz>z>1 (k4 g1 + 1)1k + j3) (€ + j5)* ( )
1
+ Z 81 S92
N>k>é>1 O gi)or(k + )= (€ + j5)°
1
A (j) = : : : (5.22)
- Nzk‘zzle (kg1 + 1) (£ + jo)*2(k + J3)*
_ 1
N>k>>1 (04 1) (€ + j3)*2(k + j3)*s
Si ey = —1, il suffit de prendre I'opposé du membre de droite, et d’y remplacer j; par j; —1,

pour que les formules (5.17) a (5.22) soient correctes. Les formules ainsi obtenues sont les
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analogues de (5.4) et (5.6) (au §5.2). Pour ne pas avoir a distinguer suivant la valeur de ¢y,

£1—
2

a ces modifications, les formules (5.17) a (5.22) auraient été valables quel que soit &1 ; on

L Grace

on aurait pu multiplier le membre de droite par €, et y remplacer jj par jj +

utilisera cette convention dans la suite.

Pour exprimer (5.16) sous une forme exploitable, on groupe deux par deux les termes
obtenus, par les formules (5.17) a (5.22), a partir des 48 termes de la somme (5.16). Comme
(5.17) et (5.19) ne donnent qu'un terme (a part le terme d’erreur, qu’on omet dans toute
la suite des calculs), et que (5.18), (5.20), (5.21) et (5.22) en donnent deux, on écrit ainsi
(5.16) comme une somme de 8 x 10 = 80 termes. On va maintenant expliciter ces 40 groupes
de 2 termes.

Soit € € (Z/27Z)3. On pose comme ci-dessus j; = €1 - j1, j4 = €2+ J2, j4 = €3 - j3. Les 5

groupes qui correspondent a £ sont les suivants :

1. On regroupe le deuxiéme terme de (5.17) avec celui de (5.20), ce qui donne

1 1 1
g1e5tl— : : - : : . 5.23
e ATt e ) B )

N>k>0>1

2. On regroupe le deuxieme terme de (5.21) avec le premier terme de (5.19); en

découplant la sommation sur k et £, on obtient en omettant le terme d’erreur

N N 1
o
L 2 R D e A

N

1
+ 1%t T : . (5.24)
Z;@wvi+%ffwk+ﬁf%k+ﬁfs

3. On regroupe le deuxieme terme de (5.22) avec le premier terme de (5.18); en

découplant la sommation, on obtient (en omettant le terme d’erreur)

1

N

1
—ee ) . (5.25)

= (ki + =25 (b + g5)= (k + )
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4. On regroupe le premier terme de (5.21) avec celui de (5.20), d’ou :

N N 1

— g et

= ; ; (k+ ji + 257+ 1) (k + j5)%2 (€ + j3)
N

1
— gttt ., (5.26
S D = R AT

qui se trouve étre la méme équation que (5.25) mais avec j; remplacé par j; + 1 (et

sans terme d’erreur a omettre).

5. On regroupe le premier terme de (5.17) avec celui de (5.22), d’ou :

N N 1

g estl

= ;;%HH%¥WWHWW%W
N

1
+ g8t : : 4 5.27
S D oy e s gy e

qui est la méme équation que (5.24) mais avec j; remplacé par j; + 1 (et sans terme

d’erreur & omettre).

Pour parvenir a la conclusion cherchée, il suffit d’effectuer les groupements suivants, et
de constater que chacun d’eux est de la forme voulue :
— Pour tout e, € Z/27Z, on regroupe la somme (5.23) correspondant aux triplets (1, 1, 1),
(e1,1,-1), (e1,—1,1) et (g1, —1,—1). La somme de ces quatre termes vaut

S1
81 582+1583+1
] e1—1 1 s1 z : 2 3
(71 + 5 T ) £2,63€L/27

1 1
Z ((€+€2 Jo)%2(k +e3-J3)% - (k+e9-72)2(0 + €3 ‘j3)83>>

N>k>0>1
Le théoreme 6 (démontré en profondeur 2 au §5.2) s’applique a cette somme, et montre
quelle s’écrit Q(Hy)+ O (N717), olt Q(0) est une combinaison linéaire (a coefficients
dans d,; (82+53)Z) de 1, de valeurs de ( en des entiers impairs s compris entre 3 et

So + S3, et de (. (83, s2) — (i(S2, s3). En outre ce polyzéta antisymétrique apparait avec
S1 1

LG+t
sont impairs. Dans ce dernier cas, en sommant sur ; € Z/2Z on obtient finalement

un coefficient nul si s, ou s3 est pair, et avec un coefficient 4¢ si s9 et s3

un coeflficient

1 (1)
s (rEm TR reynr)
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qui permet de justifier la remarque qui suit ’énoncé du théoreme.

— Pour tout (e1,e3) € (Z/2Z)?%, on regroupe la somme double de (5.24) pour (g1, 1,e3)

avec celle pour (g1, —1,¢e3), et avec la somme double de (5.27) relative a (—eq, 1, —e3)
et celle relative a (—e1, —1, —e3). La contribution globale de ces 4 sommes doubles est,

en notant génériquement (n;e1, 72, m1€3) les quatre triplets £ qui interviennent :

51 .s3+1 s1+s3+1 82+1
€1¢3 E Ui

m,M2€ZL/27

N N 1
22 (k+m - (1 + S50)) (04 m2 - Jo)*2 (k + - j4) )
Cette somme double se scinde sous la forme suivante :

s1+s3+1

581€S3+1( T )
b Z Z k- (14 2520)50 (k +ny - j3)

k=1 meZ/QZ

52+1

(ZZ

0=1 no€Z/27

). (5.28)
+772 J2)*

D’apres le théoreme 6 (démontrée en profondeur 1), la deuxieme somme s’écrit sous
la forme A;(Hy) + O-(N711¢) ot A; est un polynome tel que A;(0) soit une combi-
naison linéaire de 1 et de valeurs de ( en des entiers s impairs compris entre 3 et o,
puisque (.(1) = 0. En outre d;? est un dénominateur commun des coefficients de cette
combinaison linéaire. Enfin on a démontré au paragraphe 5.1 que A;(0) € Q si s est
pair, et A;(0) € Q + Q((s2) si s est impair ; mais cette précision supplémentaire est
inutile ici.

Pour la premiere somme de (5.28), on applique le théoreme 5, démontré en pro-
fondeur 1 (voir §§4.1 et 5.1) : cette somme s’écrit sous la forme Ay(Hy) + O (N~1¢)
ol Ay est un polynome tel que A,(0) soit une combinaison linéaire de 1 et de valeurs de
¢ en des entiers s impairs compris entre 3 et s;+s3. En outre d*' 7 est un dénominateur
commun des coefficients de cette combinaison linéaire.

Comme la divergence logarithmique de Hy est compensée par le N du terme d’er-
reur, on peut faire le produit des deux expressions précédentes et obtenir

(5.28) = 165 (A1 Ap) (Hy) + O (N~1T),

En outre, A;A5(0) est une combinaison linéaire de termes de la forme 1, {(s’), ((s")
ou ¢(s)¢(s"), avec s, s” impairs et 3 < s’ < 51+ 83, 3 < 8" < 895 et AP est un

dénominateur commun des coefficients.
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— Pour tout (e1,e2) € (Z/2Z)?%, on regroupe la somme double de (5.25) pour (£1,¢&2,1)
avec celle pour (1,5, —1), et avec la somme double de (5.26) relative a (—e1, —e, 1)
et celle relative a (—e1, —e9, —1). Le méme phénomene que précédemment se produit.

— Pour tout € € (Z/2Z)3, 1a somme simple de (5.24) et celle de (5.25) (pour cette méme
valeur de ) sont opposées donc leurs contributions a (5.16) s’annulent.

— De méme, la somme simple de (5.26) et celle de (5.27) s’annulent pour tout ¢ €

(Z)2Z)°.

5.4. Preuve du théoreme 6 en profondeur quelconque. — Dans ce paragraphe,
on démontre le théoreme 6 en profondeur p > 4 en supposant (par récurrence) qu’il est
vrai en profondeurs p — 2 et p — 1. En fait cette preuve fonctionne aussi quand p = 2 et
p = 3; on retrouve alors les démonstrations des deux paragraphes précédents, a condition

d’étre attentif aux conventions quand on somme sur des ensembles vides. Notamment, a

> fk)=0

ke

la convention habituelle

on adjoint la convention
Z f(ky, ... k) =1pour r=0
k1> >k >1

car cette somme porte sur un ensemble vide de variables (par opposition a la précédente,

ou une variable parcourait un ensemble vide).

L’initialisation de la récurrence se fait de maniere tout a fait analogue au cas des pro-
fondeurs 2 et 3 : puisque n est supposé pair (voir la remarque 5.2.1), il suffit, apres avoir
posé

1
TS ey S - Y
LyeeosSp Z (kr45)5 . (kp 4+ 5)%r

N>k >..>kp>1

de constater que 1'on a

p
Tsn---’sﬁ:;:%(—l)p( > e % #)

2>0,>.>0, 1 >17P p—p'+1 N+5>0>..20, ,>1

Démontrons maintenant I’hérédité, qui est la partie difficile. On suppose pour cela que

le théoreme 6 est vrai en profondeurs p—2 et p—1. On adopte les notations suivantes : j =

. . . ) . p+1
(jl,...,jp),§:(51,...,sp),§:(81,...,8p),§-l:(51~31,...,5p~jp),§§+1:5?*1...8;” ,

KnGos) = Y !

N>ki>..>ky>1 (k14 51)% .. (ky + jp)%»
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et, pour 0 € G,
K3(7,8) = Kn(Jo), - - Jolp)s So(1)s - - - » So(p))
de telle sorte que K3'(j,s) = Kn(j,s). Comme g,-1 = &4, on a :
(4.4) = MY e, Ki(e- 4, 9).
e€(Z/)2Z)P eSS,

On pose aussi

A?(l) :Kgf<81 ' (]1 _'_1)752 'j27---a€p'jp7§> _Kgf(éjuﬁ)

Alors la différence entre (4.4) pour (ji + 1, j2,...,p) et (4.4) pour j est :
> ey A (5.29)
ee(Z/2z)p €Sy

La suite de la preuve est consacrée a (5.29) : il s’agit de montrer que cette somme est de
la forme voulue, ce qui terminera la récurrence (de méme qu’en profondeur 2 et 3).

Pour tout o € &,, on pose t, = o~ '(1) et ji =1 - J1, ..., j, = &p - Jp, de telle sorte que
J = (1, J,) = £-j. On pose aussi, par convention, kg = N et k,;; = 1. Supposons
d’abord que ey = +1;onadanscecase; - (j1+1) =j; + 1, et :

A(j) = KL+ L g s) — K%', )
= > (ko) O (ke DT (R ) T

N>k1>..2ky>1

- Z (k1 + o)) @ o (b, +51) 7 (R G)) 5o®
N>k >..>kp>1

—

= Z (k1 =+ Joy) @ o (b, A+ 51) 70 (R + ) 5@
N>ki > he, > 2k >1
ktg—1
xS (i J )T ()7
kty =Kty 41
= Z (k1 =+ doy) @ o (b, A+ 51) 70 (R + ) 5@

N>k > >k, > >kp>1

1 1
Y T —
(kty—1+ 71 + 1) (kg1 + 577
Dans ce calcul, comme dans toute la suite, on note avec un chapeau ’omission d’un terme

dans une liste. En outre, on utilise les conventions ky = N et k,4; = 1.
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Dans le cas o1 e; = —1, la derniere formule obtenue pour AZ(j) reste valable, a condition
d’en prendre 'opposé et d’y remplacer j| par j; — 1. Cela montre qu’on peut écrire, quelle

que soit la valeur de &7 :

A7) = 52(7) = 52() (5.30)
en posant
52(7)
= & > (k1 + o) "o (R, + 41) 750 (hp o+ o) 0 (5.31)
N>k > >k, > >kp>1
1
X -/ e1—1 s
(k?to—l +0 T+ 1) 1
et
S2(J)
= €1 Z (k1 4 o) om0 oo (ke +51) 750 (R + o) 7@ (5.32)
N>k > >k > >kp>1
» 1
(kg4 + J1 4+ S52)s

La relation (5.30) va nous permettre de démontrer que (5.29) est de la forme voulue. Dans
un premier temps, on isole deux cas particuliers. Le premier concerne les termes de la forme
SZ(j) correspondant a des permutations o telles que ¢, = 1. Pour ces termes, on a d’apres
(5.31) la majoration S7(j) = O(%) puisque ko = N ; donc ces termes rentrent dans
le terme d’erreur, et on peut les ignorer. Par ailleurs, si on regroupe tous les termes de
la forme §g (j) correspondant & des permutations o telles que ¢, = p, on obtient pour
contribution globale a (5.29), puisque k,41 =1 :

—1
s+1
(j/ p a1l 1)81 Z S Z o (533)
1 2 ee(z/2z)p o €GB
te =p

X Z (k1 +j(/7(1)),80(1) oo (kpt +jé(p71))*sa(p7n.

N>ky>..>kp_1>1

En fixant ¢; dans cette somme, on peut appliquer le théoréeme 6 en profondeur p — 1,

avec (€2,...,€p), (J2,---Jp), €t (s2,...,5p). Le terme obtenu est multiplié par le rationnel
el

U+ 5+

raisonnement généralise celui qui a permis, en profondeur 3, de traiter la somme (5.23).

dont d' est un dénominateur ; le résultat est donc de la forme souhaitée. Ce
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Pour terminer la preuve, on peut donc ignorer dans (5.29) les termes provenant de ces
deux familles de cas particuliers. Cela revient a faire la convention suivante, que nous

adoptons dans toute la suite :

(5.34)

On peut maintenant relier les sommes SZ(j) et §g (), pour les étudier simultanément.

Pour cela, on démontre 1'égalité suivante, valable pour tout o € &, tel que ¢, > 2 :
S2(j) = St (4 (£4,0,...,0)) (5.35)

avec j + (€1,0,...,0) = (j1 +¢€1,2,...,Jp). Posons ¢ = 0o (t, —1t,); onaa(j) = o(j)
pour j & {t,—1,t,},0(t,—1) =1et o(t,) = o(t, —1). En particulier, on a tz = t, — 1. On
constate alors qu’en remplacant j; par j; +¢; (ce qui revient a remplacer 7| par j;+1) dans
la définition (5.32) de §g(l), on obtient exactement celle (5.31) de SZ(j), a un changement
de notation pres sur les indices de sommation. En effet, dans (5.31), I'indice k;, n’apparait
pas dans la somme, alors que k;,_; apparait et correspond a deux facteurs. Dans (5.32),
c’est ky,_1 qui n’apparait pas, et k;, correspond a deux facteurs, qui sont exactement ceux
provenant de k;, 1 dans (5.31) (apres avoir remplacé j| par j; + &1 dans (5.32)). Enfin les
k; pour j & {t, — 1,t,} jouent le méme role dans (5.31) et dans (5.32). Ceci termine la
preuve de (5.35).

Compte tenu de (5.30), (5.35) et (5.34), on peut maintenant réécrire (5.29) sous la forme :

=Y Y (S S+ (E10,,0) (5.36)

ce(z/22) o€ &,
to S p— 1

(log N)P—1

en omettant (5.33) et le terme d’erreur O(-~>3—) rencontrés plus haut (ce qui correspond

a la convention (5.34)). Pour conclure la preuve, il suffit donc de démontrer que (5.36) est
de la forme voulue.

Pour cela, on définit une application

P:{oce6, t,<p—1} — {l,....p—1} x{2,...,p} xS,
o = (teVs,7)

de la fagon suivante. Pour o € G, tel que ¢, <p — 1, on pose

Uy =0(t, + 1),
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etonnote ¢, : {1,...,p—=2} = {1,...,p}\{to, to +1} et ¢, : {1,...,p—2} = {2,...,p}\
{1, } les bijections strictement croissantes. On pose alors

y=1too0p, €6, 5=6({1,...,p—2})

ou on identifie o avec sa restriction o : {1,...,p} \ {to,to + 1} — {2,...,p} \ {U,}. Par
définition de t, et ¥,, cette restriction est bijective, donc v aussi. Il est facile de voir que

® est une bijection.

Gréace a cette bijection ®, on va remplacer la somme sur ¢ dans (5.36) par une somme
sur (t,,3,,7). Pour cela on utilise la relation suivante, valable pour tout o € &, tel que
to S p— L:

gr = (—=1)"¢,. (5.37)

Pour démontrer (5.37), on étudie les couples (7, ) tels que 1 <i < j <peto(i) > o(j);la
signature de o est donnée par la parité du nombre de tels couples. Soit (7, j) un tel couple.
Si {i,j} N {t,,t, + 1} = 0, ce couple correspond au couple (¢ (i), (j)) qui contribue
a la signature de . Réciproquement, chaque couple qui intervient dans le calcul de €, est
obtenu, une et une seule fois, de cette maniere. Comme le cas {i,j} = {t,,t, + 1} est exclu
puisque o(t,) =1 < o(t, + 1), il y a exactement quatre autres possibilités (qui s’excluent
mutuellement) pour les couples (7, j) qui contribuent a ¢, mais pas a ¢ :
— Ou bien ¢ = t,, mais c’est impossible car o(t,) = 1 < o(j).
— Ou bien i =t, + 1 dou j > t, +2 avec 0(j) < UJ,; le nombre de tels couples est
Card{j > t, +2, 0(j) <V}
— Ou bien j =t,, doui < t, et o(i) > 1; il y a exactement t, — 1 tels couples.
— Ou bien j =t, +1 doui < t, et o(i) > ¥, ; le nombre de tels couples est Card{i <
to, 0(1) > Uy}

Pour démontrer (5.37), il suffit donc de prouver la relation suivante :
Card{j > t, + 2, 0(j) <V, } + Card{i < t,, 0(i) > Uy} +t, —1 =1, mod2. (5.38)
Or on a clairement
Card{j > t,+2, 0(j) < U, }+Card{j > t,+2, o(j) > ¥, } = Card{t,+2,...,p} =p—t,—1
et
Card{i < t,, o(i) > V,} + Card{i > t, + 2, 0(i) > J,} = Card{¥, + 1,...,p} =p — V,.

En additionnant ces deux relations on obtient (5.38), ce qui termine la preuve de (5.37).
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Grace a la bijection ® et a (5.37), on peut maintenant écrire (5.36) sous la forme suivante :

(5.36) = —Z LD W= Y (5.39)

c€(Z/2Z)P YES,_2

xz<s¢ L0 () 4 52 <tﬂv>(3+(51,o,...,0))).

On va maintenant montrer que la somme sur ¢ induit un découplage de I'une des variables.
Précisément, fixons ¥ € {2,...,p}, £ € (Z/2Z)? et v € &,_5. En posant o, = &~1(t,9,7)
on a d’apres (5.32) :

p—1

Ut . 81 - 1 —8 . —s .
Z S¢ = & Z Z (K + 71 + 5 ) H (Ki =+ Gy ).
t=1 =1 N2k > ke > >k >1 1<i<p

i#t
Notons A la variable k1, qui apparait dans deux facteurs. Posons aussi ¢; = k,, (;) pour
tout i € {1,...,p —2}. On obtient :

—1 p—1

§ot . 81_1—3 . —s
SCIUIEE DD S e R
t=1 t=1

=1 N>l >.. 2l 12A>0>.. >0, 2>1

p—2

X H(ﬁl + jc/rtoipo't (i))isatowgt(i) :

i=1
La propriété cruciale est alors que le sommande est indépendant de ¢, puisque ¥J,, = 9 et
01 0 Y, = Yy, 07y par définition ; en outre 1), ne dépend pas de ¢, mais seulement de ¢ (on

note désormais 1 cette fonction). On peut donc découpler la somme en écrivant :

p—1 p—2
) > = 2. +> 2.
t=1 N>6>.. 201 2A>0>.. >0, 2>1 N>t >... >0 2>1 =LN>6 > 20>
N>A>1 A=14;
On obtient ainsi
p—1 p—2
S7'(j) = ALVG) + Y B2 () (5.40)
t=1 1=1
en posant
il €
U,y — / 1 —5 /\—s
AL () 61<;(>\+ ) ) ﬂ> (5.41)

8 ( > ﬁ(fi + jfpm(i))‘%owi))

N>b>..2lp2>1 1=1
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et

s €1 — 1 s . e
= & > i+ g1+lT) Yl 4 5) 7 (s + Jloyiy) @ (5.42)

N>0>..>0, 2>1

X H (Lt =+ Fopory(ary) ™ o076,

1<i<p-—2
il £

Grace a (5.40), on peut maintenant écrire (5.36) sous la forme suivante (en remplacant
dans (5.39)) :

p
(5.36) == (=" > et Y ¢
9=2 ee(z/2z)» 1€6p—2
p—2
x (A(G) + AP+ (21,0, 0) + 3 (B7G) + B+ (0,0, 0))). (5.43)

i=1

Ici, les termes Ag” correspondent (en profondeur p = 3) aux sommes doubles des équations
(5.24) a (5.27) ; les termes BZ’;’ correspondent aux sommes simples qui les accompagnent.
On va maintenant généraliser le groupement de termes utilisé en profondeur 3 : ainsi, on
groupe les termes de (5.43) de telle sorte que chaque groupe soit de la forme voulue. Cela

terminera la preuve du théoreme 6.

La premiere famille de groupements permet de traiter les termes Ag”. Soient ¥ €

{2,...,p} et (£9,€Y) € (Z/2Z)? fixés. On regroupe les 2P~ (p — 2)! termes suivants :

AY7(j) pour v € &,_5 et £ de la forme (g9, 72, ..., M9_1,9, No+41, - - -+ 7p)
avec (12, -, g1, Nos1, - - > 7p) € (ZJ2Z)P72 | et

Ag”(i + (£1,0,...,0)) pour v € &, 5 et £ de la forme (—&{, 792, ..., D9_1, =%, o1, 7p)
avec (Mg, -+, N1, 9415 - - -»Mp) € (L)27)P2.

Pour unifier ces deux cas, on note g, = n) et g9 = 7715% avec 1y € Z/2Z. Pour les
202(p — 2)! termes qui correspondent & 7y = —1 (c’est-a-dire ceux de la forme AY7(j +
(€1,0,...,0))), il convient de remarquer qu'on a e, = —& donc &1 - (ji + £1) + =+ =
(—=1)-((£9-71) 69;1 ). Ceci permet de prouver que la contribution globale de ces 2P~ (p—2)!
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termes & (5.43) s’écrit, & un signe pres qui dépend de 9, €9 et €5 :

N 0
s1+s . g —1 —s - \\—s
S oS () + D) T O (25 5) )
MmEZ/27 A=1
x( Z n§2+1...77§”+1,__77;p+1 Z Ey
(7727"'7%7"'77717)6(2/22)17_2 ’Yer72

p—2
X > L1 + nuoci 'jwow(ﬁ)_s‘”"”“))- (5.44)
N>01>.. >0, o>1i=1
Pour traiter le deuxieme facteur de ce produit, on applique le théoreme 6 en profondeur
p—2, avec Ja, . .. ,jAﬁ, oy dpetsa, .. 8y, ..., 8. Cefacteur sécrit donc A;(Hy)+O.(N~1F)
ot Ay est un polynome tel que A;(0) soit une combinaison linéaire de produits de la forme
(4.5) avec {i1, ..., ig-g} U{jt, - Jog} C{2,...,p} \ {00}. De plus dszFF5FF o5t un
dénominateur commun des coefficients de cette combinaison linéaire.
Pour le premier facteur de (5.44), on applique le théoreme 5, démontré en profondeur
1 (voir §§4.1 et 5.1). Cette somme s’écrit donc sous la forme Ay(Hy) + O-(N71¢) ou Ay
est un polynome tel que Ay(0) soit une combinaison linéaire de 1 et de valeurs de ¢ en des
entiers s impairs compris entre 3 et 51 + s9. En outre d*'**? est un dénominateur commun
des coefficients de cette combinaison linéaire.
Comme la divergence logarithmique de Hy est compensée par le N du terme d’erreur,

on peut faire le produit des deux expressions précédentes et obtenir
(5.44) = (A1 A2)(Hy) + O (N1).

En outre, A;A5(0) est bien de la forme voulue. Ceci termine le traitement des termes de la

forme A7 dans (5.43), car ces 2/ (p — 1)! termes sont répartis en 4(p — 1) tels groupes.

On va maintenant traiter les termes Bz’;’ de (5.43). Pour cela, on les groupe deux par deux
de la maniere suivante. Soient ¥ € {2,...,p}, e € (Z/2Z)?, vy € S, 2et 1 € {1,...,p—2}
fixés. On note 1y la bijection strictement croissante de {1,...,p—2} dans {2,...,p}\ {V}.
Posons ¥ = 1y(7(1)), a = ¥, (9) et B = (i) = ¥y (¢). On note (a ... B) le cycle
(ca+1...0—-10)sia < f,etlecycle (aa—1... 6+10)sia> (. On pose
v = (a ... ) o~y. Avec ces notations, on a 7' (i) = a d’ou {0, y(7(7))} = {V, ¥ (7' (7))}.
En outre, la définition de 4/ montre que pour tout ¢’ € {1,...,p—2}\ {i} on a ¢¥y(~(i')) =
g (7' (7). En reportant dans (5.42) on en déduit :

B27(§) = B2 ()- (5.45)
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Or on voit facilement que e, = e,(—=1)"~* = ¢ (=1)""1 d'ot (=1)%, = —(~=1)"e,.
Donc les deux membres de 'égalité (5.45) apparaissent dans (5.43) avec des signes op-
posés : leurs contributions se neutralisent. Comme ’application (¢,7) — (¢',7') ainsi
définie est involutive, elle permet de grouper deux par deux tous les termes BZ’?(J) et
Bg’] (j +(€1,0,...,0)) apparaissant dans (5.43). Ceci démontre que leur contribution glob-

ale est nulle, et termine la preuve du théoreme 6.

6. Preuve du théoréme découplé

Démontrons maintenant le théoreme 2. La stratégie générale est la méme que pour le

théoreme 4, mais elle est beaucoup plus facile a mettre en ceuvre.

Soit P(ki,...,k,) un polynoéme de degré < A(n + 1) — 2 par rapport a chacune des
variables. Comme au paragraphe 4.1, on considere la fraction rationnelle
P(ky,.... k)

R(ky,... ky) = (6.1)
(k) ()it
dont la décomposition en éléments simples s’écrit
clsy)
VITEERRW,
R(ky,... k) = > P (6.2)

(kl + jl)sl S (kp + jp)sp

0<jiseenrjp<n
1<5s1,...,5p < A

5w Sp } . L’hypothese faite sur P dans le théoreme 2 s’écrit

avec des rationnels C
1y« - 7jp

R(ky, ... ke—1, —ke —n,kegq, ... k) = —R(ky, ..., kp) pour tout £ € {1,...,p}.

Par unicité du développement en éléments simples, elle implique

of oo el o
Jis e =11 — Jos Je41y - -5 Ip Jis -5 0p

pour tous ji, ..., Jp, S1,- .-, Sp €t pour tout £ € {1,...,p}.

La série (1.2) est la limite, quand N tend vers I'infini, de la somme

> ) Rk, k). (6.4)

ki=1 kp=1

Pour tout entier s > 1, posons
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Pour s = 1 c’est la somme harmonique (notée aussi Hy), et pour s > 2 la suite ((nx(s))
tend vers ((s) quand N tend vers 'infini. On a, pour tous (ji,...,Jjp) et (s1,...,8p) :

1<ky ... kp<N i=1 i=1 k=1

Donc la somme (6.4) s’écrit

Ji
S1,...,8 H 1
) C[jl ,p} (§N+ji(si)—§ k) (6.5)
‘ ‘ 1y-+-5Jp o ey Vi
0<J1,...,Jp<n v i
1<51,...,5p <A

Notons £ = {0,...,n}? x {1,..., A}? et considérons la relation d’équivalence #Z sur E
définie par :

!/

(jl,...,jp,sl,...,sp)z(j{,...,j;),s’l,...,sp) mod %

si, et seulement si,

{ §1=S81,...,8 =5,

he{inn =gk iy € i —dpt-

On peut scinder la somme (6.5) en somme sur les classes d’équivalence® modulo %
(puisque celles-ci forment une partition de F). Nous allons démontrer que la somme sur
chaque classe est de la forme Q(Hy) + o(1) ou @ est un polynome, Hy la somme har-
monique et o(1) une suite qui tend vers 0, avec la propriété que Q(0) est un polynéme a
coefficients rationnels, de degré au plus p, en les ((s), pour s entier impair compris entre 3
et A. Quand N tend vers l'infini, la somme (6.5) converge vers (1.2) donc la contribution
globale de ces polynémes Q(Hy) sera un polynome constant, dont la valeur (en 0) est de
la forme annoncée dans le théoreme 2. Ceci démontrera donc le théoreme 2.

Démontrons maintenant ce fait. Soit (ji, ..., jp, S1,- .., Sp) € E. Pour simplifier les nota-
tions, on suppose (quitte a permuter les indices) que j; = ... = j, = § et que joy1,...,Jp
sont différents de n/2, avec a € {0,...,p} (par exemple a = 0 dés que n est impair). Alors
la classe d’équivalence de (j1, ..., Jp, 51, - - -, 5p) modulo Z est formée par les 2P~ éléments
(5535 Jatts s Jps S15- -5 8p) tels que ji vy € {Jar1,m—Jar1}, -5 Jp € {dpsn—Jp}. Pour
ee{-1,1} et j € {0,...,n} on pose (comme au paragraphe 4.1) :

€-j=7gsle=+1,
€-jJ=n—7jsie=—1

(6)11 s’agit des orbites sous I'action de (Z/27Z)P sur E définie au paragraphe 4.1.
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Alors ces 2P~* éléments s’écrivent (g1 J1,...,Ep" Jps S15- -+, Sp) OU (€1, ..., &) décrit {1} X
{=1,1}P=* (c’est-a-dire que €1,...,¢, valent toujours 1 et que 441, ...,&, peuvent valoir
1 ou —1). La relation (6.3) donne alors, pour tout (eq,...,¢,) € {1}* x {—=1,1}P7%:
ol e Vo agrofis]
51']1,...,€p']p ]17---7]]2
donc la somme (6.5) restreinte a la classe d’équivalence de (ji,...,Jp, S1,.-.,5,) est le
produit de C’[S.l’ Y ‘S.)p} par :
J1, - 7.7p
o P €3 1
Z Ea(fﬂl ce €;p+1 H (§N+Ei'ji(s') Z ksl)
(e1,ep)E{l}ax{—1,1}p—a i=1 ki=1
a n/2 1 P €iJi 1
si+1
= (TTevse=->z) > T e Cueeals) =D =)
i=1 ki= t (Eat1,--ep)E{—1,1}P~a i=a+1 ki=1 "
a n/2 €i'Ji 1
- (s -2 0) TT 3 (o veaslo =Y 1)
i=1 fei= kit 2 atlee{—1,1} k=11
a n/2 1 p
- < (EHIOEDS ez )) 11 (CN+J;(5¢) + (=1 v (50)
i=1 ki=1 1 7 i=at+1

a n/2 »
= (et~ O 11 (4 (100 + O
Jiq Sz+1n Ji
- ,;1 kT Z k)

puisque (n11(s) = (n(s) + O(1/N). Ce produit est bien de la forme Q(HN) +0(1), ou Q
est un polynéme (a coefficients réels) tel que

n/2 n—7ji

Q0 = ([Tt - z ) I1 (04 060 - S 0 )

=1 i=a+1 k;=1 ?

avec (x(1) = 0 et (.(s) = ((s) pour s > 2 (comme au paragraphe 3.1).

Si l'un au moins parmi 1, ..., S, est pair, alors la relation (6.3) montre que le coefficient

C bl’ o ’jp] est nul, donc la classe d’équivalence de (ji, . .., jp, S1, - - -, Sp) e contribue pas
-5 Jp
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a la somme (6.5). On peut donc supposer que sy, ..., s, sont tous impairs. Or I'expression
ci-dessus de ((0) ne fait apparaitre, parmi les ((s;) avec i € {a + 1,...,p}, que ceux tels
que s; soit impair ; en outre ceux parmi i, ..., s, qui valent 1 disparaissent car ,(1) = 0.
Donc la contribution de la classe d’équivalence de (ji, ..., jp, S1,...,5p) & la somme (6.5)
est bien de la forme Q(Hy) + o(1), ou Q(0) est un polynome a coefficients rationnels, de
degré au plus p, en les ((s), pour s entier impair compris entre 3 et A. Comme remarqué

ci-dessus, cela termine la preuve du théoreme 2.
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