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Résumé :

Les modéles de fermeture de turbulence a deux équations sont intéressants pour les
applications industrielles dans lesquelles le détail du champ turbulent n'est pas recherché. Ces
modeles sont encore tres utiilsés dans les grands codes industriels en CFD. Les mode¢les a deux
équations sont généralement basés sur le concept de viscosité de la turbulence et de ce fait
peuvent étre résolus numériquement de facon efficace alors que les modéles aux tensions de
Reynolds nécessitent des techniques numériques spécifiques. Dans ces modeles de fermeture a
deux équations, la premicre €équation est généralement 1’équation de 1’énergie cinétique de la
turbulence mais la deuxiéme équation peut porter sur diverses grandeurs caractéristiques et il
existe une grande variété de formulations. Dans la pratique le choix se fait en fonction des
types d’écoulements étudiés et aussi de la robustesse numérique de la formulation
correspondante. Selon de choix de la variable caractéristique pour la deuxiéme équation, les
propriétés du modele qui en résulte peuvent étre différentes. L’objet de la présente note est
d’établir une formulation générique de cette équation qui englobe les principaux modeles
existants. On utilisera pour cela la méthode du modelage invariant de J.L. Lumley selon une
approche adaptée au présent probleme.

Le modele générique présenté permet une formulation synthétique des divers modeles a deux
équations et permet aussi de suggérer des termes nouveaux en vue de servir au développement

de nouvelles formulations.



Mode¢le de turbulence générique

a deux €quations de transport

Les modeles aux tensions de Reynolds représentent probablement le niveau optimal de
fermeture pour les applications pratiques car ils semblent posséder potentiellement une
universalité suffisante pour s'appliquer a une large gamme d'écoulements cisaillés
turbulents ainsi que les écoulements soumis a des forces volumiques telles que les forces
de gravité ou de Coriolis. Cependant, leur formulation est parfois complexe et les
modeles avancés de nouvelle génération n'ont pas encore été suffisamment testés, leur
développement n'est pas achevé et de plus ils sont parfois lourds a traiter
numériquement. Pour toutes ces raisons, les fermetures simplifiées sont intéressantes
pour les applications industrielles dans lesquelles le détail du champ turbulent n'est pas
recherché. Les fermetures simplifiées sont si nombreuses que l'on ne pourra pas les citer
toutes, nous indiquerons les principales directions de leur étude. La classification usuelle
se fait selon le nombre d'équations de transport. On considérera ici les modeles a deux
équations faisant appel a un coefficient de viscosité isotrope de la turbulence et ceux

utilisant une fermeture non-linéaire des tensions de Reynolds.
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Dans les modé¢les de fermeture a deux équations, la premicre équation est généralement
I’équation de 1’énergie cinétique de la turbulence qui fournit 1’échelle de vitesse
caractéristique du champ turbulent. Par contre, la deuxiéme équation qui fournit I’échelle
de longueur caractéristique du champ turbulent peut porter sur diverses grandeurs et il
existe une grande variété de formulations dans la littérature scientifique. L’objet de la
présente note est d’établir une formulation générique de cette équation qui englobe les

principaux mod¢les existants et puisse suggérer des extensions possibles.
1. Généralités
Les modéles a deux équations les plus simples utilisent en général le concept de viscosité

isotrope de la turbulence. Les tensions de Reynolds sont alors obtenues a 1'aide d'une loi

de comportement :

Ay =3 ). .

dans laquelle v; est obtenu par la formule de Prandtl-Kolmogoroff,
vi=c ik, [2]

ou ¢ est1'échelle des tourbillons porteurs d'énergie.

Le modéle a deux équations le plus connu est le modéle dit &-£ mais on rencontre dans la
pratique de nombreux modéles a deux équations utilisant une variable autre que & pour

calculer I’échelle de longueur. Cette variable est généralement de la forme Z =k /0" .

Ces modeles ont un caractére souvent plus empirique et 1’équation de Z est alors souvent
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construite sur des bases purement intuitives. Les raisons de ce choix peuvent provenir de

la recherche d’une meilleure robustesse numérique ou la facilité d’introduction des

conditions aux limites. Souvent dédiés a une classe privilégiée d’écoulement turbulents

pour lesquels chaque modéle a été testé avec précision, ces modeéles sont trés utiles pour

des applications d’ingénieric . On les rencontre notamment dans les applications en

couche limite en aérodynamique externe et interne.

Ainsi de maniére générale, les modeles a deux équations de transport utilisent : une

équation de transport pour I'échelle de vitesse (k) et une équation de transport pour une

échelle de turbulence () ou bien pour une variable Z a partir de laquelle on peut tirer

une échelle de longueur Z = k™" .

Citons par exemple (Cf. [SCH 98)]) :

Modele

Kolmogoroff (1942)

Rotta (1951)

Davidov (1961)

Harlow, Nakayama (1967)
Spalding (1969)

Saffman (1970)
Rodi & Spalding (1970)
Rotta (1972)

Spalding (1972)
Jones, Launder (1972)

Wilcox (1988)

Fonction Z _utilisée

K12/

l
K321~ ¢
K320~ ¢
l

k02
k¢
k¢

k02
k3/2/fz8

k1/2/£



Note IRPHE 6

Les équations pour Z sont en général de formes semblables :

d—Z:CZl£P+ MZl —C222£+S2, [3]
dt hZ ] V4

N

mais la source secondaire S varie suivant le choix de Z.

Les équations [3] sont toutes équivalentes quel que soit le choix de Z dans le cas d’un
champ turbulent homogeéne. On peut le montrer aisément par changement de fonction

inconnue. Considérons pour cela les équations du modele (k-Z) en turbulence

homogéne :
% =P [4]
dz VA Jk
3/2
avec: P= ZV,S,-J-SU , & :kT _ 77 VnjGn+2m)/2n.
gzzl/nk—m/n’ Vt =CZ€\/%=CZZl/nk(ﬂ—2m)/2n'

Si I’on effectue le changement de fonction inconnue § =2 aph , On trouve comme

équations transformées :

dk _

=P-¢, 6
0 [6]
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é—f=(ﬂ+aC21)§§—(ﬂ+aC22)g—fa 7]
C§1 ng

)= gl/ank—(am-i—ﬁ)/an ’

avece

o= k3/2 _ é/—l/ank(3an+2am+2,8)/2an

(an-2am+2f3)/2an R

Vt = Cé’f\/z = Cé’é/l/ank

L’¢équation de ¢ garde exactement la méme forme que I’équation de Z avec au second
membre un terme source et un terme puits. Par contre en turbulence non homogéne le
terme de diffusion turbulente introduit, dans le changement de fonction inconnue, de

nouveaux termes qui peuvent figurer dans S, . Ainsi, dans le cas non homogene

I’utilisation d’une fonction ¢ a la place de Z implique non seulement une expression
différente des termes de diffusion turbulente mais aussi des différences qui peuvent
provenir du fait que les conditions aux limites (en particulier sur une paroi) vont se
trouver formulées différemment. L'équation pour & ne nécessite généralement pas de
source secondaire, une des raisons qui feront souvent préférer le modele k-& dans les
applications courantes.

De la méme manicre que précédemment pour Rij (éq. [1]) une diffusivité turbulente peut
étre utilisée pour relier les flux thermiques turbulents au gradient de température

moyenne :

Fy=-oT 8]

On définit alors le nombre de Prandtl de la turbulence par Pr; = v,/ oy . Les variations de

Pr; doivent alors étre spécifiées dans la région étudiée de I'écoulement.
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2. Formulation d’un modéle générique a deux équations

Afin de synthétiser les différentes formulations évoquées précédemment, on peut réaliser

un développement formel d'une équation-modeéle générique pour une quantité ¢ = u®ib.

En comparaison avec la formule donnée au début du paragraphe 1., il convient donc de

prendre m=a/2 et n=, soit ¢:ka/ 2P puisque k=u’. Le développement suivant
s'inspire de la méthode du modelage invariant de J.L. Lumley (Cf. [LUM 70B],
[SIE 75]), il est donc purement formel.

On suppose que la fonction ¢ vérifie une équation de transport du type :

dg _
= [9]

La fonction ¢ permettra d'évaluer 1'échelle de longueur caractéristique de la turbulence

par €:¢1/'Bk_a/2ﬂou bien le taux de dissipation par8=¢_1/ﬂk(a+3ﬂ)/2ﬂ.

Physiquement, le second membre de I’équation de ¢ traduit l'effet de la cascade

d'énergie modifié par la convection et la diffusion turbulentes. L'échelle de temps

¢1/ng—(a+ﬂ)/2/}'

caractéristique de la cascade sera 7 =
On suppose ensuite que le second membre ¥ de cette €quation est une quantité
inconnue qui peut étre considérée comme une fonctionnelle générale de I'espace et du
temps de grandeurs connues. Dans le cadre d'une fermeture a deux équations, les

grandeurs connues seront £ et ¢. On peut y adjoindre aussi la grandeur P, le taux de
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production d'énergie cinétique de la turbulence, qui pourra modifier la valeur de 1'échelle

. p_ pg'b .
caractéristique 7 au travers du paramétre G=—=——"—— . Ainsi,
k(a+3 B)12p
¥ =7 (k,9,G}. [10]

Dans cette écriture ¥ est évaluée au point x et a l'instant 7, tandis que les arguments de
la fonctionnelle font intervenir tous les points y de l'espace occupé par le fluide et tous

les instants antérieurs a l'instant # considére.

Selon I'approche de J.L. Lumley, on fera I'hypothése de faible inhomogénéité et de faible
anisotropie, qui permettent de faire des développements limités autour du point x et par
la méme remplacer la fonctionnelle par une fonction. Ici, G jouera le réle de petit
parametre d'anisotropie (en fait G peut s’interpréter aussi bien comme un parametre de

déséquilibre) :
¥ = f{kkunskps & Gm> b G [11]

L'application des théorémes de représentation tensorielle, impose que la quantité ¥ étant
un scalaire, elle ne peut dépendre que d'autres scalaires ou invariants.

Les invariants construits sur les arguments tensoriels de la fonction f'sont:
kjkj-kjj- 88 Pj -k jb; [12]

si l'on se limite a des développements a l'ordre 2 en inhomogénéité. A ces invariants

s'ajoutent les scalaires £, ¢ et P.
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On peut des lors écrire :
V= [ Gk jh ok o0 .0 -k 9 [13]

Dans une étape suivante, on effectue un développement limité selon les petits paramétres

d'inhomogénéité.

d :aO(ka¢7G)+a1(ka¢7G)k,jk,j +a2(k7¢7G)k,jj

+a3(k7 ¢7 G)¢,]¢,] +a4(k5¢7 G)¢,]j +a5(k7¢7 G)k,]¢,] [14]
On effectue ensuite un développement par rapport au petit paramétre d'anisotropie G :
a(k,,G) = al (k,d)+ab, (k,$).G+a2 (k,$).G*>+..., pourm=02a5. [15]

Toutefois, on se limitera pratiquement a l'ordre 1 pour le terme homogeéne et a 'ordre

z€ro pour tous les autres termes. Ainsi :

¥ =a)(k,p)+ay(k,$).G+a) (k,p)k, K+ ad(k, p)k, i

+a3 (k. p) 8+ (kD) i+ a5 (ks Pk i [16]

Les coefficients af (k,$) qui sont des fonctions des seuls scalaires k et ¢ peuvent étre

obtenus par 'analyse dimensionnelle :

ag(k’¢):b8¢(ﬂ—1)/ﬂk(a+/})/2ﬂ,
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L-1)/ 5. (a+B)/28
a(l)(k,¢)——b(1)¢( ) k( " ) ,

- 126 1 1)/ 8, ~(a+3p)/2
R S U A

ag(k, &) :bg¢(,3—l)/ﬂk(a+,3)/2ﬂ iz :bg¢(,b’+l)/ﬂk—(a+ﬁ)/zﬂ ’

(k)= 04 Pl DV L 0 (1B (528
ag(k,¢) _ b2¢(ﬂ_l)/ﬁk(a+ﬂ)/2ﬂ;_i: b2¢l/ﬂk(ﬁ_a)/2ﬂ |

2 _
ag(k’@:bg¢(ﬂ—1)/ﬁk(a+ﬂ)/2ﬁi_¢:b§)¢1/ﬂk (a+ﬂ)/2ﬂ' a7

Les coefficients bj) sont de pures constantes numériques. Bien sfir, elles ne peuvent pas

étre déterminées par la méthode de J.L. Lumley, elles seront calibrées sur des

expériences types. On arrive ainsi a la formulation générique :
%:b(())(é(ﬁ—l)/ﬁk(aJrﬂ)/Zﬁ +b(1)¢(ﬂ—1)/ﬂk(a+ﬂ)/2ﬂ.G
0 B+ B, ~(a+38)/28 0 B+ B, ~(a+B)12
+b1¢( ) k( ) k’jk’j+b2¢( ) k( ) k,jj

1-8)/ —a)/2 —a)/2
WPV g i P02y,

— /2
Qg ) k9. [18]
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11 est utile d'introduire une viscosité ou une diffusivité de la turbulence sous la forme:

o, = C. A BRI

[19]
Ce qui conduit a 1'écriture :
de 0 (B-1)B, (atB)28 ,1¢P 0 &
It =by¢ k +b 0" % +b (= k’Jk,j
00 ok ¢¢+b01 6+ ok 4 20
2 Ok Ot 3C¢Gt P Ot0jj *95 cr Otk %) [20]
Compte tenu de relations telle que :
) ,8 a Oy lat 0.
(O-tgaj)’j ol i+ 55 23 kk,JQJ+ﬂ ¢¢J9,J’ [21]
ou Areprésente k ou ¢, on pourra aussi écrire :
49 _ - ¢(/3 1)/,b’k(a+ﬂ)/2ﬂ+c ¢P+C2(a,¢ )
dt J ]
Cilogpi+Collok ) +Cs Lok ki +Cotok b 2
3591070 4;(07 ,])’j 52 R T e Ol [22]

forme analogue a [20] dans laquelle les termes ((C5,Cy,C5,Cq) correspondent a un

terme complémentaire de diffusion. On remarque a nouveau qu’en turbulence homogéne
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les formulations sont toutes équivalentes, elles différent en turbulence non homogéne en
fonction du choix du terme complémentaire. La méthode utilisée permet d’épuiser toutes
les combinaisons tensorielles possibles et garantit de ce fait la généricité du modéle. En
effet, un changement de fonction inconnue n’introduirait pas de nouveaux termes
([CAT 99]). On vérifie aisément que pour o=3 et f=-1 on retrouve un modéle k-& pour

lequel les constantes C3,Cy,Cs,Cg sont usuellement nulles .

Pour réaliser une extension aux faibles nombres de Reynolds il convient de rajouter pour
cela la viscosité moléculaire comme paramétre supplémentaire dans les fonctions
d'approximation, ou ce qui est équivalent, le nombre de Reynolds de la turbulence défini

o, . s .
par Re; ==L . On est alors amené a des développements du type :
v

a0k, ) = b0 PV PRl P2 (1 jORe 1),
abkogov) = BlgP P PV2B i Re 1,
a0k, ) = B0P PV P3P 2B (o ge 1y Ly,
(k. p) = 9PV BTV (1 R,y
(k)= b0 PV PPN 2B (1 O Re, ),
(k) =B PRV 2P (1 0 Re, 1)

a0k, ) = 009 Pr PV (14 O Re, ) 23]

pour lesquels on se limitera au premier terme en Re,_1 .
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dé _,0 (B-1) B, (a+B)2p 1¢P 09
%—boqﬁ( )k( ) +by—+b ik i

O al(ort i)k,

+50 2 (07 +hyy )k i+ C¢(0't+h3v)¢J¢J

b (o hgv) g+ 00 (o +hsv ) 24]

3. Cas particuliers usuels de modeles a deux équations

Cette formulation précédente permet de retrouver notamment comme cas particuliers, les

mod¢les k-¢, k-, k—(, etc. D’autres variables ont été proposées, comme la formulation

de J. Cousteix qui utilise la fonctionp = &/ Ji développé dans le but de décrire au mieux

le comportement de & prées des parois (Cf. [CAT 99)).

3.1. Le modeéle k-&

C'est le modéle a deux équations de transport (pour k et £) qui a été le plus largement
testé et utilisé. Sur I’équation générique [22] le modéle k-¢ est obtenu pour =3 et f=-1
avec des constantes C3,Cy,Cs5,Cg qui sont usuellement nulles pour la version de base
du modele .

Les équations de &k et £ peuvent aussi €tre développées directement sur équations des
moments statistiques en un point, c’est de cette maniére que le modéle k- a été introduit
a D’origine. Pour cela, on utilise une hypothése de diffusion en gradient (avec viscosité

isotrope) pour la diffusion turbulente de & et & en remplacant le tenseur de Reynolds R;;

dans les termes de production par la loi de comportement donnée par 1’expression [1].
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De plus, les termes sources et puits dans 1’équation du taux de dissipation doivent étre

modélisés ([JON 72&73]) :

dk _p | Vey |

de Pe (v &2

- 517+[tg’i) ~Cor [26]
J

avec P=v,U; (Ei, i+U j,i) et vy =cﬂ§, hyet h, étant les nombres de Prandtl-
Schmidt turbulents supposés constants.

La détermination des constantes numériques se fait usuellement par référence a des
écoulements turbulents simples, bien connus expérimentalement. La décroissance de la
turbulence derriére grille, dans sa période initiale pour laquelle on peut trouver
expérimentalement une décroissance de 1’énergie en loi puissance, permet de fixer la

valeur de C,p =1.9. La turbulence de paroi (zone logarithmique de la couche limite
turbulente sur plaque plane) fournit la relation :

Cy (K=0.41 constante de Karman)

oK
2T T
heJcu
4
. Uy
ainsi que ¢, zk—2 avec ux = [T,/ p .

Par référence aux données expérimentales (mesures de 1’énergie cinétique et des tensions

de cisaillement en zone de paroi ) on en déduit ainsi ¢, =0.09.

Les valeurs numériques recommandées par Launder B.E., [LAU 75] sont les suivantes :

¢y =009, k=10, h=13, Cy=144, C,;=192.
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La version a faible nombre de Reynolds de turbulence [JON 72&73] est nécessaire pour
étudier les zones de proche paroi ou la periode finale de décroissance. La formulation

est la suivante :

~ kK.
% =P+C(ok;),—e+vk, . &= 5+V—ék’] ’ [27]
~ ~ ~2
de Pg ~ &£ ~
E=C517+Cg(0,8,j),j—ngf27+5+‘/5»fh [28]
Rij—gk-é‘,j_V,(Ui,j"'Uj,i) ) Vt_C/lfﬂ?’
K’ Re; ., k’
o, =f#?, f# =exp|-3.4/(1.+ 0. ) 1, 2:2VC#?UI,,F1UZ.)F1.
((?ZU/(:’nz)z

Le modéle k-¢ dans sa version de base, donne en général de bons résultats dans les
écoulements simples mais ne peut reproduire de facon satisfaisante les caractéristiques
des écoulements complexes (zones de recirculation, écoulements secondaires...). Des
difficultés sont apparues également pour des écoulements turbulents relativement
simples. Ainsi, avec les valeurs numériques précédemment données pour les constantes
du modeéle, le taux d'élargissement d'un jet plan turbulent est bien calculé mais le taux
d'élargissement d'un jet circulaire est surestimé d'environ 30%. Le méme probléme
apparait dans le cas des modé¢les aux tensions de Reynolds, plus accusé encore. La cause
semble donc provenir de 1'équation de & De nombreuses variantes dans la formulation

des termes sources ont alors été proposées.
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Pour remédier a I’anomalie du jet circulaire, Rodi W., [ROD 72] suggére une

modification empirique de ¢, et Cgp qui permet d'améliorer la prévision numérique du

jet circulaire :

¢, =0.09-0.041,

0.2

C,p=192-0.0667f, avec f=

S [OUCL |t [29]

AU, | Ox | Ox |

ou UcL représente la vitesse moyenne sur l'axe du jet, AU i I'écart de vitesse entre I'axe
et la zone externe, o 1'épaisseur du jet.

Pope S.B., [POP 78] suggere une modification des termes sources de 1'équation de ¢:

de eP (v &2 &2

- gl7+(t€z} —C527+C53;(7, [30]
i
Lk Lk

X = 00Sgi > Sjj ZEE(UI',]JFUJ'J)’ @j; =§E(Ui,j _Uj,i)»

ouy= ;0 ij ;i représente l'effet du "vortex stretching" par le mouvement moyen. Ce

terme complémentaire s'annule pour un écoulement bidimensionnel (en moyenne) mais
reste non nul en écoulement tridimensionnel ou axisymétrique, ce qui permet de donner
une solution possible pour l'anomalie du jet circulaire. Toutefois, aucune de ces
modifications n'est d'application générale.

Du méme type que la modification de Pope, celle proposée par Hanjalic K. et Launder

B.E., [HAN 80] permet de renforcer le role des déformations irrotationnelles en
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augmentant le transfert spectral. Cela se traduit en pratique par l'augmentation de

l'influence des contraintes normales. L'équation modifiée s'écrit :

de eP (v, &2 — = =
CE_CyEl | Yig; | —Cop i —CohUi (U1 -T ), [31]
g = Cel g (hg ’lji 27 Ca3 i.j (Ui =U i)

>

avec Cy3=4.44.

Cette modification permet d'améliorer I'anomalie du jet circulaire ainsi que la prévision
des couches limites turbulentes avec gradient de pression adverse mais la aussi son
application n'est pas générale.

Le probléme de 'anomalie du jet circulaire peut étre résolu par d'autres alternatives
encore (Cf. Craft T.J., [CRA 91]) faisant appel a des paramétres supplémentaires, tels les
invariants d’anisotropie. Ainsi, une prévision satisfaisante du taux d'expansion des jets

est obtenue si l'on utilise 1'équation :

dg_52

= +Diff (). [32]

0.35{13 g, ~2] 1.92

& 141.654 172

Cette formulation ne peut toutefois étre utilisée que dans le cadre de modéles au second
ordre qui permettent de calculer le tenseur d’anisotropie. En effet, la relation [1] ne
permet pas un calcul fiable de I1.

Comme il a été indiqué précédemment, la constante cu est déterminée par référence a des
écoulements en équilibre dans lesquels P = &. Lorsque ce n'est pas le cas (exemple des
écoulements a faibles production d'énergie cinétique turbulente tels que les sillages),
cette constante nécessite d’étre modifiée pour obtenir un bon accord calcul-expérience.

Rodi W., [ROD 72] propose une relation empirique ¢, (P/&) déduite des données

expérimentales, ou P/& est la valeur moyenne du rapport production/dissipation dans
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une section de 1'écoulement. Cette modification permet d'améliorer la prévision des
sillages turbulents.

Malgré ses limitations, le modéle £-& reste souvent un bon compromis entre souplesse et
simplicité de mise en ceuvre d'une part et performances et universalité d'autre part. Le
mode¢le k-& standard, décrit précédemment, méme s'il assure la positivité de k, n'en
demeure pas moins non réalisable dans le cas de trés forts cisaillements qui peuvent alors
entrainer la négativité de certaines composantes normales. Des corrections empiriques
peuvent corriger ce défaut, mais une autre solution consiste a utiliser des modéles k-¢
non-linéaires .

Parmi les techniques empiriques développées afin de vérifier la condition :

Ry

k_
T:CﬂEULZ <a (a=1),

la plus simple consiste a limiter la tension de cisaillement pour les forts gradients de

vitesse en introduisant un facteur correctif sur le coefficient ¢ R

2,
Ry =gk5ij ~Cu - k—(Ui,j +Uji) [33]

ij e
3 a+cﬂ§\/U1,mUl,m €

C’est dans cet esprit qu’a été développé le modéle de Shih ef al. [SHI 95] qui introduit
une viscosité de turbulence basée sur les contraintes de réalisabilité constituées par la
positivité des tensions normales et 1’inégalité de Schwarz sur les tensions de

cisaillement :

EZOC‘L:SI, a,ﬂ:1,2,3.
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La loi de comportement obtenue est la suivante :

*kz
&

K0 +T). c’;—;” [34]
Ay +A,——

k5

S S]kSkz
S

S= SySU-,U*:JSS +ij 0, Of = O =& O

1 — J—

b

Ay=4, Ag=+6.cosg, ¢:%arccos(\/gW),

Cette formulation inclut aussi I’effet de la rotation d’ensemble.

L’¢équation du taux de dissipation est alors utilisée sous la forme :

de

2
ar C1S8 C2 A \/— +Dlﬁ((8) [35]

Sk
Cl :max{0_43’%:|, 77:?, S: 2SUS1] ,C2 :19

2
Dans cette équation le terme puits a été choisi pour retrouver CZ% a fort nombre de
Reynolds.
Les méthodes du groupe de renormalisation de Yakhot V. et Orszag S.A., [YAK 86] ont
permis de développer des modeles du type k-& qui sous bien des aspects s'apparentent
aux modeles k-¢ classiques, leur apportant ainsi une justification supplémentaire. Mais

cette méthode permet aussi de les compléter d'une part en calculant explicitement les

constantes numériques et d'autre part en introduisant des termes nouveaux.
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Dans la version originale du k-& R.IN.G. proposée par Yakhot V. et Orszag S.A.,
[YAK 86] les coefficients (calculés explicitement par la théorie) sont des constantes.

Les valeurs numériques obtenues sont alors :

¢, =0.085, oy =0, =0.7179 (nombres de Prandtl-Schmidt turbulents),

C

.1 =1.063, C.,=1.7215 dans I'équation de ¢.

Cette version s'est avérée limitée sur le plan des applications. La nouvelle version
proposée par Yakhot V. et al., [YAK92] basée sur une technique de double
développement, a permis d'améliorer la formulation du mod¢le dans les situations ou les

taux de déformation sont élevés. La formulation de cette nouvelle version est résumée ci-

apres :
dk 2 oy|Yey
7 =v;S H(Gk k’jJ E
5]
de 8V,S2_ 52_ Ve .
LT £2 R+ 0_85,1 j' [36]

Le terme R représente la corrélation R =2vu; ;u; jSij approchée par :

_cur(=nlmy) &2

R ,
l+pp K

n==Sk/e, S2:2S,-J-S,-j, Ve =V+Vy, vt:cﬂkz/g ,
¢, =0.085, C,=142, (=168,
0, =0.72,0,=0.72, 17p=438, B=0.012.
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L'équation de ¢ peut étre formulée de fagon équivalente :

_C Ve ..
7 1+

de « &V, 82 g2 1%
E: £l ;C 827"{02 J [37]

La valeur de 7,apparait comme le point fixe correspondant a I'écoulement turbulent

cisaillé homogeéne et la constante S est reliée a la constante de Karman (K =0.4). Ce
nouveau modéle permet d'obtenir des résultats nettement supérieurs a ceux du modéle
original, en particulier dans le cas de 1'écoulement en aval d'une marche.

Il convient de signaler a ce propos, I’anomalie du point d’arrét. Il s’est avéré en effet que
la formulation classique du modéle k-¢ produit un niveau d’énergie beaucoup trop fort a
proximité d’un point d’arrét. Méme dans les cas ou cette région de 1’écoulement n’est
pas le but précis de 1’étude, les conséquences sur I’ensemble de la prévision numérique
peuvent poser probléme. C’est le cas d’écoulements autour d’obstacles cylindriques, de
I’impact de jets sur une paroi et I’écoulement autour de profils d’ailes d’avion. Pour

pallier a cet inconvénient Kato et al. [KAT 93] proposent de remplacer le terme de
production d’¢nergie cinétique P =2v;S5;;S;; =2v;S 2 par P =2y, |a)||S | . Le terme de

production étant strict et non pas le résultat d’une modélisation, on peut interpréter cette

modification comme un choix différent de la viscosité de la turbulence :

w| k? 1 1
g‘?, S= ESUSU , 0= Ea),ja),] . [38]

D’autres variantes ont été¢ également proposées notamment par Chen et al. [CHE 94].

% %
P=2v tSijSij avecV t =cy

L’application du modele de Kato et Launder [KAT 93] au cas du sillage derriére un
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cylindre de section carrée placé prés d’une paroi effectuée par Bosch et Rodi [BOS 96] a
permis de générer correctement le lacher tourbillonnaire obtenu par I’expérience. Ce
lacher n’est pas obtenu, ou bien considérablement amorti, lorsque 1’on utilise le modéle
k-¢ standard de Jones et Launder.

Durbin [DUR 96] montre que 1’anomalie du point d’arrét peut étre améliorée en

imposant la condition de réalisabilité sur les composantes du tenseur de Reynolds

obtenues par la loi de comportement usuelle R;; =%k5l-j—2vtS,-j. Si 'on écrit la

viscosité de la turbulence sous la formev, =c, T-kou T =k/¢ est I'échelle de temps de

la turbulence, 1’auteur montre que la condition de réalisabilité conduit a une limitation de

I’échelle de temps :

1

En pratique, partout ou intervient [’échelle de temps, on appliquera le

k 1

limiteur 7 = min| —;——=—|. La condition peut tout aussi bien s’exprimer sur le

& cyV6|S|

2
coefficient de viscosité : v; =min| ¢, k—,L .
£ Jols|

3.2. Le modeéle de Wilcox
L'utilisation de @ =k//¢ pour calculer I'échelle de longueur avait été la premiére fois
proposée par Kolmogoroff en 1942 mais ce modele, dans sa formulation d'origine, n'a

pas conduit a des applications effectives. D'autres auteurs, Saffman P.G., [SAF 70],
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Wilcox D.C. et Rubesin W.M., [WIL 80] ont prolongé ce type d'approche en utilisant

une formulation k —@? .

Par la suite, Wilcox D.C., [WIL 88] proposa un modéle k—@ qui a été testé de fagon

assez extensive et dont nous donnons ci-apres la formulation :

%:—Ry'vl”j—,B*ka)+|:(V+O'*Vt)k’jj| )

o]

do o, 7. . 2

=-alR;Uij - po +[(V+O'Vt)a)’jlj, [39]

vi=klw, a=5/9, =3/40, £ =9/100, c=1/2, o =1/2.

Ce modeéle correspond donc a I’équation [22] avecar =2 et ,B =—1. Les coefficients
C3,C4,C5,C¢ pour I’équation de @ sont également nuls.

Les conditions aux limites sur une paroi sont spécifiques a ce type de modeéle. En

supposant qu’a la paroi, le terme de diffusion moléculaire équilibre le terme puits :

2 _ ..
Po =V ji,

. .. 6v _ . C
on peut trouver une solution en loi puissance : @ —>—y 2 qui sert de condition a la

B
6p

paroi. L’équation d’énergie ﬂ*ka) =Vvk jconduita k = y"avecm(m—1)=—L—.

B
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3.3. Les modéles de Menter

Ces modeles [MEN 94] ont été construits afin de combiner les avantages des mode¢les k-&
et ceux de Wilcox. Le premier modele dit baseline utilise le modele k-@ de Wilcox dans
la région interne de la couche limite et se raccorde au modéle k-& (reformulé en
variables k-w) dans la zone externe de la couche limite et dans les écoulements libres.
Les performances sont similaires a celles du modele k- retenant sa robustesse tout en
évitant la trop grande sensibilité de ce modéle a la turbulence du courant extérieur
[MEN 92] par ’emploi d’un modéle k-¢ qui a ’avantage d’étre insensible au courant
exterieur. Les modéles k-wet k-¢& sont pondérés par une fonction de la distance a la

paroi :

%: R, T _ﬂ*pka)+[(ﬂ+0kﬂt)k,j] -

’,

dpw

Y p.77 2 1

il

[40]

Les différentes constantes du modéle ¢ sont obtenues a partir des constantes de chacun
des mode¢les initiaux ¢ et ¢ par interpolation = Fi¢y +(1—Fj)@, . Les constantes

@ correspondent au modele de Wilcox :

By=3/40, £ =9/100, 6}y =1/2, 6, =1/2,
2

A, K
N ,3* Ga)l\/?’

K=041,
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tandis que les constantes ¢, correspondent au modele k-& standard transformé :

K2

I

Br =0.0828, " =9/100, 045 =1., 0, =0.856, 7, :%_%z

avec les définitions :

2 = = 2%
ve=kl®, Ryj =3 pkd;— 1y (Ui,j +Uj,z‘—§Um,m5y],

b

Fl:tanh(Argﬁj, Arg; = min| max k5000 |, 4pogk

CDy,, = max[ZpJQ,z%k’jw’j;lo—%],

y étant la distance a la paroi la plus proche.

6v '
Bi(An )2

Le second modele dit «SST» (‘Shear Stress Transport Model’) introduit une

La condition préconisée sur une paroi est® =10

modification de 1’expression de la viscosité de la turbulence qui tient compte de
I’influence du transport de la tension de cisaillement turbulent. Il permet d’améliorer la
prévision de la couche limite avec gradient de pression adverse.

L’hypothese de Bradshaw (Cf. [SCH 98]) conduirait a7 =—R|, = pa;k tandis que les

(pa k)2 _

modéles usuels de viscosité turbulente conduisent & 7= z4,U12 = VAN T 1,2 que ’on
&

L . fP A
peut écrire aussi sous la formez = p —alk. Le rapport P/ & peut étre nettement
&
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supérieur a 1’unité dans une couche limite avec gradient de pression adverse, ce qui
conduit a une surestimation de la viscosité, la formule de Bradshaw est alors préférable.

Une formulation pondérée est ainsi adoptée dans le modéle SS7. Sa formulation est

identique au précédent sauf que les constantes ¢ sont modifiées :

£ =0.0750, B5=9/100, 01 =0.85, 5 =1/2, a; =0.31

2
n=Lc, X k=041,
P VA
la viscosité étant définie par :
alk , < ey
V= , £ ¢étant la valeur absolue de la vorticité,
max(ala);QFz)

Q= ‘61,2‘ pour une couche limite. De plus,

= tanh(Argzz), Arg, = maxLZ%; 5)}02(2)/}

Le terme croisé du type & @ / @ provenant de la transformation d’un formulation k-&

en une formulation k-@ , a aussi été introduit par Wilcox [WIL 93] dans une version

modifiée du modéle original . Cette variante du mod¢le s’écrit alors :

dk = * *
do o, 77 . 2 @ jk j
W__afRile’] - fw +[(V+O-Vt)a)’j],j+o-d7 [41]

avee |

vi=klw, a=1/2, f=3/40, f =9/100, o =3/5,
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N 0.3 siwk ;>0

o =letoy= R
0 siw jk, ;<0

En comparaison avec la formulation générique [22], les modéles de Menter font ainsi

apparaitre un terme de diffusion croisé avec coefficient Cy non nul.

Une autre variante a été proposée par Kok J. C. [KOK 00] afin de résoudre le probléme

de dépendance de la formulation k-w vis a vis des valeurs de w a ’extérieur d’une

couche limite. La formulation basée sur I’introduction d’un tenseur @ jk’ j est analogue a

la précédente avec des coefficients numériques différents.
Bredberg J. et al [BRE 02] proposent aussi une forme du modéle &~@ qui montre toute
I’importance des termes de diffusion croisés pour un bon comportement du modéle aux

frontic¢res avec le courant extérieur et pour les écoulements avec recirculation.

3.4. Les modeéles k-kl et k-1 de Smith

Les modéles de type k-/ ou k-ki , aprés Rotta J.C. [ROT 51A &B], [ROT 72] ont été
développés par Spalding D.B., [SPA 69], Rodi W. et Spalding D.B., [ROD 70] puis par
Ng K.H. et Spalding D.B., [NG 72] et utilisent une équation pour ¢ =k/ du type :

Cil_f :BPVt%(Ui,j +Uj,i)Ui,j _BDk3/2 +BQ (Vtg’i +B€Vt%k’ij ’ .
i

L’équation de transport pour { =k( avait été obtenue par Rotta [ROT 51A &B],

[ROT 72] par voie analytique sur la base des statistiques en deux points.
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La relation avec la formulation générique [22] est obtenue pour @ =1/2 et =1 et les
termes de diffusion complémentaires correspondent aux coefficients C,, Cset C, si

I’on remarque que :
£, _¢ kici kik,
(Vt ;k,i ] _?(Vtk,i),i +VtT—Vt k_2 . [43]

On retrouve ce type de formulation dans [MEL 73] ensuite reprise par Smith [SMI 90].
Cependant, les difficultés rencontrées pour adapter le modéle k—k/ dans la zone de
proche paroi et en particulier la sous-couche visqueuse, ont conduit Smith [SMI 94] a
proposer une formulation & —/ qui est plus avantageuse du point de vue numérique pour
décrire la zone de paroi. En effet ¢ varie en y prés de la paroi alors que k¢ varie

beaucoup plus rapidement (en y3 ). La formulation est aussi plus simple que celle du

modé¢le utilisant I’équation de k7 .

Les équations du modéle s’écrivent :

" , (2k)3/2

EZVt(Ui,j) ~ B —ZV(\/%)’jz+[(V+Skvt)k,jlj,
ﬁ——z_Ezﬂ £ 2—1 +[(V+S ve |l } =S, L 2—€j£’j
d B Ky k't)’],j UKy | ¢

0 ik
+28,vy % : [44]
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Vi =1y @ (2. f), z—M

,UBllB
1/4
4 2.2, .4 2
Cl +C2 X -+x Y

B =180, E,=12, §,=07, (=255, C,=20.

La correspondance avec le modéle générique est obtenue cette fois pour ¢ =0et f=1.

Les termes additionnels sont du type C; et Cy.

3.5. Le modéle de Spalart-Allmaras
Il s’agit en réalité d’un modele une équation pour la viscosité effective [ SPA 92&94],

encore utilisé pour les applications en aérodynamique. On peut toutefois considérer que
I’équation de v, correspond a une fonction de u et £ avec @ = f#=1.L’équation de base
du modele s’écrit sous la forme :

dv Vv
o 1 t
g Con SV, +Cyy (O-tV(t),j ),j tC ViV, ~ Csn Sy 7 + a'V'V(t),jj)

[45]

avece (o

Le terme de production peut étre rapproch¢ de  C, .S, =b.v,; avec

P=+v U, (U, , +U, )= vS* et S= \/Ul.’j(Ui,j +U;,) . En effet, si 'on peut

2
toujours  écrire  v,=/\k, ce qui implique k=-—%, on en tire

t £2
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1,1

v,S , L, uv
v,8 =gwv,Sen remarquant que g = i représente la quantité ———

Vtk

P_(V,S

dans une couche limite classique g = 0.3.

3.6. Les modéles non-linéaires

On peut formellement obtenir des expressions d'ordre supérieur pour le tenseur de
Reynolds dont le modéle en gradient constitue le premier terme d'un développement

(Lumley J.L., [LUM 70]). De fagon plus précise, ce développement s'écrit (Cf. aussi
Saffman P.G., [SAF 76]) :

2 i3 1
Ryj =3 k& —2vSy +Bg—2[S,~mSmj —3115 5,]}
VoLl GRS §eP +DE(S- O + S jm i | [45]
82 immj 3 ij 82 im%myj Jm@%mi

1+ 7= 1+ 7=
avec Sy :E(Ui’j +U ji)etw; ZE(Ui’j =Uj,i).
Le modéle k —@? de Wilcox D.C. et Rubesin M.W., [WIL 80] entre dans cette catégorie.

L'expression particuliére des tensions de Reynolds de ce modele,

2
3

R = [46]

1— ] 8 k(Sima)mj +Sjm60mi)
3 9

ko;i =2vy| Sii —sUnho;; |— B
v t[ v v B w?+2S,,S
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peut aussi s'appliquer en écoulement compressible (la divergence de la vitesse n'étant pas

considérée nulle). Le taux de dissipation de I'énergie turbulente est donné par & = ﬂ*a)k .

Plusieurs auteurs ont contribué plus récemment au développement de ce type de
modg¢les, notamment Yoshizawa A., [YOS 84], Nisizima S. et Yoshizawa A., [NIS 86],
Taulbee D.B. et al., [TAU 93], Craft T.J., Launder B.E. et Suga K., [CRA 93]. Cette
derniére référence représente la synthése de travaux réalisés a 'UMIST (Manchester) qui
ont montré qu'un développement contenant des termes cubiques était nécessaire pour
atteindre un niveau de généralité suffisant pour pallier aux principales insuffisances des
modgles classiques. Ces modéles utilisent une équation pour le taux de dissipation &.

Le mode¢le de Craft T.J. , Launder B.E. et Suga K., [CRA 93] a été appliqué notamment
aux cas complexes du canal courbe et du jet pariétal axisymétrique et il a permis une
amélioration décisive par rapport aux modeéles classiques. Une version révisée améliorée
de ce modéele a été proposée dans [CRA 96] toujours orientée vers une plus grande

généralité incluant en particulier les effets de courbure des lignes de courant. La

formulation pour a;; = (Rij —2/3koy ) / k est la suivante :

% % 1 %
al-j = _%Slj +Cl§t[sim5mj —g ISé‘UJ +C2 ?I(Slma)mj +Sjma)m,-)

v ! k
+es ?t[wimwmj -311”517] vCavi 3 (Simay + S jman | S
&

k 2
+esVy j(a)ila)lmsmj + 310y O —gsmla’mna’nz@j]
&

+C6Vt%1]ssl'j +C7VtLIIwS" [47]

;) ij>
& &
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¢ =-0.1, c;=0.1, c=0.26, ¢, =—10c2,,
c5=0, c6:—50/%, c7 :50/%,

_ 0.3
1+0.35[ max(S, ) |

1/2 2
1 [ Re; [ Reg
Ju=1=exp [90) [400] ’

c

— [l—exp{—0.36/exp(—0.75 maX(S,a)))}},

k2 : 0.8Re;
Vl:c/lf/l?’ fﬂ:mln{l,02+ 30 :|,
k /1 k|1 7 = =T

2 ~
Re; = k—~ (Cf- § 3.1. pour la définition de & ).
ve

Les modeéles algébriques explicites (E.A.S.M. , ‘explicit algebraic stress models’), tel le
modele de Gatski et Speziale [GAT 93] obtenus par résolution formelle du systeme
linéarisé des équations aux tensions de Reynolds a 1’équilibre peuvent aussi se rattacher
a cette catégorie. Les modeles de viscosité effective de la turbulence ainsi obtenus
généralisent I'hypothése de Boussinesq.

Gatski et Speziale [GAT 93], sur la base d’un modele au second ordre linéaire et de la

. R::
Y —(P-g)—L , obtiennent, apres un peu d’algebre :
L =(P-g)== , ap p g

2 60(1 k2 k3
Rff=s’“5v"mly%+“2:z(5fmwmf+sjmwmi)

relation d’équilibre

K 1
-3 8_2[SimSmj —511551']’ ]] [48]
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Les coefficientsar), 2y et a3 dépendent des valeurs des constantes du modéle de

turbulence au second ordre initial :

La singularité apparaissant au dénominateur peut étre régularisée par l'approximation :

1 N 1477
3-22+6E2 3+m2+6E2n% 1652

[49]

Cette régularisation permet d’utiliser le modele dans des conditions loin de 1’équilibre
([SPE 96)).

4. Modeles obtenus par changement de fonction

Une autre méthode pour construire des modéles a deux équations est d’effectuer sur le
modéle classique k-& , un changement de fonction inconnue du type Z =k“s”. On
obtient ainsi un modéle k-Z.

Le point de départ est donc le modéle k-¢ de base (dans une formulation a faible nombre

de Reynolds) rappelé ci-apres :

dk ~ ki,
Z=P+Cv(a,k,j)’j—g+vk’ﬁ , E=&+vV ‘2]k]’
de Pg :

~ > ~
— =C, = +C,(0,65),—C,f, = +2+vey, [50]
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K 2
Z=2VC#?Ui,plUi)pl, le :Ek'é:j_vt(Ui,j+Uj,i) s
((?ZU/(J’HZ)Z

K k? Re
v,szf#?, atzfy?, fy:exp{—3.4/(1.+5—(f)2}

On introduit alors la nouvelle fonction inconnue Z =k“g”, ou plus précisément

~p o dz dk g .
Z =k”¢ eton déduit aisément de — = a— + ff—— les équations :
€

- s Loa |
g:Za , deade+ﬂZ Prlde, [51]
k? g
dk A k k.
Z:P-FCV(O-’k’j)’j__k“/ﬁ —V—ék‘] +vk
1-*—l
dzZ ZP z7’ VA VA
— @t BC) @t BCL )= +aC - (ok))  +av—k,,
B
1
1 e Zﬂ
—a—v—1L+BC7Z "k’ | o | =
k 2k z
kﬁ’
Jd;
1
L e L @ A
+pZ PkPE+pvZ Tk = | . [52]
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Les termes de diffusion s'écrivent:

1

1 «a

1 a B y4
pC.z "k’ | o L =cg<a,2,,),j+cga,<%—1) ’

kﬂ

o]

2,
VA
J

Z k.

a
o )
—o,—L

VA a . Z
_an;(o;k’j),j +ano-t(1+_)Fk,jk,j -2C, 1 P

1

Loe ZE 1
BvZ PkP| = =vZ +v(—-1)
a sJ]

K’ p “

N/

Z,z

oJ

5

B

Z k.
—av%k,ﬁ +av(1+g)ék,jk,j 0y E 2N

et on aboutit a I’équation pour Z :

le—fzS* -S +S.+D,+D,+D,_ +D,,,

+C,7 "Kk’Z
dt k k
— k B
S*:source

1
I+—
7 7P A zZ [ kik, — &
d_:Cm__sz—_Cm_{V 2 ’]}
1

\—W_—J

S, :sources complémentaires
8™ puits

Z,jZ,j
+ ZZl(O-tZ,j ),j + X220,

%,—/
D, :difusion turbulente

7 VA Z k.
+Cyy ;(O-tk,j),j +ZZ3o-tFk,jk,j + X740, —

D, :diffusion turbulente complémentaire

[54]

36



D, diffusion moléculaire

+n,vZ i

ZZ

7 7z
_UZOV;k,jj + 17,V jZ 17,5V
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7 Z k.
Fk’jk’jJrn“V ;{ L [56]

D, diffusion moléculaire complémentaire

avec (a et fn’ont pas la méme signification que dans le paragraphe 2):

et

C,=a+pC, Cp=a+pC,f, Cp=a(C,-C)
Cu=a Cys=p Xn=C,
1 a a
ZZ2 :CE(E_I) ZZB :an(l—’_E) ZZ4 :_2ECS
1-p
M0 =0. N, =1 7722:7
a a
Nz =a(l+—) Nza =—2—
B
242
k #
o, =f# —, v, :Cy.a, [57]
78
Cette équation est totalement analogue a 1’équation générique [22] obtenue

ORI

donc ainsi établie, ¢’est a dire qu’un nouveau changement de fonction n’introduira pas

de termes nouveaux. L’équation [56] comprend déja tous les termes complémentaires

présent dans [22].

Considérons les cas spécifiques usuels :

a=1, p~1 = (k—o)
a=3/2, f=-1 = (k—10)

a=2, ﬂ:'l :)(k—Vt) :)(y—Vt)
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1°/ Modéle (k—w)

dk

iz _. oP

2
=C, 2 —C,,0° +C, =
dt wl k w2 w5 k

w!| k.k.
-C —{V ékl } +Zw1(o'ta),j),j t X020,

w 0] a
+Ca)3 ;(O-tk,j ),j + X030, ijk] X040,

w .

+ tg vty vk g vk k +
leva),jj 77a)2V @ Uwovk N 77a)3v k2 g 77a)4v k ’

et a,zf#g,
avec:
c,=C,-1 C,=C,f,-1
C,, =-1 C,=1
Xor =0 X3 =0
Mo = 0. n, =1

775()3:0 77{04:2

kK,
Z:P+Cs(ogk,j)’j—a).k—v ok +vk

(0]

ok

o T

C,=C, —C.
Aot =L

Xoa =2C,
n,,=0
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2°/ Modéle (k—1)

dk k3/2
C=P+C(ok)), -

JT
-V

+vk .,
! 2k 7

% =C, %P —C, Nk +C, k71 E

1w

¢ k .k o’
—CM;{V ékj}—’_lﬂ(o-tg,j),j-i_ZKZO_t jﬁ ’

!k

S ed

l l
+C1r3 ;(O-tk,j ),j + X130, Fk]kj + X140,

vl + 77@2‘/% _ervék,jj i Ust%k,jk,j .y l ik,
et o,=f,0k,
avec:
Ca=15-C, C,=15-C,/, C,=15C -C,)
C,=15 Com-l o
X =—2C, X3 =—0.75C, 20 =3C.
Mo =0 n,=1 7, =-2
N, =—0.75 —— 5o

Remarque : C,; = 0 tandis que C,, <0 correspond a une source(+) dans 1’équation de ¢ .
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3°/ Modele (v, )
dk K k.,
—=P+C,(o,k,), ——-v=22L+vk
dt T v, 2k 7
(cette équation ne sera toutefois pas utilisée)

d P
szqﬂt-{@kﬂaﬁ%ﬂz

v, | kk; V. Vi
_Cv,4?t{v ék]}+ZV,1(O-tVt,j),j+th20-t#

C,, ok "k k Yiks
+ v,3;(o-t ,j),j+Zvl3o-tF NN +Zv,4o-t k
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VijVii v, v, Vi
+17, WV, + 11,5V | —nviov;k,jj +77V’3vpk’jk’j +77V’4VT’
avec v, =0, et:
Cn=2-C, Cn=2-C,f, C»=2(C -C)
Cu=2 Cs=-1 X =C,
X = —2C, Xz =—2C, Xa = 4C,
Mo =0 M =1 My =2
Moz =2 My =4 [60]

P . .
On a vu précédemment que v, — pouvait étre rapproché de v,.S et par ailleurs, de
k

2
|4

Iécriture v, = (Jk on déduit k ~—L pour le terme puits, ce qui permet de faire le lien

£2
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avec le modéle original. L’équation de k peut étre écartée si on conserve ¢ comme

deuxiéme parameétre.

. P L, v v
Si on accepte v,—=0.3v,.§ (voir précédemment) alors k ~ —~—'—
k Ky

en supposant

que I’échelle de longueur est donnée par la longueur de mélange (application restreinte
aux couches limites). Cette remarque permet (moyennant ces approximations

supplémentaires) de régresser vers un modele a une équation.

On remarquera que le simple changement de fonction inconnue fournit un modele k-Z
qui bien sir reste en principe mathématiquement équivalent au modele k-& de départ.
Mais I’utilisation de coefficients différents permettra, outre les commodités pratiques de
mise en ceuvre avec une formulation plus stable des conditions aux limites, d’avoir des

modeéles différents dans leur formulation.

Autre approche : Si on choisit Z = k“&” en prenant & au lieu de &, alors on aurait :

dk A
E=P+Cs(0,k,,-),j -

ka/ﬁ’ + Vk»jj ?

et il conviendrait dans ce cas de se référer a une équation de transport de £ qui n’est plus

celle du modéle de Jones et Launder mais qui est utilisée dans certains modéles :

de Pe £
== Ca ran C.lo8,),-Cnl, 7 2HVey,
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g ki,

E&
avec C_f —=C ——y=2tl e
ngg k ngg k 2k2
\ﬁf_—/

terme qui
s'ajoute a X

il convient, bien siir, d’adapter les conditions aux limites sur Z selon que 1’on utilise &

ou ¢ comme fonction de départ, en particulier sur une paroi.

Dans tous les cas, le modéle transformé présente comme le modele initial un terme
source et un terme puits qui sont le seuls agissants en turbulence homogéne. Par contre
les termes de diffusion turbulente et moléculaire, sont plus complexes et aménent de
nombreux termes complémentaires . Ce sont ces termes complémentaires de diffusion
qui distinguent en fait les différents modéles a deux équations. On peut donc dans la

pratique, distinguer deux catégories de coefficients :

les coefficients : C,,,C,,,C,,,C,s d’une part et

les coefficients : ¥, X725 X73»Cz3> X724t 120571717172 51123 > 174 dautre part.

La premiére série, si elle est calculée a ’aide des formules de transformation conduit a
des modéles entiérement équivalents en turbulence homogéne. Pour la deuxiéme série,
les termes a retenir ne sont pas les mémes selon les modéles, ils sont spécifiques a
chaque modéle. L’écriture générique est utile pour mettre en évidence tous les termes

« candidats » possibles.
5. Remarques finales

Une méthode originale pour la formulation d’un modéle générique de turbulence a deux
équations a été présenté. La méthode qui s’appuie sur le modelage invariant de

J.L. Lumley garantit la généricité du systéme d’équations obtenu. Les mod¢les a deux
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équations usuels apparaissent ainsi sous la forme de cas particuliers de la formulation
générique. Une autre méthode consiste a effectuer un changement de fonction inconnue a
partir du modéle classique k-&. Cette méthode conduit a une formulation tout a fait
analogue, un nouveau changement de fonction inconnue n’introduit aucun terme
nouveau, ce qui montre encore son caractére générique par une voir différente.

En turbulence homogéne, tous les modeles a deux équations sont exactement
équivalents. En effet, un changement de fonction inconnue n’introduit pas de termes
supplémentaires. Le second membre de 1’équation de Z est toujours constitué d’un terme
source et d’un terme puits, quelque soit le choix de Z. Dans le cas inhomogéne, ce sont
les termes de diffusion qui peuvent différer d’un modéle a un autre. En effet, le modéle
générique établi montre que des termes de diffusion a gradients multiples et des termes
croisés s’introduisent. D’un point de vue pratique, les différences entre divers modéles
portent sur ces termes de diffusion et I’utilisation de termes complémentaires,
notamment le terme de diffusion croisé. Une autre différence peut provenir de la
formulation des conditions aux limites qui peut différer selon le choix de Z. Le modéle
classique k-¢ présente de nombreuses insuffisances et les équations sont souvent raides
du point de vue mathématique lorsque 1’on traite des écoulements de paroi a fort nombre
de Reynolds. Ainsi, dans les applications spécifiques de 1’aérodynamique, les modéles
alternatifs k-w ou k-kl sont souvent utilisés, avec des termes de diffusion
complémentaires. Le modéle générique présenté permet une formulation synthétique de
ces diverses approches et permet aussi de suggérer des termes nouveaux qui pourraient
servir au développement de nouvelles formulations, qui bien slir devraient étre évaluées

sur des écoulements tests avant de considérer leur application a des situations pratiques.
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