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Quelques approximations du temps local brownien

Blandine Bérard Bergery #, Pierre Vallois®

a Université Henri Poincaré, Institut de Mathématiques Elie Cartan, B.P. 239, F-54,506 Vandeeuvre-lés-Nancy Cedex,
France

Résumé

On définit plusieurs approximations du processus des temps locaux (Lf)¢>0 au niveau z du mouvement brownien

réel (X¢). En particulier, on montre que %fot(]l{z<xs+e} — Moo x,y)(Xsre — Xs)ds converge au sens ucp vers
LY, lorsque € — 0, et que cette convergence dans L?(2) est d’ordre €, pour tout a < i On obtient aussi des
approximations de certaines intégrales stochastiques browniennes.

Abstract

Some Brownian local time approximations

We give some approximations of the local time process (Lf):>0 at level x of the real Brownian motion (X;). We
prove that %fg(]l{x<Xs+e} — Taex,1)(Xste — Xs)ds goes to Ly in the ucp sense as ¢ — 0, and that the rate
of convergence in L? (Q) is of order €%, for any a < i. Moreover, approximations of some Brownian stochastic
integrals are given.

Mots-clés: temps local, intégration stochastique par régularisation, variation quadratique, vitesse de convergence.
classification AMS: 60G44, 60H05, 60H99, 60J55, 60J65.

Soit (£, F, (Ft)t>0, P) un espace de probabilité vérifiant les conditions habituelles. Dans cette Note, le
processus X est continu, et la convergence en probabilité, uniformément sur les compacts, sera notée ucp

(voir [8]).

1. Définition des schémas d’approximation

1.1. Tl existe déja de nombreuses approximations du temps local de processus (voir [5], [13], [9], [1],
[6], [7], [2], [3])- L’objectif de cette Note est de présenter de nouveaux schémas d’approximation du temps
local du mouvement brownien standard réel et de certaines martingales browniennes.

Email addresses: berardb@iecn.u-nancy.fr (Blandine Bérard Bergery), Pierre.Vallois@iecn.u-nancy.fr (Pierre
Vallois).
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1.2. On se place dans le cadre de 'intégration par régularisation définie par Russo et Vallois ([12], [10],
[11]). Signalons que, dans ce contexte, des résultats de convergence presque stire et en loi ont été obtenus
par Gradinaru et Nourdin [4].

La variation quadratique [X, Y] est la limite au sens ucp de X fo ste — Ys) (Xsqe — Xs) ds, si cette limite
existe.

On définit .
1
Je(t,y) = ;/0 (]I{y<Xs+s} - ]I{y<Xs}) (Xste — Xs)ds, yeR,120. (1)

Pour f € C°(R), on note F la primitive de f nulle en 0. Lorsque X admet une variation quadra-
tique 11 est montré (voir [10]) que = fo S+E - F(XS)) (Xs+e — X5)ds converge au sens ucp vers
fo d[X, X]s, quand ¢ — 0. En utihsant F(z) = [, f(u)du, il est ais¢ d’en déduire :

tim (ucp) /f tydy—/f dX,X],, [ eCOR). (2)

1.3. Lorsque X est une semi-martingale, [X, X] est égal & la variation quadratique usuelle et X a un
processus des temps locaux (L{)ger.t>0. La formule de densité d’occupation permet d’écrire (2) sous la
forme :

hmucp /f tydy—/f )Lidy, feC°(R).

Ce qui suggere de montrer la convergence de J.(t,y) vers LY, quand € tend vers 0. Pour simplifier les
notations, on prend y = 0 et on note simplement J(t) = J.(¢,0).
1.4. On décompose J(t) de deux manieres différentes :

I 1/t
Je(t)zf E/O ]I{O<XS} (Xere *Xs)ds“i’z/o ]I{O<XS+€} (Xere *Xs) dSv (3)
13(t) 12(t)
=I2(t) + I1(t) + I2(t) + Re(2), (4)
avec I2(t / X(u+e)/\tH{Xu<0}d“ + = / X(;JFE)M]I{X >oydu, (5)
TA(t / X WX o pe >0 (¢ / X Wix s o ne<oydu, (6)

1 t
R(t) = —/ (Lgo<xyyr — Lo<xu}) (Xure = Xu) = (Tpo<x,y — Lpox, ) (X — Xu)du. (7)

(t—e)*

1.5. On s’intéresse dans cette Note (c.f. les Sections 2 et 3) & la convergence ucp de I1(t),...,I3(t)
lorsque ¢ — 0 et X est le mouvement brownien. On obtient ainsi des approximations du temps local
et de certaines intégrales stochastiques browniennes. Dans la derniére section, on donne une vitesse de
convergence de J.(t) vers LY dans L*(Q).

2. Convergence de I (t) et I2(t)

2.1. On suppose que (X;);>0 est une semi-martingale. Il est montré ([12], Proposition 3.31) que si (Y;)
est adapté et si t — Y; admet des limites a gauche, alors
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1t ¢
lim (ucp) —/ Ye (Xspe — Xs)ds = / Y,dXs. (8)
=0 €Jo 0

Bien que s — Ty« x,} ne soit pas continu a gauche, on montre (voir le Théoréme 2.1 plus bas) que (8) a
lieu avec Ys = Mo« x,y, lorsque X est le mouvement brownien.

2.2. Signalons un résultat qui ne concerne pas directement ’approximation du temps local mais qui
est tres lié & notre étude. On suppose que () est un processus adapté et localement Holdérien : pour
tout T > 0, il existe « €]0, 1] et Cr une variable aléatoire finie presque stirement telle que : |Y; — Y, | <
Crlu—s|* Yu,s € [0,T]. Alors, lorsque (X;) est une semi-martingale, la convergence (8) a lieu presque
stirement, uniformément pour ¢ € [0, T.

2.3. Nous sommes & présent en mesure d’énoncer un résultat de convergence ucp de I1(t) et I2(t).

Théoréme 2.1 On suppose que X est un mouvement brownien standard réel. Alors :
(i) lime_o (ucp) I}(t) = fot Moex,1dXs.
(i) lime_o (ucp) I2(t) = X;" + %L?.

(i4i) lime_o (ucp) Je(t) = LY.

2.4. Preuve. 1) Notre approche est basée sur le théoréme de Fubini stochastique (c.f [9]). On écrit

1(t) - / o x.ydX, = IM1) + Re(1), (9)

€ Ju—o)

- t 1 u
avec I (1) =/ <—/ . To<x,yds = H{o<xu}> dXy, (10)
0

~ 1 [t
Re(t)—/( (XS+€*Xt> ]I{O<X3}ds- (11)

t—e)t

Il est facile de montrer que V1 > 0, sup;eo, 1) Rg(t)‘ converge presque strement vers 0, quand € — 0.

Quant a I:l(t), en utilisant I'inégalité de Doob, il n’est pas difficile d’établir :

lim F

e—0

sup |’f3<t>|2] —o. (12)
te[0,T)

2) Pour étudier la convergence de I2(t), la difficulté provient du fait que (Ijy<x.,,.})s>0 n'est plus (Fy)-
adapté. L’approche précédente ne peut plus s’appliquer. L’idée consiste a renverser le sens du temps pour
écrire D'intégrale "rétrograde” I2(t) en une intégrale progressive. (c.f [12], Définition 2.1 pour plus de
détails). Soit T > 0. On pose )~(u =Xr—Xr_,;0<u<T. (Xu)ogugT est un mouvement brownien.
Notons (F;)¢>o sa filtration naturelle et (G;) la plus petite filtration contenant o(X7) et (F). Le point

(ii) est obtenu en remarquant d'une part que yocx,, 1 (Xspe — Xs) = 7]I{S(VT,1L<XT} (Xu+6 - Xu),

avec u = T — s — ¢, et d’autre part que (Xu)ogugT est une (G;) semi-martingale dont la décomposition
est explicite (voir [14]).
3) On montre (4i7) en utilisant la formule de Tanaka et les deux points précédents (i) et (i7).
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3. Convergence de I3(t), I*(t), I?(t) vers une fraction du temps local

3.1. Dans cette section, on suppose que X est le mouvement brownien standard. On rappelle que
I3(t), IA(t), I2(t), R(t) sont définis par (5),(6) et (7). On montre facilement que R.(t) converge presque
stirement vers 0, uniformément sur les compacts.

Théoréme 3.1 (i) lim..o (ucp) I3(t) = SLY.

(it) lime—o (ucp) I2(t) =limeo (ucp) I3(t) = 1LY.
3.2. Ce résultat est aussi vrai lorsque X; = fot o(s)dBs ol B est un mouvement brownien standard et

o une fonction définie sur R+, holderienne d’ordre v > i et telle que |o(s)] > a>0.
3.3. Preuve du Théoréme 3.1. a) D’apres la formule de Tanaka,

i (ute)At 1 o .
X(“JFG)/\t - X;r + / ]I{Xs>0}dX5 + i(L(que)/\t —Ly).

On a une formule similaire pour X ;. I3(t) est donc égal &
1 t (’U.+E)/\t 1 t 0 0
g/o L (Lyx,>0,x,<0p — Tix,<0,x,>0p) dXs | du+ 2—6/0 (Liuseyne — Lu)du. (13)
s e . 0 0 _ rlute)nt 0 . . PR -
Pour la deuxieme intégrale, on écrit L(u At T L, = fu dL;. Une application du théoreme de Fubini

permet montrer la convergence vers %L?. On montre la convergence vers 0 de la premiere intégrale de
(13), en utilisant cette fois le théoreme de Fubini stochastique.

b) 1l est équivalent d’étudier la convergence de I2(t) ou de I2(t). Pour I>(t), on est confronté au méme
probleme que pour I2(t). On écrit I2(t) comme la somme d’un terme qui converge presque siirement vers
0, uniformément sur les compacts, et de :

1 9" X 1 [t X
- X+ |1 o (-2 du+= | Xto(-22)a 14
L s () [en (e

ou @ est la fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite. La formule de densité d’occupation
et la propriété de Holder de & — L donnent la convergence de 1 fot X+ (f f(/;-‘) du vers 1LY dans L?,

uniformément sur les compacts. Pour la premiére intégrale de (14), & Paide de la formule d’Itd, on écrit
le terme entre crochet comme une intégrale stochastique; le théoréeme de Fubini permet de montrer la
convergence vers 0 dans L2, uniformément sur les compacts.

4. Vitesse de convergence de J.(t) dans L?(Q2)

On suppose que (X;) est le mouvement brownien standard.

Théoréme 4.1 Pour tout T > 0, § €]0, i[, il existe une constante Ks telle que :

Ve €]0, 1], sup |Je(t) — LY||| < Ks€l.

te[0,T]

2
On a des résultats similaires concernant I} (t) et I2(t).

On déduit du lemme de Borel-Cantelli et du Théoréme 4.1 que sup;¢jo 1 | Je, (t) — LY| converge presque
stirement vers 0, lorsque n — 00, ol (€, )nen est une suite réelle positive décroissante tendant vers 0 et
telle que > | \/€; converge.



Références

(10]
(11]
(12]

(13]
(14]

Jean-Marc Azais. Approximation des trajectoires et temps local des diffusions. Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Statist.,
25(2) :175-194, 1989.

Martin T. Barlow, Edwin A. Perkins, and S. James Taylor. Two uniform intrinsic constructions for the local time of a
class of Lévy processes. [llinois J. Math., 30(1) :19-65, 1986.

Donald Geman and Joseph Horowitz. Occupation densities. Ann. Probab., 8(1) :1-67, 1980.

Mihai Gradinaru and Ivan Nourdin. Approximation at first and second order of m-order integrals of the fractional
Brownian motion and of certain semimartingales. Electron. J. Probab., 8 :no. 18, 26 pp. (electronic), 2003.

Kiyosi It6 and Henry P. McKean, Jr. Diffusion processes and their sample paths. Springer-Verlag, Berlin, 1974. Second
printing, corrected, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 125.

Jean Jacod. Rates of convergence to the local time of a diffusion. Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Statist., 34(4) :505-544,
1998.

Ernesto Mordecki and Mario Wschebor. Approximation of the occupation measure of Lévy processes. C. R. Math.
Acad. Sci. Paris, 340(8) :605-610, 2005.

Philip E. Protter. Stochastic integration and differential equations, volume 21 of Applications of Mathematics (New
York). Springer-Verlag, Berlin, second edition, 2004. Stochastic Modelling and Applied Probability.

Daniel Revuz and Marc Yor. Continuous martingales and Brownian motion, volume 293 of Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences]. Springer-Verlag, Berlin, third
edition, 1999.

Francesco Russo and Pierre Vallois. The generalized covariation process and Ité formula. Stochastic Process. Appl.,
59(1) :81-104, 1995.

Francesco Russo and Pierre Vallois. Stochastic calculus with respect to continuous finite quadratic variation processes.
Stochastics Stochastics Rep., 70(1-2) :1-40, 2000.

Pierre Vallois and Francesco Russo. Elements of stochastic calculus via regularisation. In Séminaire de Probabilités,
XXXX, Lecture Notes in Math. Springer, Berlin.

David Williams. Lévy’s downcrossing theorem. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete, 40(2) :157-158, 1977.

Marc Yor. Some aspects of Brownian motion. Part II. Lectures in Mathematics ETH Ziirich. Birkhéuser Verlag, Basel,
1997. Some recent martingale problems.



