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Résumé— Cet article traite du filtrage fonctionnel non biaisé
des systémes linéaires en généralisant les résultats présentés
dans [1], [2], [3]. La condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’un filtre fonctionnel non biaisé est donnée. Lorsque
cette condition est satisfaite, les matrices du filtre sont para-
métrées a travers un gain unique sans aucune restriction sur
la forme de la fonctionnelle & estimer. De plus, I’introduction
d’un nouveau paramétre permet d’avoir des degrés de liber-
tés supplémentaires conduisant & un filtre moins contraint
que celui proposé dans [2], [3]. La synthése de ce filtre est
réalisée a ’aide d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

Mots-clés— Filtrage fonctionnel non biaisé d’ordre réduit,
Critére Hoo, Inégalités Matricielles Linéaires (LMI).

I. INTRODUCTION

Le filtrage fonctionnel d’odre réduit trouve son intérét
dans le fait qu’il permet d’estimer une partie ou une com-
binaison linéaire de I’état d’un systéme (appelée fonction-
nelle) sans avoir a estimer 1'état entier : la dimension de
I’état du filtre est la méme que celle de la fonctionnelle. Ce
type de filtre présente plusieurs avantages par rapport au
filtre d’ordre plein, notamment pour le temps de calcul et
pour les systémes de grande dimension.

Un des points importants dans le probléme de filtrage
que nous considérons est la non dépendance explicite de la
dynamique de ’erreur d’observation vis-a-vis de ’état du
systéme : cette propriété est appelée non biais [1], [2], [3],
[4], [5], [6], [7]. La condition de non biais conduit a la ré-
solution d’une équation de Sylvester [1], [2], [3], [6], [7]- La
condition nécessaire et suffisante d’existence du filtre non
biaisé proposé est alors déduite de cette équation. La réso-
lution de celle-ci permet de paramétrer toutes les matrices
du filtre a travers un gain unique.

Généralement le probléme de filtrage dans le cas de bruits
gaussiens se résoud par le filtre de Kalman ; ce dernier né-
cessite des informations statistiques sur les bruits. Dans le
cas ou on ne dispose pas de connaissances statistiques sur
les perturbations, on utilise un filtre H,, qui exige seule-
ment que les perturbations soient & énergie finie.

Le filtrage H, a pour objectif la synthése d’un filtre afin
que 'erreur d’estimation soit stable et que la norme H,, du
transfert entre les perturbations et celle-ci soit inférieure &
une valeur donnée. La méthode de Lyapunov permet de
traduire ce double objectif sous forme de LMI [8]. L’intérét
des LMI vient du fait que ces derniéres peuvent étre réso-

lues par la programmation convexe. Les matrices du filtre
sont enfin construites a partir des solutions trouvées.

II. POSITION DU PROBLEME

Considérons le systéme suivant

& = Azxz+ Bw (1la)
= Cz+Duw (1b)
z = Lz (1c)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, y(t) € R? constitue la
mesure et z(t) € R"” est une combinaison linéaire de 1’état
avec r < n. Le vecteur w(t) € IR™ représente les perturba-
tions. Les matrices A, B, C, D et L sont constantes.

Il est & noter que contrairement a [2], nous ne supposons
pas que la matrice L est de rang plein lignes.

Notre objectif est d’estimer le vecteur z(¢) a partir des
mesures y(t). Pour cela, nous proposons de construire un
filtre de la forme :

Nn+ Ky
= n+FEy

U
z

oun(t) € R" (avec r < n) est I'état du filtre et les matrices
N, K et E sont a déterminer. Ainsi, le probléme a résoudre
peut se formuler comme suit :

Probléme 1. Déterminer les matrices N, K et E du filtre
(2) afin que

(i) lefiltre (2) soit non biaisé, c’est-a-dire que 'erreur d’es-
timation, e(t) = z(t) —Z(t), soit indépendante de I'état x(t)
du systeme (1) [1], [3], [4], [5], [6],

(ii) lerreur de filtrage e(t) vérifie

<, ||w||£2(/0 wdet) 20, (3)

pour des conditions initiales nulles, ou v > 0 est le niveau
d’atténuation He, entre w(t) et e(t). O

L’erreur d’observation est donnée par

lellz,

weL2 ||IUH£2

e=z—z=Lx—n—FEy=Lx—n—ECx— EDw
=Ux—n—FDw=e¢—FEDw (4)



ou
e=VYzr—net¥=L—-EC. (5)

Pour éviter d’avoir a dériver la perturbation w(t) dans la
dynamique de I'erreur d’observation, nous allons effectuer
le changement de variable suivant

e=Uzr—n
(oo b ©)
qui conduit au systéme suivant

g=Ne+ (VA- NV - KC)z+ (VB - KD)w (7)
e=¢— FDw.

En posant
J=K—-NE, (8)

le systéme (7) peut étre réécrit sous la forme

¢=Ne+ (VA— NV —JC - NEC)z
+(LB - ECB — KD)w (9)
e=¢— FEDw

en utilisant (5) et (8).
L’erreur (9) est indépendante de z(t) (voir item (i) du
probléme 1) si

VA—- NV —JC—-NEC =0,
ce qui est équivalent & I’équation de Sylvester

LA—ECA—NL—JC=0 (10)

III. PARAMETRAGE DES MATRICES DU FILTRE

L’équation de non biais (10) peut se réécrire sous la forme
compacte
NC=LA (11)

ou les matrices N et C sont données par

N=[N J E] et c"=[L" CT (CAT]. (12)
L’équation (10) admet une solution N si et seulement si

la relation de rang suivante est vérifiée [9]

rang [LCA] =rang [C] . (13)
Lorsque cette relation de rang est vérifiée, toutes les so-
lutions AV sont données par [9]

N =LAC" + Z(I(2p1r) — CCY) (14)

ol Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
A la différence de [2], [3], [6], il n’est pas nécessaire que L
soit de rang plein lignes pour résoudre I’équation (11). En
utilisant 'expression de A/ donnée par (12), 'équation (14)
est équivalente a

N = (LAC")My + Z(I2psry) —CCHMy

= Ni+ZNs, (15a)
J = (LACYM;+ Z(Iigpsr —CCTM;

= Ji+ ZJs, (15b)
E = (LAC")Mg+ Z(Is2pir) —CCHMpg

= Ey\+ ZE,, (15¢)

avec
Ir 07"><p O7‘><p
MN = 0p><'r‘ s MJ = Ip s et ME = Opxp . (16)
OPXT OPXP IP

Remarque 1. Le filtre (2) proposé dans cet article différe
des solutions proposées dans [2], [3], [6] par ’ajott du terme
NEy(t) dans I’équation (2a). Cela nous permet d’obtenir
une équation de non biais (10) dépendant linéairement des
matrices N, J et E. |

IV. SYNTHESE DU FILTRE

Sous la condition de non biais (13), le systéme (9) se
réécrit alors en fonction des matrices définies dans (15)

{é = (N1+ZNo)e+(LB—F,CB—=ZB,CB-KD)w |,

e=¢+ (_El — ZEQ)DIU

En utilisant (8) et
donné par

(15), le terme “KD” dans (17) est

KD =JD+NED = (J1+ZJo+(N1+ZNs)(E1+ZFE>))D
(18)
et contient une bilinéarité ZN,Z. Afin de supprimer cette
bilinéarité pour rendre convexe le probléme d’optimisation
résolu dans le théoréme 1, nous posons la contrainte

ZE;D = 0. (19)
et nous obtenons
KD =JD+NED = (J1+ZJy+ (N1 + ZN2)Eq)D. (20)
Les solutions Z a la contrainte (19) sont données par
Z =7 (Itap1r) — E2D(E>D)Y) (21)

et les relations (15a), (15b) et (15¢) deviennent

N = (LAC"YMy +Z®My = N, + Z Ny, (22a)
J = (LACYM;+ZO®M;=J, +ZJy, (22D)
E = (LAC"Y)YMg+Z®Mp =F, +ZE,, (22c)

ot @ = ((2p4r) — BE2D(E2D)V) (I9p4ry—CCH) et Z est une
matrice arbitraire de dimensions appropriées. En intégrant
la contrainte (19), le systéme (17) devient

e=Ce+ Dw (23)

{ ¢ = Ae + Bw
avec Z = Nl +7W2, 6 = Ir; E = —ElD7 E = El —7?2,
El = (L - E1C)B - (Jl + NlEl)D et
By = E;CB+ (Jo + NoEy)D.

Avec les développements ci-dessus, la synthése du filtre
Hoo (2) se rameéne a la détermination de la matrice de gain
Z pour que le systéme (23) soit stable et ait une norme
Hoo inférieure ou égale a un réel v > 0.

Lemme 1. Le systéeme (23) est stable et satisfait le critere
d’atténuation Heo suivant (pour €(0) =0)

Jew = / (e"e —y*wTw)dt <0 (24)
0



avec vy > 0 si la condition (13) est satisfaite et si

T PBL—-ZB)) I

(B1 —ZBy)"P 21, —DTET| <0 (25)
I, —E\D -1,

o P=PT>0etY=(Ny+ZN)TP+ PN, +ZN>).

Démonstration. Sila condition (13) n’est pas vérifiée, alors
les matrices N, J et E données par (22) ne sont pas solution
de I’équation de Sylvester (10) et le filtre obtenu serait alors
biaisé.
Soit la fonction de Lyapunov suivante

V() = e’ Pe avec P = PT > 0. (26)
D’une part, la dérivée de V(g) donne
V(e) = 2¢T P¢ = 27 P(Ae + Bw)

= ET(ZTP + PA)e + 2" PBw  (27)

ol

D’autre part, sachant que e = Ce + Dw, nous avons

DTDC iZQIJ [ﬂ (29

donc
7T —_ J—
A P+PA PB

Vie) = (e w?] 5T p 0 (28)

c'c

T 5TT
w} D'C

e e—vszw:{ T

En utilisant le fait que V(0) = 0 et V(c0) > 0, nous
obtenons l'inégalité suivante

Jew < / (eTe —~2wTw + V(e)) dt (30)

0

ot Je,, désigne 'indice de performance H., donné par (24)
et qui est équivalent a (3).

D’apreés les développements précédents, 'inégalité (30)
est équivalente a

o0
Jow < / 7 W]
0
A'P+PA+C'C PB+C'D

13
- e v B at. (31
B'P+D'C D' D-~I, M (3D

Enfin, en utilisant le lemme de Schur [8], si la relation

A'py+PA PB O
B'P -4, D
C D

(32)

est vérifice avec P = PT > 0, alors 'atténuation Heo
I’est aussi, c’est—a—dire.Jew < 0, et Derreur d’estimation
est stable, c’est-a-dire V(g) < 0. O

En utilisant le lemme 1, le filtre H . non biaisé est obtenu
en posant Z = P~1Y dans le théoréme suivant.

Théoréme 1. [l existe un filtre Hoo non biaisé donné par
(2) tel que Uerreur d’observation satisfasse la contrainte de

norme Hoo définie par Je, < 0 dans la relation (24) si
la condition (13) est satisfaite et s’il existe des matrices
P=PT>0,PcR™",Y et un réely >0 tels que

ra,1 1,2 I
r(1,2)" —~2I,, -DTET| <o, (33)
I, -E.D I,
avec
I(1,1) = NFP+N,YT + PN +YN,,  (34)
I'(1,2) = P(L-EC)B—(/Ji+NE)D)
—Y (E2CB + (Jo + N2Ey)D) . (35)

Démonstration. 11 suffit de poser Y = PZ dans 'inégalité
(25) pour obtenir la LMI (33). O

Les matrices N, K et E du filtre (2) sont obtenues avec
les relations (8) et (22) en utilisant le gain Z = P71Y.
Remarque 2. Dans [2], [3], la contrainte (19) est rempla-
cée par

ED =0, (36)

ce qui implique que la solution de I’équation (10) doit aussi
satisfaire (36), et donc que la condition (13) devient

rang {g LCA] —rang [D ] (37)

avec DT = [0 0 DT].

La condition (13) est plus générale que (37) car, si (37)
est vérifiée, alors (13) est vraie, mais la réciproque est
fausse. De plus, la condition (13) est la condition de non
biais donnée dans [6] pour la synthése d’un observateur
fonctionnel d’ordre réduit lorsque w(t) = 0. O

V. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle ap-
proche pour la synthése de filtres H ., non biaisés et d’ordre
réduit, pour une fonctionnelle quelconque. La synthése du
filtre s’obtient via la résolution d’une LMI basée sur un pa-
ramétrage des solutions de la contrainte de non biais. La
condition de non biais proposée est plus générale que celles
qui sont données dans la littérature.
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