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Résumé
On s’intéresse ici au problème du couplage structure flui-
de lourd. On montre comment une modification triviale
des techniques classiques de perturbation conduit à une
approximation simple et performante du spectre d’une
structure couplée à un fluide de densité élevée. Une
application numérique de la méthode est présentée sur
l’exemple simple d’une plaque rectangulaire.

Introduction
Décrire précisément le couplage fluide structure rend les
méthodes de calcul numériques totalement inefficaces.
Ceci est dû au fait que l’opérateur qui décrit le cou-
plage est non seulement dépendant de la fréquence mais
aussi non local. En général, les méthodes numériques de
calcul de structures in vacuo conduisent à des système
linéaires relativement simples à résoudre. Lorsque le cou-
plage est pris en compte, la taille des systèmes linéaires
augmente, les matrices deviennent pleines et dépendantes
de la fréquence ; la résolution numérique de ces système
devient alors problématique. Il est souhaitable de dis-
poser de techniques qui permettent de contourner ces
difficultés.

Parmi les nombreuses solutions étudiées, les méthodes
asymptotiques basées sur des développements en série de
perturbation d’un petit paramètre sont particulièrement
attractives. L’analyse peut être conduite sur des struc-
tures infinies [1] et sont particulièrement utiles pour
déterminer des lois d’échelles pour tout les aspects de
la vibroacoustique. Toutefois, ces approximations ne
permettent pas d’obtenir des informations pratiques sur
l’évolution du spectre de l’opérateur. En outre, plus
une structure est fine, plus elle sera sensible au cou-
plage avec le fluide environnant et il est indispensable
de développer une méthode qui prenne en compte cette
évidence physique. Pour ce faire, une méthode a pri-
ori valide pour un couplage faible (par exemple pour
une structure en métal au contact d’air), consiste à in-
troduire un petit paramètre défini comme le rapport
entre la la masse volumique du fluide et masse sur-
facique de la structure. Par développement en série de
perturbation [3, 6], on construit alors une solution ap-
prochée, généralement limitée à l’ordre un, du spectre
de l’opérateur basée sur les modes propres in vacuo. La
principale limitation de cette méthode vient du fait que
cette méthode a un domaine de validité difficile a estimer.

On présente ici comment un développement en série de
perturbation d’ordre élevé peut être simplement modi-
fié pour permettre un calcul très précis des modes de

résonances et des modes propres d’une structure couplée
à un fluide lourd à partir de la connaissance des modes
propres dans la vide. Les modes de résonance correspon-
dent aux oscillations libres du système et sont l’outil na-
turel pour étudier les effet d’amortissement par rayon-
nement acoustique. Dans la littérature, on retrouve
ces modes sous de nombreuses dénominations. Les
plus usuelles sont modes propres généralisés ou modes
propres complexes. Cette dernière reflète la nature
mathématique de ces modes : ils sont une généralisation
des modes propres réels pour les systèmes mécaniques
dans lesquels les divers opérateurs (masse, raideur et
amortissement) dépendent de la fréquence et donnent
naissance à des modes complexes. Ceci apparait lorsque
l’on s’intéresse à l’amortissement matériel (par viscosité),
structural (par les frontières) ou par rayonnement acous-
tique. Du fait de la dépendance en fréquence, le calcul de
ces modes propres généralisés devient extrêmement diffi-
cile et il n’existe pas de méthode de calcul de ces modes.

1 Equations du problème

On considère ici une dépendance harmonique exp(−ıωt),
omise pour simplifier l’écriture. On considère un domaine
infini Ω de frontière finie ou infinie ∂Ω qui contient un
fluide au repos de masse volumique ρf et de célérité des
ondes cf . Une structure mince d’épaisseur h et de den-
sité ρp occupe une surface finie Σ de ∂Ω. M est un point
de la structure et Q est un point du milieu infini. On
nomme U(M,ω) le déplacement normal de la structure.
O est l’opérateur qui décrit le comportement élastique de
la structure comme un bi-Laplacien pour l’équation des
plaques de Kirchhoff ou l’opérateur de Donnell-Mushtari
pour les coques minces. La pression acoustique P (Q,ω)
est solution de l’équation de Helmholtz. On impose en
outre une condition de Neumann sur Σ. U(M,ω) et
P (Q,ω) satisfont :

OU(M,ω) − ρphω2U(M,ω) = F (M,ω) − P (M,ω)

∆P (Q,ω) + ω2/c2
fP (Q,ω) = 0

Conditions aux limites pour U(M,ω)

∂nP (Q,ω) = 0 sur ∂Ω − Σ

lim
M∈Ω→Q∈Σ

∂nP (Q,ω) = −ρfω2U(M,ω) sur Σ.

Par représentation de Green, on peut se ramener à une
seule équation intégrodifférentielle pour le déplacement.
Soit G(Q − Q′, ω) la fonction de Green du problème de
Neumann pour l’équation de Helmholtz qui est connue
analytiquement pour les plaques les coques bafflées. On



montre facilement que l’on a :

OU(M,ω) − ρphω2 (U(M,ω)

−ǫ

∫

Σ

U(M ′, ω)G(M − M ′, ω)dM ′

)

= F (M,ω)

Conditions aux limites pour U(M,ω)

où ǫ = ρf/ρph est un petit paramètre pour une structure
en métal au contact d’air.

On introduit la formulation faible de cette équation [3].
On a alors trouver U(M,ω) satisfaisant aux conditions
aux limites tel que pour tout V (M,ω) satisfaisant aux
conditions aux limites, on ait

a(U, V ) − Λ (〈U, V 〉 − ǫβω(U, V )) = 〈F, V 〉

où Λ = ρphω2. a(U, V ) correspond à l’énergie potentielle
élastique de la structure. 〈U, V 〉 est le produit scalaire
usuel 〈U, V 〉 =

∫

Σ
U(M)V ∗(M)dM , ρphω2〈U, V 〉 est

l’énergie cinétique. βω(U, V ) =
∫

Σ

∫

Σ
U(M)G(M −

M ′, ω)V ∗(M ′)dMdM ′ est l’impédance de rayonnement.
ρphω2ǫβω(U, V ) est l’énergie échangée avec le fluide.

les modes propres Ũm(M,ω) et les valeurs propres Λ̃m(ω)
sont les solutions non nulles de

a(Ũm, V ) − Λ̃m(ω)
(

〈Ũm, V 〉 − ǫβω(Ũm, V )
)

= 0.

Les pulsations propres sont données par ω̃2
m(ω) =

Λ̃m(ω)/ρph. Les modes de résonance Ûm(M) et les pulsa-
tions de résonances ω̂m sont les solutions, indépendantes
de la fréquence, de l’équation :

a(Ũm, V ) − ρphω̂2
m

(

〈Ûm, V 〉 − ǫβω̂m
(Ûm, V )

)

= 0.

On montre simplement que les modes propres et les
modes de résonances sont liés par les relations :

Ûm(M) = Ũm(M, ω̂m), (1)

ω̂2
m = ω̃2

m(ω̂m). (2)

La principale difficulté est de calculer les fréquences de
résonances, ce qui est en général très difficile. Néanmoins,
les méthodes de perturbation permettent de facilement
calculer les pulsations et mode propres. Les pulsa-
tions de résonances sont alors obtenues en résolvant
l’équation (2). Chaque mode de résonance est ensuite
facilement obtenu en calculant le mode propre à la
fréquence de résonance correspondante par l’équation (1)

2 Méthode de perturbation

d’ordre élevé

On développe les modes Ũm et valeurs propres Λ̃m en
série du petit paramètre ǫ :

Ũm(M) = Ũ (0)
m (M) + ǫŨ (1)

m (M) + · · · + ǫsŨ (s)
m (M) + · · ·

Λ̃m = Λ̃(0)
m + ǫΛ̃(1)

m + · · · + ǫsΛ̃(s)
m + · · ·

On montre que l’on a pour tout ordre s :

a(Ũ
(s)
m , V ) − Λ̃

(0)
m 〈Ũ

(s)
m , V 〉 =

∑l=s

l=1 Λ̃
(l)
m 〈Ũ

(s−l)
m , V 〉 −

∑l=s−1
l=0 Λ̃

(l)
m βω(Ũ

(s−l−1)
m , V ).

On obtient à l’ordre 0 l’équation des modes et valeurs

propres dans le vide a(Ũ
(0)
m , V ) − Λ̃

(0)
m 〈Ũ

(0)
m , V 〉 = 0.

A l’ordre 1, on obtient a(Ũ
(1)
m , V ) − Λ̃

(0)
m 〈Ũ

(1)
m , V 〉 =

Λ̃
(1)
m 〈Ũ

(0)
m , V 〉 − Λ̃

(0)
m Γω(Ũ

(0)
m , V ). Pour qu’une solution

de cette équation existe, le second membre doit sat-

isfaire la condition de solvabilité Λ̃
(1)
m 〈Ũ

(0)
m , Ũ

(0)∗
m 〉 −

Λ̃
(0)
m βω(Ũ

(0)
m , Ũ

(0)∗
m ) = 0. Si les modes propres Ũ

(0)
m (M) de

la structure dans le vide sont normalisés, alors, il est facile

d’obtenir Λ̃
(1)
m = βmm

ω Λ̃
(0)
m , où il a été noté pour alléger

l’écriture βmn
ω = βω(Ũ

(0)
m , Ũ

(0)∗
n ). On développe Ũ

(1)
m (M)

en série de modes à l’ordre 0 Ũ
(1)
m (M) =

∑

n α1n
m Ũ

(0)
n (M).

De là, on tire si j 6= m et des pour des valeurs pro-

pres simples α1j
m =

Λ̃(0)
m

Λ̃
(0)
m −Λ̃

(0)
j

βmj
ω . Pour m = j, α1m

m

est indéterminé. On le calcule en normant les modes
〈Ũ

(0)
m + ǫŨ

(01)
m , Ũ

(0)
m + ǫŨ

(1)
m 〉 = 1. On montre alors que

α1m
m = 0.

La solution à l’ordre s est obtenue de manière similaire en
imposant au second membre d’être orthogonal au mode

Ũ
(0)
m (M) :

l=s
∑

l=1

Λ̃(l)
m 〈Ũ (s−l)

m , Ũ (0)
m 〉 =

l=s−1
∑

l=0

Λ̃(l)
m βω(Ũ (s−l−1)

m , Ũ (0)
m ).

Alors, on montre que pour tout s > 1:

Λ̃(s)
m =

l=s−1
∑

l=0

Λ̃(l)
m βω(Ũ (s−l−1)

m , Ũ (0)
m )−

l=s−1
∑

l=1

Λ̃(l)
m 〈Ũ (s−l)

m , Ũ (0)
m 〉.

Chaque développement à l’ordre s est développé en série

des modes à l’ordre zéro Ũ
(s)
m (M) =

∑

n αsn
m Ũ

(0)
n (M).

On obtient pour s = 2:

Λ̃
(2)
m

Λ̃
(0)
m

= (βmm
ω )2 +

∑

p6=m

α1p
m βmp

ω ,

α2j
m =

Λ̃
(0)
j

Λ̃
(0)
j − Λ̃

(0)
m

α1j
mβmm

ω

+
Λ̃

(0)
m

Λ̃
(0)
m − Λ̃

(0)
j

∑

p6=m

α1p
m βpj

ω , j 6= m,

α2m
m = −

1

2

∑

p6=m

(α1p
m )2.

Pour s = 3, on a :

Λ̃
(3)
m

Λ̃
(0)
m

= (βmm
ω )3 + 2βmm

ω

∑

p6=m

α1p
m βmp

ω +
∑

p6=m

α2p
m βmp

ω ,

α3j
m =

Λ̃
(0)
j

Λ̃
(0)
j − Λ̃

(0)
m

α1j
m



(βmm
ω )2 +

∑

p6=m

α1p
m βmp

ω





+
Λ̃

(0)
m

Λ̃
(0)
m − Λ̃

(0)
j







βmm
ω





∑

p6=m

α1p
m βpj

ω − α2j
m





+
∑

p6=m

α2p
m βpj

ω







, j 6= m,



α3m
m = −

∑

p6=m

α1p
m α2p

m .

Pour s = 4, on ne présente que les résultats pour les
valeurs propres

Λ̃
(4)
m

Λ̃
(0)
m

= (βmm
ω )4 + 3(βmm

ω )2
∑

p6=m

α1p
m βmp

ω

+2βmm
ω

∑

p6=m

α2p
m βmp

ω +
∑

p6=m

α3p
m βmp

ω

+





∑

p6=m

α1p
m βmp

ω





2

− α2m
m

∑

p6=m

α1p
m βmp

ω ,

Calculons le développement à l’ordre 4. On a :

Λ̃m

Λ̃
(0)
m

= 1 +

s=4
∑

s=1

ǫs Λ̃
(s)
m

Λ̃
(0)
m

+ · · · + · · · . (3)

On réordonne les termes et on obtient :

Λ̃m

Λ̃
(0)
m

=
[

1 + ǫβmm
ω + ǫ2(βmm

ω )2 + ǫ3(βmm
ω )3

+ǫ4(βmm
ω )4 + · · ·

]

+ǫ2
∑

p6=m

α1p
m βmp

ω

[

1 + 2ǫβmm
ω + 3ǫ2(βmm

ω )2 + · · ·
]

+ǫ3
∑

p6=m

α2p
m βmp

ω [1 + 2ǫβmm
ω + · · ·]

+ǫ4











∑

p6=m

α3p
m βmp

ω +





∑

p6=m

α1p
m βmp

ω





2

−α2m
m

∑

p6=m

α1p
m βmp

ω + · · ·







Pour ǫβmm
ω < 1, on reconnait les développements du

1/(1 − ǫβmm
ω ) et de ses puissances successives. En iden-

tifiant les développements avec les fonctions originelles,
on a finalement le développement optimal :

Λ̃m

Λ̃
(0)
m

=
1

(1 − ǫβmm
ω )

+ǫ2
∑

p6=m α1p
m βmp

ω

(1 − ǫβmm
ω )2

+ ǫ3
∑

p6=m α2p
m βmp

ω

(1 − ǫβmm
ω )2

+ǫ4











∑

p6=m α3p
m βmp

ω

(1 − ǫβmm
ω )2

+

(

∑

p6=m α1p
m βmp

ω

)2

(1 − ǫβmm
ω )3

−α2m
m

∑

p6=m α1p
m βmp

ω

(1 − ǫβmm
ω )2

}

+ · · · (4)

Dans quelques cas particuliers, cette méthode conduit
à des résultats exacts et peut être vue comme un pro-
longement analytique. En outre, ce résultat montre que
la vraie condition de convergence n’est pas simplement
ǫ < 1 mais ǫβmm

ω < 1. Ceci rend l’analyse numérique
presque impossible puisque la convergence de la série
non seulement dépend de la fréquence mais en plus est
différente pour chaque mode.

3 Exemple numérique
On présente ici un exemple de comparaison entre le
calcul des résonances par la formule (4) tronquée à
l’ordre un et par par une approximation numérique des
équations exactes pour un plaque plane rectangulaire
x ∈]0, a[×y ∈]0, b[. La résolution des équations exactes
est basée sur une méthode de collocation-Chebychev
pour approcher les équations intégrales associées au
problème [5]. Grossièrement, les deux inconnues du
problème (déplacement et pression surfacique) sont les
solutions de deux équations intégrales couplées. Ces
fonctions sont approchées par des séries de polynômes
orthogonaux de Chebychev de première espèce. Une
méthode de collocation-Galerkin conduit à la résolution
d’un système linéaire d’équations simultanées à matrice
pleine dont les coefficients complexes dépendent de la
fréquence. Les zéros complexes du déterminant associé
sont les fréquences de résonance et sont calculés par une
méthode de Newton-Raphson.

Remarquons tout d’abord que l’indice des modes mn
est double. Le spectre de résonance est calculé en
résolvant pour chaque mode mn l’équation (2): ω̂2

mn =

ω̃2
mn(ω̂mn) = Λ̃mn(ω̂mn)/ρph, avec Λ̃mn(ω) = Λ̃

(0)
mn/(1 −

ǫβmnmn
ω ). On montre que deux pulsations satisfont cette

relation ω̂mn et −ω̂∗
mn. Ces fréquences sont estimées en

utilisant la relation (3) tronquée à l’ordre souhaité.

Les résultats obtenus par l’approximation optimale à

l’ordre un Λ̃mn = Λ̃
(0)
mn/(1 − ǫβmnmn

ω ) pour une une
plaque en aluminium dans l’air sont d’une telle précision
qu’il est difficile de les distinguer de la solution ex-
acte. Afin de tester la validité de l’approximation, il est
présenté l’évolution de la fréquence de résonance du mode
(m = 1, n = 1) pour la figure 1 et du mode (m = 1, n = 3)
pour la figure 2 pour une plaque en acier de 1m × 0.7m
au contact d’eau lorsque son épaisseur varie de 0,5cm à
20cm pour le mode (m = 1, n = 1) et à 10 cm pour
le mode (m = 1, n = 3) (ce qui correspond à un “pe-
tit” paramètre ǫ qui varie entre 1 et 20). On remarque
immédiatement sur les courbes que les résultats donnés
par l’approximation optimale à l’ordre un sont d’une très
grande précision et ce pour un temps de calcul sans com-
mune mesure. On a un rapport 1000 en faveur de la
méthode de perturbation pour les exemples présentés ici,
mais en plus, pour des modes d’ordre élevé, le calcul
de la solution exacte n’est pas envisageable du fait de
l’encombrement mémoire.

Les résultats obtenus pour le mode (m = 1, n = 3)
sont surprenants. Sur la figure 2, on observe deux
courbes disjointes. La première issue de l’origine (quand
l’épaisseur de la plaque tend vers zéro) est la branche
inférieure (notée “lo” sur la courbe) et la second est la
branche supérieure (notée “up” sur la courbe). Dans le
cas traité ici, excepté pour les premiers modes (m =
1, n = 1), (m = 2, n = 1) et (m = 1, n = 2), tous les
modes présentent ce phénomène. A priori, ce phénomène
typiquement non linéaire, ne devrait pas apparaitre
puisqu’il n’a pas été introduit de non-linéarités comme
celles listées dans [7], à savoir non-linéarité structurelle,



non-linéarité de propagation ou non-linéarité d’interface.
Le phénomène observé ici a un lien très étroit avec le
concept de mode non-linéaire en fréquence [2] pour lequel
la non linéarité dépend des paramètres temporels plutôt
que des paramètres géométriques (comme ceux qui ap-
paraissent dans les milieux poreux). Cette non linéarité
fréquentielle est lié à des problèmes qui s’écrivent sous la
forme M(ω)u = f où u est l’inconnue, f le terme source
et M(ω) est un opérateur qui dépend non linéairement
de la fréquence comme il en apparait dans les milieux
poreux ou dans le cas de la vibroacoustique pour lequel le
couplage dépend non linéairement de la fréquence. Bien
évidemment, lorsque le couplage est faible (par exemple
dans l’air), ce phénomène n’est pas mis en évidence.
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Figure 1: plaque en acir de 1m×0.7m dans l’eau. Variation
avec l’épaisseur des parties réelle (haut) et imaginaire (bas)
de la fréquence de résonance pour le mode (m = 1, n = 1).
Comparaison entre les calculs exact et approché.

4 Conclusion
Le point principal qui émerge de cette étude est la remar-
quable efficacité de l’approximation optimale à l’ordre
un. Une modification triviale des équations de pertur-
bation permet d’obtenir des résultats d’une très grande
précision. Au moins pour le cas présenté ici (plaque
rectangulaire), il semble qu’il soit possible de prendre
en compte le couplage (masse et amortissement ajoutés)
d’une manière très simple avec une précision largement
suffisante pour l’acousticien et pour un surcoût de calcul
négligeable. Bien évidemment, cette méthode nécessite
de connaitre la fonction de Green associée, comme dans
les cas particulier de structures bafflées. Lorsque ce
n’est pas le cas, on peut se contenter par exemple d’une
approximation basée sur l’intégrale de Rayleigh, mais
cela reste à confirmer. De nombreux points restent à
étudier comme le fait de négliger le couplage intermodal
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Figure 2: plaque en acir de 1m×0.7m dans l’eau. Variation
avec l’épaisseur des parties réelle (haut) et imaginaire (bas)
de la fréquence de résonance pour le mode (m = 1, n = 3).
Comparaison entre les calculs exact et approché.

∑

p6=m α1p
m βmp

ω , comme la prise en compte de géométries
différentes. Il est enfin nécessaire de mieux comprendre
ces phénomènes de non-linéarité fréquentielle.
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