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Opérateurs invariants sur certains immeubles
affines de rang 2

Ferdaous Kellil
Guy Rousseau

Résumé

On consideére un immeuble A de type 2(2 ou /35/2, différents sous-
ensembles S’ de I’ensemble S des sommets de A et différents groupes
G d’automorphismes de A, tres fortement transitifs sur A. On mon-
tre que l'algebre des opérateurs G-invariants agissant sur I’espace des
fonctions sur &’ est souvent non commutative ( contrairement aux
résultats classiques ). Dans certains cas on décrit sa structure et on
détermine ses fonctions radiales propres. On en déduit que la conjec-
ture d’Helgason n’est pas toujours vérifiée dans ce cadre.

Abstract .

We consider a building A of type Az or By , different subsets
S’ of the set S of vertices in A and different automorphism groups
G, very strongly transitive on A. We prove that the algebra of G-
invariant operators acting on the space of functions on &’ is often not
commutative ( contrarily to the classical results). In some cases we
describe its structure, determine its radial eigunfunctions and deduce
that the Helgason conjecture is not verified in this context.

Introduction

Si G est un groupe réductif sur un corps local non archimédien et U
en est un “bon” sous-groupe compact ouvert alors l'algebre de convolution
H(G,U), des fonctions complexes bi-U-invariantes a support compact sur

Keywords : Buildings, Laplace operators, Poisson kernel, Convolution algebra.
Math. Subject Classification : Primary : 51E24, 22E35. Secondary : 43A85, 39A12.
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G est commutative, comme 1’a montré Ichiro Satake [S 63]. Les fonctions
U-invariantes sur G, qui sont fonctions propres de H(G,U) ont été 1'objet
de nombreux travaux d’analyse harmonique, en particulier celles qui sont
bi-U-invariantes sont les fonctions sphériques zonales [S 63], [McD 71].

Mais G/U s’identifie & une partie &’ de I'ensemble & des sommets de
I'immeuble de Bruhat-Tits A de . Les fonctions U-invariantes sur GG sont
des fonctions sur S’ et H(G, U) opere sur ces fonctions. On va donc se placer
dans un cadre plus abstrait.

Soit A un immeuble épais localement fini et S’ un sous ensemble de
I’ensemble § de ses sommets. On suppose qu’il existe un groupe G' d’automor-
phismes de A qui stabilise S’ et agit “tres fortement transitivement” sur
A. Un opérateur K est une fonction “localement finie” sur &’ x §’. Ces
opérateurs forment une algebre qui agit sur l'espace des fonctions sur S’ (c¢f.
1.1). On s’intéresse a I'algebre O’ des opérateurs G-invariants, i.e. vérifiant
K(gu,gv) = K(u,v), Vg € G, Yu,v € §'. Si on suppose G transitif sur S’
alors un tel opérateur s’identifie & une fonction a support fini sur G/ K ou
K, est le fixateur dans G d'un sommet s de S'.

Ce point de vue a été adopté dans plusieurs articles antérieurs [C 01],
[CM 94], [CW 04], [GL 99], [MZ 00] et [MZ 02]. Mais ici on va étudier,
apparemment pour la premiere fois, le cas ou I'algebre O’ d’opérateurs est
non commutative. Plus précisément on considere un immeuble affine A de
type As ou Bs, différents ensembles S’ de sommets et différents groupes G tres
fortement transitifs sur A. On va étudier la commutativité de O, et pour
certains cas, élucider précisément sa structure et déterminer ses fonctions
radiales propres. .

Au premier paragraphe on prend A de type As et on étudie I'algebre O;
des opérateurs sur l'ensemble S; des sommets de type ¢ invariants par un
groupe G ( tres fortement transitif ) stabilisant S;, puis 'algebre Oy 5 des
opérateurs sur S; U S, invariants par G, stabilisant &; U Sy et transitif sur
S1 US,. On détermine entierement la structure de ces deux algebres.

Au second paragraphe, on détermine la dimension de I’ensemble des fonc-
tions propres pour O; puis pour O; qui sont de plus radiales, c’est a dire
invariantes par le sous-groupe K fixateur d’'un sommet s de §. Cela nous
permet de montrer que la transformation de Poisson qui a une mesure addi-
tive finie sur la frontiere de A associe une fonction propre de O; (ou O; 5 ) ne
peut pas toujours étre bijective : la conjecture d’Helgason n’est pas vérifiée
dans ce cas. .

Au troisieme paragraphe, on se place dans le cas ou A est de type Bs
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et le groupe G stabilise les types. On détermine entierement la structure de
I'algebre Op o des opérateurs sur Sy U S, puis de I'algebre O; des opérateurs
sur & invariants par un tel groupe.

Au dernier paragraphe, on compare les résultats obtenus avec les résultats
classiques de Satake. On montre en particulier en quoi K, n’est pas toujours
un “bon” sous-groupe.

1 Opérateurs sur un immeuble de type ;l;,

1.1 Notations

Considérons un immeuble épais A de type ;1; , et d’ordre ¢, comme défini
par exemple dans [MZ 00 ], voir aussi [R 89]. On note S ’ensemble de ses
sommets et C 'ensemble de ses chambres. Désignons par 7 : S — Z/3Z la
fonction type. Pour i € Z/3Z, on note S; 'ensemble des sommets de type
1. Chaque chambre contient un et un seul sommet de chaque type. Un
appartement de A peut s’identifier & R? pavé par des triangles équilatéraux
qui sont les chambres de cet appartement. Une cloison est une aréte d’une
chambre, son type est le type du sommet opposé; elle est contenue dans ¢+ 1
chambres ( la valence ¢ ne dépend pas du type ). Une galerie de longueur
n est une suite Cy, C1, ..., C,, de chambres telles que C; N C;_; contienne une
cloison, son type est la suite des types de ces n cloisons.

Soit A un appartement, z un sommet de A et C' une chambre de A con-
tenant x, il existe un unique systeme de coordonnées sur ’appartement A tel
que & = xo9, SNC = {x00, %10, %01} et sii = 7(xgp) alors 7(x19) =i+1et
T(z01) = i — 1. Alors les sommets de A sont indexés par Z?, 7(z;x) =
i+ j—k (modulo 3) et {z;r / j,k € [0,+00[} est le quartier @, ¢ (sector)
de A de sommet x contenant C.

Pour j,k € N, on note V;(x) I'ensemble des points xz;; associés aux
différents choix de A et C tels que x € C' C A. L’ensemble S est réunion
disjointe des Vj i (z).

Un groupe G d’automorphismes de A est dit “trés fortement transitif’ si
le sous groupe Gy de G formé des éléments conservant les types agit tran-
sitivement sur les paires (A, C) ou C est une chambre de 'appartement A.
Alors, pour z € S, les Vj(x) sont les orbites dans S du groupe G, des
éléments de G fixant x.

Un opérateur K est une fonction sur § x §. On ne considérera que des
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fonctions localement finies i.e. telles que pour tout u € S, {v € §/K (u,v) #
0} est fini. Le produit des opérateurs K, K’ est donné par K x K'(s,t) =

Z K(s,u)K'(u,t). Un tel opérateur agit sur les fonctions par (K * f)(s)

u
Z K(s,u)f(u). On s’intéresse aux opérateurs (localement finis) invariants
u

par différents groupes tres fortement transitifs.
On définit des opérateurs K7, sur S x S (pour i € Z/3Z et j, k € N) par:

; 1 st oT(u) =1 et veVj(u)
K, v) = { 0 sinon

Le terme dominant de Vopérateur y- C% K7, ( non nul mais avec des

constantes C?, presque toutes nulles ) est Z C’]’kKJZk ou N = max{j +
j+k=N
k / C%, # 0} est le degré total de opérateur.

On considere un groupe G tres fortement transitif et conservant les types,
on montre facilement que I'algebre O des opérateurs G—invariants admet
comme base les K}, (i € Z/3Z et j,k € N). On peut définir cette algebre O
méme en ’absence d'un tel groupe G.

Proposition 1.1:
1) Ki K, =0sil#i+j—kmodulo (3).
2) Pour | = i+ j —k (modulo 3), le terme dominant de K}, K}, est
KJZ'—I—m,k—&—n‘ ) ) ]
3) L’algebre O est engendrée par les opérateurs K, , K, et Ki, pour
i € Z/3Z. Elle n’est pas commutative.

Démonstration : la premiere assertion est claire. En particulier on a
K)o K7y = 0 et K7 K7, # 0. Par ailleurs, on remarque que, lorsque le
produit est non nul, le terme dominant dans K;kKé’l (resp. K;,ﬂK{’O) est
K1 (resp. Kj, ). Par un raisonnement par récurrence on obtient alors

2) et 3). O

Les opérateurs Ly = K7 + K{,+ K7 et Ly = K§ | + Kg, + K§, sont (
a une constante multiplicative pres) les opérateurs de Laplace considérés par
Mantero et Zappa [MZ 00], ils commutent donc entre eux. Si G est un groupe

tres fortement transitif, transitif sur S et permutant circulairement les types,
I’algebre O,;,.. des opérateurs G—invariants est engendrée par L; et Lg; c’est

4
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une algebre (commutative) de polynémes , elle est égale a C[Ly, Lo], cf. [MZ
00 1.
Si T est un opérateur et si i, j € Z/37Z, on définit I'opérateur ;|T'|; par :

AT (u,0) = { Tw ) s () =i et 7o) =

En particulier ;|L[; = K si j =i+ 1 (0 sinon) et ;|Lo|; = K, sij=i—1
(0 sinon).

1.2 Opérateurs sur S;

Les opérateurs sur S; sont considérés comme des opérateurs sur S nuls en
dehors de S; x §;. On considere 'algebre O; des opérateurs sur §; invariants
par un groupe G tres fortement transitif et stabilisant S;; ¢’est la sous-algebre
de O de base les K;k pour j =k (modulo 3). On peut définir cette algebre
O; méme en 'absence d'un tel groupe G. On vérifie facilement grace a la
proposition 1.1, qu’elle est engendrée par K, (identité sur S;), Ki,, K,
et Ké’3. Notons Xz = Z|[11LQ|“Y; = 2|L:1‘)|z et ZZ = Z|L%|Z

Théoreme 1.2: L’algebre O; des opérateurs invariants sur S; est une algebre
commutative : O; = C[X;,Y;, Z;] avec pour seule relation Xf =Y;Z;. De plus

une base de O; est constituée des XY, et X" Z pour m,n € N.

Démonstration : Comme un sommet de type i a 1+ ¢+ ¢? voisins de type
i+ 1 (oui—1)(cf. [MZ 00], on voit facilement que

i LiLali = Kiy + (1+ ¢+ ¢*) Ko .

L3 = Ko+ 2¢+ 1)K + (g + 1)1+ g+ ¢*) K.

ilLsi = K g+ 2+ 1)K, + (¢ + 1)1+ ¢+ ¢*) K .-

Comme les opérateurs L; et L, commutent il en est de méme pour X;,Y; et
Z; et on a X? =Y;Z;. De plus le terme dominant dans XY} est K} spms
ainsi les opérateurs X; et Y; sont des variables algébriquement indépendantes

et on a les résultats énoncés. O
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1.3 Opérateurs sur S; US,

On considere des opérateurs sur S; US,, donc nuls en dehors de (S;USs,)?.
On note O, 5 I'algebre de ces opérateurs qui sont invariants par un groupe ¢
tres fortement transitif, stabilisant S; US, ( donc Sy ) et transitif sur S; US,.

L’algebre des opérateurs sur §; U S, invariants par Gy est la sous algebre
de O de base les K;’k, avec j = k ou j = k + 1(modulo 3) et Kfm, avec
[l =moul=m—1(modulo 3). Mais G est engendré par Gy et un élément
o qui stabilise un triplet x € C' C A (ou x est de type 0) et qui échange
les sommets de type 1 et 2 de C. Alors o transforme Kj, en K7, Donc
Palgebre O » admet pour base les K, + K7 ; pour j =k ou j=k+1. On
peut ainsi définir cette algebre méme en 1’absence du groupe G.

Onnote X =X14+ Xy, Y=Y+ et Z=27,4Y.

La sous-algebre C[X,Y,Z]| de Oy, est formée d’opérateurs conservant
les types. Elle est isomorphe (par restriction) a C[Xy,Y1,Z;] = O; ou
C[Xa, Y2, Zs] = Os.

On définit L = K, + K§, et M = (¢+ 1)L+ Kj, + K3,. On a:

L= 1|Li|y + o|La|y et M = o|L3|; + 1|L2]s.

Théoréme 1.3: O, est une algebre non commutative engendrée par L et
M. Ona O, =CIX,)Y, Z] ® LCIX,Y, Z] & (©,>0CMY?P). La structure

multiplicative est donnée par les relations :

I?=X:LM=Y:ML=2;M?=L"= X?
XL=LX:YL=LZ;ZL=MX =LY

et
XM:LY;YM:MZ:LXZ;ZM:MY.

Démonstration : Les dernieres relations sont faciles a vérifier, en particulier
X,Y et Z s’expriment en fonction de L et M. D’apres la proposition 1.1 on
détermine les termes dominants des monomes suivants en L, M, XY, 7 :

1 2 nyp 1 2 n7p
K} gy + K2y, pour X"YP, Kl o+ K2 . pour X"Z
K0,3p+2 + K3p+2,0 pour MY ) Kn—i—l,n—i—?}p + Kn+3p,n+1 pour LX™YP et

1 2 nrzp
Kn+3p+1,n + Kn,n+3p+1 pour LX Z .

Ainsi ces monomes forment une base de O 5 et le théoreme est démontré. ¢

6
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2 Fonctions propres radiales pour O; et O >

2.1 Noyau de Poisson et résultats de Mantero et Zappa

On considere tous les quartiers de tous les appartements de I'immeuble et
la relation d’équivalence sur ces quartiers définie par QQ ~ Q' < QNQ’ con-
tient un sous-quartier. L’ensemble quotient €2 est la frontiere de I'immeuble
cf. [MZ 00].

Notons H(Q2) I'espace des fonctions localement constantes sur €2, son
espace dual H'(€2) est I'ensemble des mesures additives finies sur €2, ( cf.
[MZ 00] ).

On choisit un sommet xg, une chambre C' et un appartement A tels que
zg € C C A. On note w la classe d’équivalence du quartier Q,, ¢ as-
socié. Le sous-groupe des éléments de G qui fixent (point par point) un
sous-quartier (quelconque) de @, ¢ est noté G,. Si a = (a1, as,a3) € (C*)?
vérifie ajasas = 1, Mantero et Zappa construisent (par des rétractions) une
fonction P¥(—,w) sur S telle que PiO(xy,,,w) = al’az" et telle que PIo
est invariante par GG,,. Cette fonction est propre pour L; et Ly : L1 P =
M(a)Py , LyPi = vy(a)Pie avec yi(a) = ar + qaz + ¢*az et ya(a) =
az' + qay ' + q?a;’ et tout couple (71,72) € C? est ainsi obtenu, [MZ 00].

On va considérer ici des fonctions propres pour certains opérateurs qui
sont de plus invariantes par le sous-groupe K de G fixateur d'un sommet
s (et non plus par G,). Ces fonctions sont précisément celles qui sont con-
stantes sur les ensembles V; ;(s), on peut aussi les qualifier de s — radiales;
ceci permet de les définir méme en l’absence d'un groupe G tres fortement
transitif.

2.2 Fonctions propres radiales pour O;

On note F'(x;,y;, z;) 'ensemble des fonctions K,—invariantes sur S;, qui
sont propres pour O; : plus précisément X, f =z, f,Yif = y;f et Z;f = z;f
pour (x;,y;, z;) € C? vérifiant 23 = y,2;.

Remarques 2.1:
1)Soit f une fonction sur S invariante par K et propre de L; (respec-
tivement de L,) pour la valeur propre 7; (resp. 7). Alors f| s, €st propre

pour XzaYz et Zz pour les valeurs propres respectives Y172, ’}/?, ’yg, (car

7
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2)On veut trouver les conditions sur i, v, pour que f| s, € Fi(xi, Yir 2i)-
Cela revient a résoudre z; = 1172, vi =75, 2 = 75.

Pour g; # 0 ou 2; # 0; en résolvant y; = 72 on a 3 choix pour v; et 3
choix pour 7, en résolvant z; = 3. Et comme z; = 7172 on a alors 3 choix
pour 71, ¥e vérifiant les trois équations en méme temps et qui correspondent

& (31,72) ou (¢31,C72) ou encore ((n, (), ((avee ¢ = 5L +i%).
Pour y; =0et z;=0onax; =0et 13 =7, =0.

Proposition 2.2:
dim Fi(xs, y;,2:) <1 si s €S,
dim Fi(zi, i, 21) <2 si s€ 8,5 #1

Démonstration :

Soit f* € Fi(xy,yi, 2i) alors f* est constante sur V;,(s). Notons f*(u) =
7 st u € Vji(s). Par un raisonnement par récurrence sur n = j + k et
en utilisant les équations X; f*(u) = z; f*(u), Yif*(u) = y; f*(u) et Z;f*(u) =
2 f*(u), on montre que les 31 se déterminent d’une fagon linéaire en fonction

de :

f[il et ffyo si se€ S
fio et f&? si s€ 8

Proposition 2.3:
dim Fi(zs,yi,2:) > 1 sis €S8 ous€S;,j#iet(y #0 ouz #0)
dim Fi(zi, i, 21) > 2 sis€Sj,j#1 et (v;=y; =z =0).
Démonstration :
D’apres la remarque ci-dessus et les résultats rappelés dans la sous-section

2.1, il existe a tel que P; soit propre pour X;,Y;, Z;, L et Ly avec les valeurs
propres x;, ¥;, Zi, Y1 €t 2 ( si on fixe w comme en 2.1 ). Notons P; = P3(.,w)|s,

et ff(t) = / P;(kt,w)dk. Ainsi la fonction f; est propre pour X;, Y;, Z;
K

avec les mémes valeurs propres, elle est de plus K,—invariante. Notons j =
7(s).
1)Sij=1, Pi(s,w)=1donc ff(s) =1%#0. Ainsi dimF(z;,y;,2) > 1.
2)Supposons que j # i et (pour fixer les idées) i = 1. Notons s; € §;
un sommet a distance 1 de s et s un sommet de S; tel que le type de la

8
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galerie minimale tendue de s a s} soit (j,1). On suppose s; et s} dans le
meéme quartier de sommet s.
Supposons j = 2. On a o|Lo|1 = K§, . o|Lili = K3+ (¢ + 1)2|Lafr et

P(j(s,'w.) = 1. Par suite f{(s1) = 755 et fi(s}) = Zz(_l(ﬁ—:ig;'

Si j = 0 les résultats sont les memes en échangeant v, et vs.

Pour y; # 0 ou z; # 0, d’apres la remarque ci-dessus y; ou 7, n’est pas
nul, donc f; n’est pas nul et la dimension est donc bien supérieure ou égale
al.

3)Supposons toujours j # i = 1l et j = 2. Si v € C* (resp. 11 €
C*), on note go, = 7—12P1 (resp. g0 = %Pl) ou P; est définie comme ci-
dessus pour 73 = 0 et ¥ (resp. 75 = 0 et 71). En moyennant par K, on
obtient des fonctions fy., et f,, o telles que fy,(s1) = m, forn(s)) =

%, fpo(s1) =0 et f,0(s)) = m. D’apres la démonstration

de la proposition 2.2 une fonction K —invariante propre pour X, Y; et Z;
est déterminée de facon polynomiale en fonction de ses valeurs en s; et s] et
des valeurs propres x1,; et z;. En passant a la limite pour 75 — 0 et vy — 0
on obtient deux fonctions fy. et f.o K;—invariantes , propres pour X, Y;
et Z; et linéairement indépendantes. La dimension est donc bien supérieure
ou égale a 2.

Le cas 7 = 0 se traite de la méme maniere. O
Théoreme 2.4:

dim Fi(zi, i, 2i) =1 sis€ S ous €8j,j#1 et (y; #0 ou z; #0)

dim Fi(zi, yi, 21) =2 sis€S;,j# 1 et (x;=y; =2z =0).
Démonstration :

En utilisant la proposition 2.2 et la proposition 2.3, on obtient le résultat
siseSousiseS;,j#i et (v, =y; =2 =0).

Soit s € S;,j # i et (pour fixer les idées) i = 1.
Supposons j = 2. Avec les notations de la proposition 2.2, pour u €
Voi(s),v € Vap(s) et w e Via(s), ona:

(1) Xif%(u) = xlf(il = (q+ 1)qgf18,2 + (g + 1>q2f28,0 + (1 +2q+ 2q2)f69,1’

(2) Yif*(u) = nfs, = (a+ D) f5,+4" f50+ 2a+ D f5 —a(l+a+¢%) fs -

(3) Zifi(u) = z1f5, = °foa+ (@ +DPBa+1) 7o+ (20 + 1) (g + 1)@* f3 o+
+(g+ 1)1 +2q+3¢%) f§ 1.

(4) Xif%(v) = 5171f28,0 = (Q+1)q3f35,1+(CH'1)Q2ff,2+(29+1)Qf25,0+(1+(])f69,1-

9
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(5) Zif*(v) =2fso=(q+ 1) f55+ (q+1)2q+ 1) f5, +3¢* (g + 1) fi o+
+3¢%(q + 1) f5 o+ (L4 3¢ + 3¢*) f.1-

(6) les(w) = mlfls,z = q3f§,4 + q4f5,3 + q3f3s,1 + Q(3q + 1)f13,2 + Qf5,0 + f(ir

Par un simple calcul on obtient :

(1) foal — (g + D] = 21¢% 5,

( & Iéquation (2) ajouter ¢ fois I'équation (1) pour obtenir ¢*(4).)

(2) foillg+1)z1— (2% +2q+ D] + ¢ f3 o[z — (g4 1)z] = (g4 1)@’z f7

(car (¢+1).(3) —¢*(g+1).(6)+¢*.(5) —¢*(¢+1).(4) donne (1+2q+24¢%).(1)).
On voit alors que si :

1) 27 #0 et comme x7 = y121,y1 7# 0 et 21 # 0. Alors fio se détermine
d’une fagon unique en fonction de f7,. On applique la proposition 2.2 et on
obtient dim F!(z1,y1,21) < 1.

2) x1 =0,y #0alors f§, =0 et dim F}(0,41,0) < 1.

3) @1 =0,z #0alors f5, = —L5 f¢, et dim F}(0,0,2) < 1.

On applique alors la proposition 2.3, on obtient le résultat.
Le cas j = 0 s’obtient par un raisonnement analogue. O

2.3 Fonctions propres radiales pour O,

Pour s € §, on veut déterminer les fonctions invariantes par K propres
pour les opérateurs de O, 5 opérant sur &1 U Ss.

Remarques 2.5:

1) Si f est propre pour L et M alors elle est propre pour les opérateurs
de Oy 5. D’autre part comme L* = M?, pour qu'une fonction invariante par
K soit propre pour L et M pour respectivement les valeurs propres A et u
il faut que \* = p2.

2) Pour f une fonction sur S, invariante par K et propre pour Ly (resp. L)
pour les valeurs propres v;(resp. 72), notons fis, = f1 et fls, = fo. On a
alors :

L(f\sl) = 72f\52 =%f , L(f|$2) = V1f|31 =7fi

M(fis) =7ifis, =7ifa » M(fis,) =% fis, = %1

10
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On veut déterminer les conditions sur vy, ¥2 (71, 72 # 0) pour que /1 f1 +
€\/Y2f2 ou € = %1 soit propre pour L et M. On a :

L(y1f1+ ey/72f2) = v/ f2 + ey f1 = e/ Va1V + e/ f2)-
Myt +eyr2fo) = ”Y%\/sz + 6’722\/%]61 .

La fonction /771 f1 + €,/72f2 est donc propre pour L, elle I'est pour M (avec

2 3
€72V 2 : : Yo A2 3 _ A3 9 S
valeur propre e ) si et seulement si =NV donc 75 = 77, cest a

dire  y2y/72 = n714/71 oun = =*1.

_ Ve B
Notons A = €,/72,/71 valeur propre pour L et p=¢e %2 = eﬂi/ﬁ =
valeur propre pour M. On a en particulier 73 = 73 = Ap.

Pour A, 1 donnés, on a six choix pour /7; tel que 73 = A\u. Pour chaque
choix de /71 on a un choix de €,/ tel que A\ = €,/71,/72. On vérifie
facilement que pour €,/7; = \/% et v, tel que v§ = Ay on a bien 73 = Apu.
On a alors six fonctions possibles. Cependant parmi ces choix il y a ceux
qui a un signe pres donnent la méme chose. Plus précisément si on note
,v/71 une racine sixieme de 3 on obtient & un signe pres trois fonctions qui

correspondent a :

>R

A
) +
R VTR paia

Notons Fs (A, i) ensemble des fonctions sur S;U.Sy, K-invariantes et qui
sont propres pour L et M pour respectivement les valeurs propres A et p.

fa et Cov/Afi+¢

0\/ﬂf1+

Proposition 2.6: Pour A et p # 0
1)dimFy(A\ ) <1siseS; ouseS,.
2) dim Fs(A\, 1) <2 si s € Sp.

Démonstration :
fs € Fs(A\, ) alors fs est constante sur Vj(s). Notons alors :

fo(x) = { air SLT(x) =1 et x € Vji(s)
s foin st T(x) =2 et x € Vj(s)

Pour A et u # 0, en écrivant les équations Lfs(z) = Afs(z) et M fo(z) =
pfs(x) pour z € V; ( ) et en faisant un raisonnement par récurrence sur
n=j+k, les fi .., f2;, se déterminent d'une fagon linéaire en fonction de
fsﬁo,o(resp. f200) si s € Si(resp. s € Sy) et en fonction de fi, , et de f2, si
s € 8y. Ainsi pour A et u # 0, on obtient le résultat.

11
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Proposition 2.7: Pour \ et p # 0
1) dimFs(\p)>1siseS) ouseSs.
2) dimFs(A\,pu) >2siseSp.

Démonstration :

1) Pour s = s1 € §; ou s = sy € Sy, d’apres la remarque 2.5.2 et la
sous-section 2.1 ci-dessus il existe « tel que si on note Pi(—,w)|s, = P et
Pi(— w)|s, =Py ona:

LPlz’}/QPQ s LPQZ’}/lPl s Mplz’)/%PQ et MPQZ’}/%.Pl

et par suite pour 71 et 75 # 0 (c’est a dire A et p # 0) on obtient une
fonction g, 1(resp. g,2) pour s € Si(resp. s € Sz) propre pour L et M ( avec
A et p comme valeurs propres ) et invariante par le fixateur d’un secteur :

1 1
gn1 = ﬁ[ﬁpl + e/ P] (resp. gp2 = e—\/%[ﬁpl + €/ 72 P)).

En moyennant par le groupe compact K, on obtient une fonction invariante
par K, f,i1(resp. f,2 ) lorsque s € & (resp. s € Sz). De plus comme
foi(s1) =10 (resp. f,2(s2) =1 % 0) on obtient pour A et p # 0, dim
Fs(A\p) > 1siseS (resp. s €Sy).

2) Pour s = sy € &y, considérons pour 71 # 0 et v # 0, g,0 =
ﬁ[\/ﬂﬂ + e\/%Pg] et notons s; € S, o € Sy deux sommets contenus
dans une méme chambre que sg. On a Pi(s,w) = 1, L1 P = v P? et
LyP; = v P;. En moyennant les fonctions g, par K, on obtient deux
fonctions fi1, f-10 invariantes par K et propres pour L et M vérifiant :

1 1
S = y S =
fro(s1) T e i d fi0(s2) [
1 -1
— S = %5 _ S =
f-10(s1) T a1 d f-10(s2) T e i d
Et comme f1 et f_; ¢ sont non nulles et linéairement indépendantes on
a alors dim Fy(\, p) > 2si s € Sp. O

Théoréme 2.8:
dim Fs(A\, u) =1 sis €81 ous €Sy
dim Fs(A\, pu) =2 si s € Sp.

Démonstration :

12



OPERATEURS INVARIANTS SUR CERTAINS IMMEUBLES AFFINES DE RANG 2

Pour X et p # 0 il suffit d’appliquer les propositions 2.6 et 2.7. Par ailleurs
d’apres la proposition 2.6 une fonction invariante par K et propre pour L et
M est déterminée d’une fagon polynomiale en fonction des valeurs propres
A, 1 et de sa valeur en s (si s € S; ousi s €Sy ) ou de ses valeurs en sy, s9
tels que d(s, s1) = d(s,s2) =1 (sis €Sy ). Par prolongement par continuité
lorsqu’on fait tendre A, u vers 0 le résultat ci-dessus reste alors valable. ¢

2.4 Transformation de Poisson

Pour s € S, on définit la transformation de Poisson P; associée a a €
(C*)3(cf.2.1) : elle transforme p € H'(Q) en P p(z) = / Pi(z,w)dp(w),z €
Q
S.

Dans le cas ou 'ensemble des fonctions propres de O; ou de O, 5 qui sont
invariantes par le fixateur K, d’un sommet fixé dans S est de dimension
deux, la transformation de Poisson P; ne peut étre bijective.

En effet si f = P3u est invariante par K, on a f(z) = / P (z,w)dpu(w)
Q
et, pour tout k € K, on a :

f(ke) = f(z) = / P3 ke, w)da(w) = / P2,k w)dpu(w) =

= / P (z,w)dug(w), ot g = (1) p.
Q

Si P$ est injective alors u = (k71)*u, Vk € K, : la mesure p est invariante
par K . Mais comme G est tres fortement transitif et s est un sommet spécial,
le groupe K, est transitif sur €2, et donc il n'y a qu'une seule mesure K-
invariante sur 2 a une constante pres. L’image de P; est de dimension 1 et
dans le cas qui nous interesse P2 ne peut étre surjective.

3 Opérateurs sur un immeuble de type l/?;,

Soit A un immeuble de type E;, , comme défini par exemple dans [MZ
02 |. On peut reprendre les définitions du premier alinea de 1.1. Les cham-
bres sont maintenant des triangles rectangles isoceles et, par convention,
I’hypothénuse a pour type 1, les deux autres cotés ont pour type 0 et 2. La
valence ¢; d'une cloison dépend de son type 4; on note p = qy, ¢ = ¢, et

T = q>.
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3.1 Opérateurs sur SyU Sy

Soit A un appartement, x un sommet de S; N A,i € {0,2} et C' une
chambre de A contenant z, il existe un unique systeme de coordonnées sur
I'appartement A tel que z = x99, SNC = {z0, 10, xoé}, T(ZE%D) =2—iet
T(w,1) = 1. Alors {z;x / j, k € [0, +00[} est le quartier Qyc de A de som-
met = contenant C'. On note Vj;(z) 'ensemble des points z; associés aux
différents choix de A et C tels que x € C' C A. L’ensemble S (resp. S;, Sa—;)
est réunion disjointe des Vj () avec (2j,2k) € N? (resp. (j, k) € N* | (j —
5, k) € N?). En fait, si G est un groupe tres fortement transitif les Vj,(z)
sont les orbites du fixateur G, de x dans G.

On définit des opérateurs K, sur (SoUS3)* (pour i € {0,2} et 25,k € N)
par :

; 1 st T(u) =ietveVg(u)
KG(u,v) = { 0 sinon

On note Oy I'algebre des opérateurs sur Sy U Sy qui sont invariants par
un groupe G tres fortement transitif, conservant les types. Ainsi Ialgebre
Op 2 admet pour base les K7¥, et K7, avec j,k € Nou j— 3,k € N. On peut
la définir méme en I'absence d’'un tel groupe G.

Remarque 3.1: On cherche a généraliser la proposition 1.1 a cette nou-
velle situation. En particulier on veut que le terme dominant pour certains
produits K}ikaJ’::vk, comporte un seul elément de la base ci-dessus. Pour cela
on modifie la définition du degré total N de Vopérateur Y C? K}, ( non nul
mais avec des constantes C’]’k presque toutes nulles ). Une solution est de
poser N = max{3j + 2k / C]Zk # 0}. Le terme dominant de I'opérateur est
alors Z C’]’kK;k
3j+2k=N

Avec cette définition, un simple calcul montre que le terme dominant
dans :

K;’kK;O est K;+%7k, pour j, k € N.

K]?kKéo, (resp. K]%kK(;O), pour j — %, k € N est K;’+%7k, (resp. K§+%,k>‘

K Ky, pour j, k€ Nest Ky,
K KGy, (resp. K3.KQ ), pour j — 2.k € N est Ko, (resp. K yy).

Proposition 3.2:
1) KiK. . est non nul si et seulement si (j,k € Neti =1 ) ou
(G—3.keNeti#£l)

14
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2) L’algébre Oy est non commutative et engendrée par :
0 2 0 2 0 2
K0,07K0,07 Ko,vio,u K%p et K%,O-

3)  Pouri,l € {0,2} et dans le cas ot K! K},
terme dominant K7, ;.

est non nul, il a pour

,n

Démonstration : La premiere assertion est claire.

Pour j,k € Netm+3,n€Nona K K}, , # 0alors que K7, K7, = 0.
Ainsi l'algebre Op o est non commutative.
D’apres la remarque 3.1 et en utilisant un raisonnement par récurrence on ob-
tient 2). Pour la troisieme assertion, par récurrence on montre que, pour i, €
{0, 2} et lorsque le produit est non nul, le terme dominant de ( ;OK l% 70)’” est

K}, , celui de (K§,)™ est K, , celui de ( éoK%’O)m(Ké’l)” est K, et
celui de K;O(K;OK;O)W(K&)” = (K;OK’%’O)T’IK;O(K&J)” =K1, Le
résultat 3) se déduit donc aussitot par récurrence de la remarque 3.1. O

Remarques 3.3: Notons M, = K;O . My = K;O Yo=K, , Y2=K§, ,
XO = K;OKZ X2 = K;OKO L1 = MO + M2 (dOHC L% = XO +

1 1
5.0 7 5.0 7

Xo) et Ly =Y, +Yo.
1) On a alors :

LyLy = K;l + K?l + (g + 1)[741(;0 +pK;0]

LyLy = K;I + Kél + (g + 1)[7”[(;0 —l—pK;O]

Ainsi L Lo = Lol & p=r.

Pour p = r, les opérateurs L, et Ly sont ( & une constante multiplicative
pres) les opérateurs de Laplace considérés par Mantero et Zappa cf. [MZ
02; §4 |, ils engendrent l'algebre Of, des opérateurs sur Sy U Sy invariants
par un groupe tres fortement transitif, stabilisant S; et transitif sur Sy U
Sy. D’autre part A. M. Mantero et A. Zappa montrent dans ce cas que la
transformation de Poisson est toujours bijective ( pour au moins un choix
des parametres de cette transformation ).

2) Lalgebre Oy = C[Xo,Yy] (resp. Oy = C[X2,Y3]) est formée des
opérateurs sur Sy (resp. Ss) invariants par un groupe G tres fortement tran-
sitif, conservant les types; c’est une algebre de polynomes cf. [MZ 02; §3].

15
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L’algebre produit (/9\0; = Oy x O est formée des opérateurs de Oy o stabil-
isant Sy et Sp. La structure complete de 1'algebre Op o est donnée dans la
proposition suivante :

PI‘OpOSitiOl’l 3.4: 00’2 = (C[Xo, )/O]EBC[XQ, YQ]@C[X(), YO]M()@C[XQ, }/Q]MQ
La structure multiplicative est donnée par les relations :
My.My=Xog, My My= Xy, MyXo=Xg.My, My.Xy= X5.M,,
Mo.Yy = Yo. Mo+ (¢+1)(r—p)Mo, MYy =Yo. Mo+ (q+1)(p—7)Ms ,
M? = X; M; =Y,.M; = M;. Xo_; = M;.Yo_; =0 pouri,j € {0,2},i # j.

Démonstration : Les relations ci-dessus sont faciles a vérifier. D’apres la
proposition 3.2 les monomes XY™, XL Y7 XYMy et XL.Y," My, ( pour
[,m € N ) sont libres. Les relations précédentes montrent que I’espace qu’ils
engendrent est stable par multiplication; d’ou le résultat. O

3.2 Opérateurs sur S

Pour u,v € 8y et k, [ tels que 2k, 2l et k+1 € N. On dit que v € V7(u) si u
et v sont dans un méme appartement A et s’il existe dans cet appartement un
systeme orthogonal de coordonnées tel que zgg = u, x;; = v et les sommets
de type 0 (resp. 2,1 ) s’ecrivent z; ; avec (i,j + 1) € Z? (resp. (i+3,j) €
72, (2i,24,i+j) € Z3).

Avec cette définition, si G est tres fortement transitif et conserve les types,
alors, pour g € G et u,v € S, ona: gv € Vi) (gu) & v € V') (u). L'ensemble
8 est réunion disjointe des V¥, (u) avec 2k, 2l et k+1 € N qui sont les orbites
dans S du fixateur GG, de v dans G.

Pour k, [ ainsi choisis, on définit des opérateurs Kj; sur Sy x S; par :

N 1 si veVi(u
K (w,0) = { 0 sinolfllJ( )

On vérifie facilement que l'algebre O; des opérateurs sur S; x Sy, invariants
par un groupe G tres fortement transitif et respectant les types admet comme
base les K ; avec 2k,2] € N et k+ 1 € N. On peut ainsi la définir méme en
I’absence dun tel groupe G.

Proposition 3.5: L’algebre O; est non commutative. FElle est engendrée
par
K8<707 I l, Ki’:o et KS’I.

272
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Démonstration : On appelle terme dominant de Uopérateur ) Cy K, (
non nul mais avec des constantes Cj; presque toutes nulles ) Popérateur
Z CriKpou N =max{k+1 |/ Cf, # 0} est le degré total.

k-+H=N

On voit facilement que le terme dominant de K K73 i (resp. Ki 1 K} ,)

15 22
est K3, (resp. K7 3), ainsi algebre O; n’est pas commutative. Notons O
272 272

'algébre engendrée par Kg,, K71 1, K{, et Kg;. On remarque par ailleurs
272

que pour i (resp. j) € N* le terme dominant de K} (K7, (resp. Kj,;Kg,)
est K\ o (resp. Kj,.,). Par un raisonnement par récurrence on voit que
O contient K}, pour i € N* et Kg; pour j € N*. Puis en utilisant que le
terme dominant de K, K7 , est Ki:l 41 bour 1+ 7 € N et par récurrence

T 302 3It3
on obtient dans O] tous les autres termes K;,. Ainsi O; = Oj. O

Remarques 3.6: Posons L; = K7 , et Ly = K7+ Kg;. On a alors :

272

LiLy =Lyl = K7 5 ‘I'K;% +qlp+r)Li+(g— 1)[(p+1)Kf’0+(r+1)K§71].

272

1) L’algebre engendrée par L et Ly est I'algebre C[Ly, Ly| des polynomes
en L; et Ly. En effet le monome Ly'L7 est égal a K fnn plus une combinai-
son linéaire des K7 ; avec (i +j,i) < (m+ 3, 5) pour l'ordre lexicographique.
Ainsi {L3'L}} forme une famille libre.

2) Sip = r, 'algebre OF des opérateurs sur &) invariants par un groupe GG
tres fortement transitif, transitif sur Sy US; admet pour base les K, + Ky
( pour 2k,2l, k+1 € N). C’est aussi I'algebre C[L;, Ls] des polynémes en L,
et Ly, cf. [MZ 02; §5]. Dans certains cas ( ¢ = p ou ¢ = p? ), A. M. Mantero
et A. Zappa montrent qu’il existe des fonctions propres de O] qui ne sont
pas une transformation de Poisson d'une mesure additive finie sur 2.

3) Notons L; = K§, — Kjy, on aalors K¢, = 5[Ly + Ly| , K, =
(Lo — L3] et la structure de l'algtbre O est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 3.7: O; = C[Ly, L] ® C[L4, Ls] Ly , avec les relations :
LyLy=—LiLy +2q(r —p)L1 + (¢ — D[(r —p)L2 + (r +p+2)L;]
LyLy= LoLy —2(q— 1)L Ly +2q(q—1)(r —p)L1 + (¢ — 1)?[(r — p) Lo+

+(r+p+2)L;]
(Ly)? = L% —4qL? —2(q — 1)Ly[Ly — q(p+ 1)) + (> + V)[(r + p+ 2) Lo+
(r—p)Ly] +4¢*(r + 1)(p + 1)1d.

17



KELLIL ET ROUSSEAU

Démonstration : Les relations ci-dessus sont des conséquences faciles des
relations élémentaires suivantes :

(K7 1)" = K+ (p+ DE o+ (r + 1K, +q(r+ Dp+ 1K,
LiKiy = Ki s +pgla+(p+1
LK, = K;% +rql; + (r+1
Kioly = K, +pgly + (p+1
Kgi Ly = K;% +rqLl; + (r+1
KioKgy=aK7, + (g — 1)K
Kgleo—qK11+(q—1)K

q- )
q—1)K;
q—1)Kj
q— 1)K51

~— ~— ~—

(
(
(
(

Ainsi espace vectoriel engendré par les Ly LY et LY LY L, (pour m et n € N)
est bien égal a O;. On va voir que ces mondmes en forment une base.

On vérifie facilement que le terme dominant de :

{ KH%J% ( resp. K+2’+2) si i,7€N

K} K7 o (resp. K7 K3 o) est (resp. K* si i,j¢N

272 22

i+3.5+3% ity +5)
auquel on doit ajouter K7, ;. affecté d'un certain coefficient. Il est alors
facile de montrer que le degré total de Q[K} K3 1] pour @ € O, est égal

a 24 le degré total de (). En particulier K T 3 — K3, n’est pas un diviseur
272 272

de 0 (& droite). Or une relation linéaire entre les monémes L' LY et LY L} Ly
s’écrit P(L) = Q(L)L; ou P et ) sont des polynémes en Ly et L. On a
alors :

0=P(L)[1 = LiP(L) = Q(L)(Ly L — Ln Ly) = 2Q(L) (KT,
qui impose Q(L) = 0, donc P(L) = 0. D’ou le résultat. O

3.3 Fonctions propres radiales

Des calculs assez faciles analogues a ceux du §2 montrent que les espaces
propres de Opo (resp. Oy) dans 'espace des fonctions s-radiales par rapport
a un sommet s de type 0 ou 2 (resp. 1) sont de dimension au plus 1; ceci ne
permet pas d’obtenir de résultat concernant la conjecture d’Helgason avec
les méthodes du §2 .
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4 Commentaires

Ichiro Satake [S 63| a étudié les groupes réductifs sur un corps p-adique.
Si G est un tel groupe et U un “bon” sous-groupe compact ouvert, alors
I'algebre de Hecke, H(G, U), c’est a dire 'algebre de convolution des fonctions
complexes bi-U-invariantes a support compact, est toujours commutative si
G est connexe. Elle est méme integre de degré de transcendance le rang
relatif de GG, et on sait déterminer des générateurs explicites.

A un tel groupe G est associé son immeuble de Bruhat-Tits A que 'on va
supposer ici de type As ou By. Alors G est un groupe tres fortement transitif
sur A. Pour Iaction sur les types on obtient tous les cas de figure envisagés
dans les paragraphes précédents. Si le groupe G est simplement connexe
il conserve les types. Si le groupe G est deployé de type Ay (resp. Bs) et
adjoint il permute circulairement les types ( resp. échange les types 0 et 2 )
des sommets de 'immeuble A qui est de type Z; (resp. /BZ) Dans le cas :4;
pour obtenir un groupe G échangeant les types 1 et 2, il faut remplacer G
par un groupe non connexe faisant intervenir un automorphisme exterieur (
par exemple un produit semi-direct).

Pour faire le lien entre notre point de vue et celui de Satake il faut choisir
pour U le fixateur K, dans G d’'un sommet s de type i. Alors G/U s’identifie
a ’ensemble S¢; des sommets de type appartenant a 1’orbite Gi de i sous G.
Ainsi H(G, U) s’identifie a I'algebre Og; des opérateurs G-invariants sur
SGi .

Examinons de plus pres les conditions d’application du théoreme de Sa-
take. Il faut d’abord que G soit connexe, ce qui n’est pas le cas pour O
examiné en 1.3, on a d’ailleurs trouvé dans ce cas que O est non com-
mutative. Il faut ensuite que U = K, soit un “bon” sous-groupe compact
ouvert ce qui se traduit par les conditions techniques I et II de Satake. La
condition II est essentiellement conséquence des proprietés connues des im-
meubles ( car on a choisi U = K, ). La condition I se résume en 'existence
de décompositions dans G : G = U. H. N (Iwasawa ) et G = U. H. U
( Bruhat ). Cette décomposition de Bruhat est vérifiée si et seulement si
U = K, induit tout le groupe de Weyl relatif sur un appartement con-
tenant s; cela élimine donc le cas de l'algebre O; pour A de type By ( on
a bien trouvé dans la sous-section 3.2 que O; est non commutative). La
décomposition d'Iwasawa est vérifiée essentiellement si U = K est transitif
sur €2, ce qui conduit a la méme élimination.

Pour les autres cas envisagés ici, O et O;(cf. §1 ) vérifient les hy-
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potheses de Satake avec un groupe de type A, adjoint ou simplement con-
nexe. Pour Bj et si G respecte les types, So U S; n’est pas une orbite de G
et la non commutativité de O ne contredit pas Satake. Pour By et G tres
fortement transitif échangeant les types 0, 2 on a vu que les algebres O , et
O7 sont bien commutatives.
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