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Principes variationnels et exploitation de mesures de champs en élasticité

Variational principles and exploitation of field measurements in elasticity

Marc Bonnet, Hui Duong Bui, Andrei Constantinescu

Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649, Ecole polytechnique, 91128 Palaiseau cedex, France

Résumé

Il est parfois nécessaire d’identifier certaines grandeurs ou certains parametres caractérisant des structures ou des matériaux. Cela pas
dans tous les cas par I'exploitation de données expérimentales, et les mesures de champs, par la richesse des informations fournies, sc
particulierement bien adaptées a ces objectifs. Cet article a pour objet de présenter certaines techniques d’inversion particulierement adapté
a I'exploitation de mesures de champs. L'identification de champs de modules élastiques est choisie comme un probleme modeéele commod
pour I'exposition, mais d’autres problemes d’'identification peuvent étre abordés dans le méme esprit. On s’efforce en particulier de montrer
que lidentification par exploitation de mesures de champs ne doit pas nécessairement se faire par la minimisation de critéres de type
moindres carrés sur les observations, car le fait de disposehatapsmesurés permet de définir d’autres criteres, d’'une part adaptés a
ce type de données et d’autre part obtenus comme conséquences directes des principes variationnels de I'élasticité. Les critéres considér
ici sont principalement I'erreur en relation de comportement et I'écart a la réciprocité. Divers exemples d'illustration, de nature purement
numeérique pour la plupart, sont présentés.
0 2003 Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Sometimes parameters pertaining to constitutive materials or to the overall definition of a mechanical structure need to be identified in an
indirect manner from experimental measurements. Field measurements provide rich data and, as such, are particularly well suited to materia
or structural parameter identification problems. In this article, identification techniques specifically devised for the exploitation of field
measurements are presented. The identification of distributed elastic moduli is used as a model problem, but other identification problems
can be treated along similar lines. This article emphasizes the fact that one is by no means limited to using output least-squares cost function:
for solving such identification problems. Indeed, the availability of field measurements allow to define other criteria, well-suited to this type
of data and directly linked to fundamental variational principles. Most of this article is devoted to two criteria of this family, namely the error
in constitutive equation and the reciprocity gap functional. Various illustrative examples, generally of a synthetic (i.e., purely numerical)
nature are provided.

Mots-clés Identification ; Mesures de champ ; Principes variationnels ; Erreur en relation de comportement ; Ecart & la réciprocité

Keywords:Identification; Field measurements; Variational principles; Error in constitutive equation; Reciprocity gap

1. Introduction matériaux : champs de modules ou d’endommagement, fis-
sures et autres défauts, paramétres de comportement non li-
Il est parfois nécessaire d'identifier certaines grandeursnéaire, ... . Cela passe dans tous les cas par I'exploitation

ou certains parameétres caractérisant des structures ou dede données expérimentales. Les mesures de champs (dépla-
cements, déformations, formes propres modales, tempéra-
. ture,...), par la richesse des informations fournies, sont par-
Auteur correspondant. L . . N .
Adresses e-mailhonnet@Ims.polytechnique.fr (M. Bonnet), ticulierement bien adaptées a ces objectifs.

bui@Ims.polytechnique.fr (H.D. Bui), constant@Ims.polytechnique.fr Ce_t article a pour objet qe d.onner un apercu de Certain?S
(A. Constantinescu). techniques d’inversion particulierement adaptées a I'exploi-



tation de mesures de champs. Pour des raisons de concisiorG* = argmin7(C) avec

nous concentrons cet article sur l'identification de champs ¢

de modules élastiques, traitée comme un probleme modele, 7(C)= 1 /|uN[C] _,;.-‘ng +aR(C) (3)
mais les démarches exposées peuvent étre transposées a bien 239

d’autres problémes d'identification. Le développement de

ces technigues est récent, et les applications a des mesure! 1a fonction positiveR (C) est utilisee pour exprimer une
expérimentales sont encore peu nombreuses. mform:f\tlon a priori cgmplemeqtalre et> 0 est un (petit)

Le propos de cet article est principalement de montrer Parametre (_1e_ re_gul_arlsatlon_a régularisation a pour but de
que lidentification par exploitation de mesures de champs rendre la minimisation plus stable par rapport aux erreurs sur
ne doit pas nécessairement se faire par la minimisation deles donneeg, la valeur dex pouvant étre choisie soit par
critéres de type moindres carrés sur les observations (SecESS&iS et erreurs, soit par une procedure algorithmique [13]
tion 2). Le fait de disposer dehampsmesurés permet de  comme la validation croisee. En pratiqué, est bien sdr
définir d’autres critéres, d'une part adaptés a ce type deParameétrisé d’une maniere quelconque.
données et d’autre part obtenus comme conséquences di- . o
rectes des principes variationnels de I'élasticité. Les critéres Etatadjoint. La minimisation de7 (C) est souventaccom-

considérés ici sont l'erreur en relation de comportement Plie au moyen d'algorithmes utilisant le gradient de La
(Section 3) et I'écart & la réciprocité (Section 5), avec une technique la plus efficace et sdre pour calculer ce gradient
trés bréve mention de I'exploitation du principe des puis- €st la méthode de I'état adjoint. Elle repose dans le cas pré-
sances virtuelles (Section 4), entrant dans ce cadre généra$ent sur 'exploitation de

mais a laquelle nous n'avons pas contribué. La plupart des N N
exemples présentés dans cet article sont de nature puremer‘?tj =adcRSC + / Vu©:8C:Vadv (4)
numérique, et ont pour but principal d’illustrer les méthodes 2

presentees. oul le champ adjoingN[C] est défini par :
Définition d’'un probleme modele.On considére donc une  div(C : s(ﬁN)) =0 (dansf),
structures?, faite d’'un matériau linéairement élastique dont ~N N

le champ tensorieC*(x) (x € 2) des modules élzfstiques [C:e@)]-n=—(u"-§) (suroe) )
est de la formeCy + 8C, ou Cq est connu eSC inconnu
(avec I'hypothéséC = 0 sur la frontiéred$2). On suppose
connu sur toute la frontiet@?2 le déplacemer# résultant de
I'application d’efforts surfaciqueg également connus sur
tout 952 (selon le point de vue, le champ mesuré est donc
soit& soit¢). Ces champs sont donc les tracesda@rd’un div(C: s(uD,N)) =0 (dans®) (6)
déplacement* inconnu, vérifiant :

diV(C* : s(u*)) =0 (dansf?)
u'=£( et [C*:e(")] - n=¢ (surin) (1)

Etat adjoint et conditions de contactll est intéressant de
signaler que la méthode de I'état adjoint peut également étre
appliguée dans le cas ou le probleme inverse est défini avec
I'aide des conditions aux limites de contact [22] :

uP n<g+E (surlc), /"'[Cie(uN)]'"=¢ ()
I'c

ol I'c est la surface de contact potentigl,la forme de

(0u e() = (V() + V'()))/2). Les donnees aux limites  pindenteur rigide,s le déplacement d’indentation et la
surabondantes dans (1) ont pour vocation de compenser l§qce résultante d’indentation.

défaut d’'informatiuon suC*. Ce dernier étant inconnu, il En considérang imposé etp comme mesuré :
n’est bien entendu pas possible de résoudre directement (1).
Il est utile pour la suite de définir les déplacemenit$C] C*=arg nginj(C) avec

etuN[C] qui vérifient, pour un tenseur d’élastici&donné,
les conditions qui suivent (et qui, en particulier, peuvent étre J(C) = 1
calculés) : 2

div(C : a(uD’N)) =0 (dans®2), uP=¢

(/n-[C:s(uD)]-ndS—¢)2+aR(C) (8)

I'c

La minimisation de7 (C) repose également sur I'exploita-

[C:e(@M)] -n=9 (surae) 2) tion de (4) avec un champ adjoiaP[C] solution du pro-
bléme :
2. Fonction-colt regularisée div(C :e(@®)) =0 (dans®),

Une approche maintenant classique pour ce type deﬁD.n=_</n.[C.€(uD)] -ndS—qS) (surlex) (9)
probléme d'identification consiste a définir une fonction- ’ ¢

colt régularisée [23], souvent choisie de type «moindres Te
carrés» par commodité. Par exemple, considégpazdmme ou Ieff C I'c représente la surface effective de contact
imposé e comme mesuré, on pourrait chercl&rvia : obtenue dans le probléme direct.



Commentaires. Les techniques fondées sur la minimisa- ou la définition des espaces de champs admissiblesS
tion de fonctions-co(t de type (3) présentent I'avantage de latient compte du fait qu'on exploite des données aux limites
flexibilité ; elles permettent en particulier de traiter des me- (&, ¢) surabondantes. En général (c’est-a-dire quamdest
sures d’origines physiques variées et/ou incomplétes. Ellespas correctement connu), le coupée ¢) est incompatible,
sont en revanche assez «aveugles» au sens ou la définitiort£(C) > 0. QuandC = C*, le couple €, ¢) est compatible,
du critere lui-méme repose sur un choix arbitraire et par- et£(C*) =0.

fois peu physique de distance. C'est pourquoi il peut étre

On peut alors montrer, en dualisant les conditions d’ad-

intéressant de proposer d’autres critéres a contenu physiquenissibilité (13), que la valeur d&(C) s’exprime de trois
plus fort. La suite de cet article est ainsi consacrée a desmaniéres différentes, équivalentes, en termes des champs
fonctions-co(t construites a partir des principes variationnels u®[C] etuP[C] définis par (2) :

de la théorie de I'élasticité : erreur en relation de comporte-

ment et écart a la réciprocité. E(C) = }/(s(uD) - e(uN)) -C
En complément de cette section, la Section 3.4 présente 29
une comparaison numérique entre fonctions-colt de type . D NY) 14
moindres carrés et d’erreur en relation de comportement. H(e(w”) —e(@?))dv (14)
1 D N 1
5 [ ~o):c
3. Erreur enrelation de comportement 2 5 \
o . (o(m®)—0o(u"))dv (15)
3.1. Elasticité statique 1 D N
=§/(a(u ) — ). (& — uM)ds (16)
Considérons la somme des énergies potentielle et complé- E19)

mentaire, pour des champs génériques de déplacamsnt
de contrainte : °

1
E(u,0,C)= E/a(u):C:e(u)dV
2

1
+§/a:Cil:adV—/(u-a-n)dS(lo)
aQ

2

Une conséquence bien connue des principes variationnels
de I'élasticité est que, pof donné et des conditions aux
limites bien posées :

uerglrnesE(u, 0,C)=0 (12)

ol C et S désignent respectivement les espaces de dépla-
cements cinématiqguement admissibles et de contraintes sta-
tiqguement admissibles avec les données aux limites et des
forces volumiques nulles. De plus,®ic S, on peut refor-
muler E(u, o, C) de facon a faire apparaitre I'écart en rela-
tion de comportement :

E(u,o,C)
::—ZL/(J—C:a(u)):Cflz(a—C:a(u))dV (12)
2

ce qui met en particulier en évidence la positivité de
E(u,0,C). Cela suggére alors, pour le probleme d’identi-
fication de champs de modules élastiques, de déferiglur

en relation de comportemedt(C) associée aux données

&, ¢ par:
EC)=arg min E(u,o,C),
( ) gueC,oeS (u g )

C={ulu=§sura2},
S={o |dive =0dans2, o.n=¢ suros2} (13)

Identification.Les paramétres définissant le chadip
peuvent alors étre identifiés via la minimisation de I'er-
reur en relation de comportemehtC) [11]. Cette mini-
misation est particulierment avantageuse dans la direc-
tion des champs de déformation cinématiquement ad-
missibles et celle des champs des contraintes statique-
ment admissibles car la fonctionnelle est une somme
des énérgies potentielle et complémentaire et conduit
ainsi a faire intervenir des problémes d’équilibre élas-
tique de deux types classiques (a déplacements imposés
et a forces imposées).

Pour simplifier la minimisation selon la direction des
modules élastiques, une des méthodes proposées et mise
en ceuvre consiste a décomposer le tenseur des modules
élastiques dans ses vecteurs et valeurs propres.
Localisation spatialeDe plus, on sait [6] que, pour des
donnéeg, ¢ parfaites et complétes, la densité d’erreur
en relation de comportemer{tC](x) définie par

e[Cl(x) = (e(uD) — s(uN)) :C: (s(uD) — s(uN))(x)
(17)

tend a prendre ses valeurs les plus élevées dans les
« zones mal modélisées », c'est-a-dire sur le support
du contraste inconnd8C et dans son voisinage. Cette
propriété résulte du fait que le champ

uP[C] - uN[C] = (uP[C] — w*) — (uN[C] - u*)

est la somme de deux solutions de problemes d'inclu-
sion caractérisée par le contrag#€, avec conditions

aux limites homogénes respectivement de type Diri-
chlet ou Neumann; ils peuvent donc étre représentés



en termes de dérivées secondes de fonctions de Greemgomportement, pour un solide de forme carrée contenant
ce qui permet de montrer la décroissance vers zéro deune inhomogénéité élastiqd€ telle que|sC| = |Cp|, sous
leur densité d’énergie de déformation au-dela du sup- I'hypothése des déformations planes. La mesure simulée
port desC [3,11]. Cette propriété est donc particuliere- correspond & un couple force-déplacement (on a calculé
ment utile dans le cas ou les zones mal modélisées sonfa réponse en déplacemeéft du solide avec inclusion
de faible étendue devant la taille ¢=(défauts). pour une distribution de force impos&g. On constate
que, en-dehors d'effets de bord, le maximum de cette
La méthode de minimisation de I'erreur en relation de densité correspond bien a la région de I'inhomogénéité
comportement a un lien étroit avec les approches parélastiquesC.
fonctionnelles de Kohn—Vogelius [17] et les moindres carrés
pénalisés par dualité [9] (ce dernier cas revient a considérer3.2. Extension aux plaques
des fonctionnelles du type (20) dans lesquelles on fait le
passage a la limitg — +00). On considére la flexion, sous I'hypothése de Love-
A titre d'illustration, la Fig. 1 présente un exemple Kirchhoff, d'une plaques2 constituée d’'un matériau élas-
numérique de carte de densité d'erreur en relation detique. Les rigidités de flexion inconnues sont not€&sOn
suppose connus sur la frontiére la déflexipnsa dérivée
normaley, une distribution linéique des moments de tor-
sion @ et une des force¥ . Ces champs sont les traces sur
la frontiére d’'une déflexion inconnug, c’est-a-dire véri-
fient:

u'=¢, Vu* -n=vy, n-[C*:VVu']-n=9,
%(n (€ vvur]t) + (div[C*: VVU*]) n=w

(surof2)
le champu* vérifiant par ailleurs I'équation d’équilibre :
divdiv(C*: VVu*) =0
Un raisonnement similaire a celui de I'élasticité volumique
permet de définir un écart en loi de comportement, utilisant

la somme des énergies potientielle et complémentaire pour
des champs de déflexianet de momenta1 :

1
E(u,M,C)=§/(M—C:VVu):C‘1
2
(M —C:VVu)dv (18)

et de l'erreur en rélation de comportemefitC) associé aux
données au limiteg, v, &, ¥ par:
E(C)=arg min E(u,o,C

© gueC,aeS (u .0

C={ulu=¢, Vu-n=1 suros2}
S={o|divdvM =0dans2, n-M -n=9, (19)
(n-M-t)+ (divM) -n= suryf2}

Les parametres définissait peuvent étre alors identi-
— fiées via la minimisation de I'erreur en loi de comporte-

Fig. 1. Exemple synthétique de calcul de densité d'erreur en relation de ment [12]-

comportement (ERC) : inhomogénéité élastigaeutilisée pour définir les

données simulées (haut) et carte de densité d’'ERC (bas) pour une mesur@ 3. Extension aux vibrations libres
simulée €, @).

Fig. 1. Synthetic example of computed distribution of error in constitutive Le concept d'erreur en relation de .comportement a
equation (ECE): elastic inhomogeneity used to define the simulated data€té largement développé dans le domaine du recalage de
(top) and distribution of ECE for one boundary ‘measuremeté(. modélisations a partir d’essais dynamiques [21,20,18], et en



particulier la faculté de localisation spatiale a fait I'objet ou w est un champ de déplacement adjoint. Les champs
d’études théoriques [3,4] et numériques. (u, w) sont solution du probléme couplé :

Plagcons-nous donc dans le cas de vibrations libres du
solide élastique. Outre le tenseur des modules élastiques, a/€(w)C€(5u)dV—/pd>2w5u dv

une autre caractéristique du matériau est sa distribution de| ¢ Q2

masse volumique*(x) = po + dp (avecsp = 0 surds2), _

et on cherche a reconstruis€ etsp de fagon a reproduire + V/a(” —#,0u)dV=0 (Yuel)

des mesures de type vibratoire. Notons ainsijp&t u les D (25)

déplacement modal associé a cette fréquence.
Les distributionso*, C* sont cherchées de fagon & mini-
miser le critere d’erreuy : ~2<
—pw-|u—+

valeurs mesurées d’'une fréquence prapret du champ de 1
/ elu——w|)Ce(bw)

(1-0a)

J= { Z %/a(u —u,u—u)dV +n,(C, p)} (20) Lexpérimentation numérigue a amplement montré que les
@ mesuré” distributionse (w)Ce (w) et p|w|? de densités d’erreur en
relation de comportement tendent ici encore & prendre leurs
ol a(u — u,u — ) est une forme bilinéaire de type den- valeurs maximales dans les «zones mal modélisées», et
sité d’énergieD C 2 est la partie du solide sur laquelle les  fournissent donc une bonne estimation du support géomé-
déplacements modaux sont mesugégst un coefficientde  triqgue des correctiondp, §C, particulierement dans le cas
pondération; la sommation porte sur I'ensemble des modesou les zones mal modélisées sont de faible étendue devant la
mesurég®, it). La notationn;(C, p) désigne I'erreur glo-  taille des2.
bale en relation de comportement, ici définie par : Ce constat peut, ici encore, étre justifié (au moins
partiellement). Considérant pour simplifier la seule erreur en
relation de comportement élastique £ 1 et I' = —p@?)

w) 8wi| dv=0 (Véwe))

.o —
n&(C, p) =unglf}§/(0 —C:e(w):C* et supposons (cas idéalisé) que la mesure du champ de
T2 déplacement modak est exacte et compléteD(= £2).
(o0 —C:e)dv Alors, dans la situation limitey — oo, le systéme (25) se
L 1 réduita :
. o 12
2 /ﬁ“”“p‘“ u|"dv @) /e(w)ce(aw)dv
« 2
sous la contrainte :—/[e(ﬁ)ACe(aw) ~ Apilii.sw]dv
2
: rw)dv=0 (¥ 22
/(o e(w) + I'.w)dV Nwe V) (22) Vsw e V) (26)

2

ol on a utilisé le fait que: = & est le mode propre pour
ou o et I' sont des contraintes et des accelérations, res-la pulsation propre» et les distributionsC* et p*. Le
pectivement. Le minimum dans (21) est cherché pour les champw est ainsi solution d’un probléme d’'équilibre. Si les
champs admissibles, c’est-a-dire respectant les conditionscorrections sont localisées dans un sous-dom@inef 2,
aux limites et vérifiant I'’équilibre dynamique (22). Le co- w(x) est donné par :
efficient 0< o < 1 permet de pondérer a volonté les contri-
butions des erreurs en relations de comportement élastiquev (x) = /[é‘(fl)(y) tAC:E(x,y)

(¢ = 1) et dynamiqued = 0). On peut montrer [19,10] que D

I'erreur globgle en _rele_ltlon de comportemen,t s’a_nnule si et — Apdii(y).G(x, »]dv, (27)
seulement si les distributions de modules élastiques et de i
masse volumique sont exactes (c.&d= C* et p = p*). ou G(x, y) est le tenseur de Green pour les constantes élas-

On peut alors montrer par le calcul des variations [4] que tiquesC et des conditions aux limites homogenes bien choi-

les champs et I" réalisant le minimum dans (21) sont de la sies surd§2. Ce résultat montre que la densité d’erreur en
relation de comportementC](x) = e(w) : C : e(w) calcu-

forme : = .
lée enx ¢ 2 décroit comme —8 (défaut de raideur, c.a.d.
1 8C #£0) ou commer*_4 (défaut de masse, c.adp # 0),
o =Ce<u — —w> (23) ou r désigne une distance caractéristique entret 2
(ceci provient du fait que, pour des solides tridimensionnels,
-2 1 G(x,y) ~ |y — x|~1). Cette analyse corrobore le fait, ha-
r=-po [" + (1—a) "’} (24) bituellement constate lors des expérimentations numeériques,



que la localisation spatiale fournie par la carte de densité efficient de Poisson), = 8000 kg/m® (masse volumique)
e[C] est meilleure pour les défauts de raideur. encastrée sur une plaque plane circulaire reposant sur un
support rigide via trois appuis élastiques (situésrea
Exemples. Deux exemples sont maintenant présentés, aux 0,3 m,0 =0, 2r/3, 47 /3, de raideur estiméeka= 10" N/m
fins d'illustration de la capacité de[C](x) & localisera selon les trois axes de coordonnées). La composante normale
priori le support d’un défaut. du déplacement modal est mesurée en 48 capteurs (4 rangées
Le premier exemple, réalisé dans le cadre d’'un enseigne-de 12 capteurs situés a intervalles réguliers sur les sections
ment & 'Ecole Polytechnique (TP de modélisation numé- circulaires a 225, 45, 675 et 90 cm au-dessus de la plaque
rigue), est entierement synthétique. La structure modéliséecirculaire). Deux «défauts» de sévérité croissante ont été
est une tour d'aéro-réfrigérant, dans laquelle une fissure acréés par deux phases d’enlévement de matiéere (trous rectan-
été simulée. Un mode propiiede la tour fissurée a été cal- gulaires). Les fréquences et modes propres ont été mesurés
culé numériqguement, et la distribution d’erreur en relation pour la coque avec les deux cas de defauts.
de comportement a été calculée numériquement, en se pla- Un modéele éléments finis de la structure a été préparé,
cant dans le cas ou le chanipest entierement connu. La  a I'aide de I'environnement £sTEM 2000; la partie cy-
Fig. 2 montre le maillage et (a travers la distribution de mo- lindrique comprend quatre couronnes de 24 éléments de
dule d’Young) le défaut simulé. La Fig. 3 présente la carte cogue a huit nceuds (3 déplacements and 3 rotations incon-
d’erreur en relation de comportement (en bas). Ony voit que, Nus par noeud), pour un total de 3822 degrés de liberté. Les
dans ce cas trés favorable d’un mode propre connu entiéreemplacements des capteurs coincident avec des nceuds du
ment et parfaitement (& 'approximation éléments finis prés), maillage.
la carte d’erreur en relation de comportement permetune lo-  La Fig. 5 représente les valeurs de I'erreur en relation
calisation spatiale trés précise du défaut. Ceci meten lumiérede comportement sur chaque élément (densjt€](x)
l'avantage de disposer d’'une mesure de champ de déformééntégrée sur I'élément), normalisée de sorte que le maximum
modale. soit l'unité, obtenue pour les «petit» et «grand» défaut
Le deuxiéme exemple porte sur un montage expérimenta|(reSpectivement situés sur les éléments 61-62 et 61-62-63-
(Electricité de France, Direction des Etudes et Recherches)64) & partir de données modales expérimentales pour 13
consistant en une coque cylindrique de révolution (Fig. 4) fréquences propres, soit 3348 déplacements. Les valeurs
avecE = 1,97 x 10" N/m? (module d’Young)y = 0,3 (co- les plus élevées de l'erreur en relation de comportement

SCAL VAL - ISO

> 0.00E+00 >-8.B0E+03

< 2.00E+11 < 6.67E+04

1.56E+08 -8.21E+03

IS

1.08E+10 .67E+03

2.03E+10 -1.13E+03

o

2.57E+10 -41E+03

]

3.91E+10 -95E+03

w

4.84E+10 .49E+03

™

I 5.78E+10 .30E+04

o

6.72E+10 -66E+04

[

7.66E+10 .01E+04

N

8.59E+10 -36E+04

]

9.53E+10 -T2E+04

w

1.05E+11 -07E+04

w

1.14E+11 -43E+04

w

1.23E+11 - T8E+04

-

1.33E+11 -14E+04

'S

1.42E+11 -49E+04

-

1.52E+11 .B4E+04

[l

| 1.61E411 .20E+04

«

1.70E+11 .55E+04

n

1.80E+11 -91E+04

o

1.89E+11 .26E+04

1.98E+11 6.61E+04

Fig. 2. Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exemple Fig. 3. Erreur en relation de comportement (ERC) et vibrations libres

synthétique) : maillage et carte de module d’Young montrant le défaut (exemple synthétique) : carte d'ERC calculée a partir d'un mode propre
simulé. entierement connu.

Fig. 2. Error in constitutive equation and free vibrations (synthetic exam- Fig. 3. Error in constitutive equation (ECE) and free vibrations (synthetic

ple): FE mesh and distribution of Young modulus showing the simulated example): FE mesh and distributed ECE computed from one perfectly
defect. known modal displacement.
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Fig. 4. Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exemple
avec données réelles) : description de la structure test (haut) et modéle
éléments finis (bas).

Fig. 4. Error in constitutive equation and free vibrations (real-data exam-
ple): description of the test structure (top) and FE mesh (bottom).

répartie correspondent bien aux défauts et leur voisinage (au |

sens du maillage éléments finis). _ o _ _
Fig. 5. Distributions d’erreur en relation de comportement (normalisées

de sorte que max 1) pour le «petit» défaut (éléments 61-62, haut) et
le «grand » défaut (éléments 61-62-63-64, bas), calculées pour 13 modes
propres expérimentaux mesurés (48 mesures de déplacement normal par
mode). Les numéros d’éléments sont donnés patr 24) + J (1< 1 <4,

Aux fins de comparer sur un exemple les fonction- 1< J <24), aved etJ définis sur les graphiques.
nelles (3) de moindres carrés sur les déplacements et (13Jig. 5. Error in constitutive equation distributions (normalized to mak)
d’erreur en relation de comportement, on considére un so-for the ‘small’ (elements 61-62, top) and ‘large’ (elements 61-62-63-64,
e Slasiquefotrope ocoupantle caé unité (hypothésededom) 1, s P e, 5 e o e O
def_ormatlonS pIan§§), dlscr?tlse au moyen d’un malll,age r€-are given by 24/ — 1) + J (1 gpl <4 121 < 24), with I and J as
gulier de 20x 20 éléments a quatre noeuds. Un «défaut», gefined on the graphs.
sous la forme d’'une inhomogénéité de module d’Young de
forme rectangulaire (carré de c6té 0,25 m, centréecge=(
0,375 m,y; = 0,5 m), voir Fig. 6) est utilisé pour simuler  application d’'une distribution de forces imposégs(profil
des couples de « mesures » force-déplacei@ant,), 1< parabolique de pression sur une largeur de 10 éléments, cen-
k < N sur la frontiére. Chacun de ces couples est obtenu partré en I'un des noeuds intérieurs de la frontiére du carré et

3.4. Comparaison entre moindres carrés et erreur en
relation de comportement



Fig. 6. Comparaison entre moindres carrés et erreur en relation de
comportement : géométrie et maillage, défaut servant a définir les mesures
simulées (haut) et défaut « d’essai» (bas).

Fig. 6. Comparison between output least-squares functional and error in
constitutive equation functional: geometry and mesh, defect used to define
the simulated data (top) and ‘trial’ defect (bottom).

; o o . L Fig. 7. Comparaison entre fonctionnelles de moindres caffé€) et
tronqué quand il déborde du c6te du carré), soitVck= 76 d'erreur en relation de comportemefitC) : fonctionnellesJ (i, j) (haut)

distributions de forces linéairement indépendantes au total ;et E(, j) (bas) définies pour les « expériences» 1 & 76.

la réponset;, en déplacement du solide avec «défaut» est Fig. 7. Comparison between output least-squares functigh) and

alors calculée pour chagge. Chaque coupléy,, &;) peut error in constitutive equation function&lC): functionalsJ (i, j) (top) and

étre considéré comme définissant une « expérience », la me£ (. /) (bottom) defined for the ‘experiments’ 1 to 76.

sure de champ étaét.

. On calcule alors les f(?nctlonnfalles _(3), aveqC) = EG, ) =8(C[i, j])
, et (13) pour des «défauts d'essai» correspondant a

des inhomogénéités de méme forme, taille et contraste de _ Z

modules que le « défaut» servant a simuler les données, mais

centrées e, = 0,125+ 0,0625;, y, = 0,125+ 0,0625 ).

Les «défauts d’essai» sont donc paramétrés pay, et on (e (ulli, j1) — e(u}'li, j1)) dV

a ainsi généré des champs de modules élastiglies](x). (29)

Pour chaqué€'[i, j], on peut définir a travers (2) les champs

de déplacementP[i, j] (réponses pour le déplacement Les fonctionnelles/ (i, j) et E(i, j) sont représentées gra-

imposé ;) et u,t‘[i,j] (réponses pour la force imposée phiquement sur la Fig. 7 (sommation sur les 76 «expé-

;). On considére ainsi fonctionnelles (3) et (13) comme riences») et la Fig. 8 (sommation sur deux «expeériences »

NI =

/ (e(uPri, j1) — e(uli, j1)) : €

ke(expériences o

fonctions de, j, soit : définies park = 9 etk = 10). La fonctionnelle/ (i, j) est
o o visuellement un peu plus « plate» qBei, j) sur la Fig. 7
JG, j)= j(c[’» J]) (cas favorable ou on cumule un grand nombre de mesures

de champs), et cette différence s’accentue quand on réduit le
nombre d’expériences utilisées, comme le montre la Fig. 8,
sur laquelle on voit que la fonctionnelle d’erreur en rela-
et tion de comportemertt (i, j) a un minimum beaucoup plus

1
3 Eflsk —ulli. j1*ds (28)

ke(expériences 5



Fig. 8. Comparaison entre fonctionnelles de moindres caffé€) et
d’erreur en relation de comportemefitC) : fonctionnellesJ (i, j) (haut)
et E(i, j) (bas) définies pour les « expériences » 9 et 10.

Fig. 8. Comparison between output least-squares functigh@’) and
error in constitutive equation function&k C): functionalsJ (i, j) (top) and
E(i, j) (bottom) defined for the ‘experiments’ 9 and 10.

5. Méhodedel’écart alaréciprocité
5.1. Principe

Dans le cas, plus vraisemblable pour des solides massifs,
ou les données portent sur des couglk®) a la frontiére,
on peut alors construire a partir du PPV une fonctigicdrt
a la réciprocité En effet, siz est a I'équilibre élastique sous
le chargemenp (chaque choix dé définissant un tel champ
virtuel z), (30) entraine les deux identités

/e(u*):C*:e(ﬁ)dV:/(p.ﬁdS et

2 a0
/s(ﬁ) :C:e(u™)dvV = / @.£dS
2 EYe)
d’ou on tire :
/s(u*) : [C* — C] ce(m)dv
2
_ /(q).ft _3.£)dS=R(C, i) (31)
92

Cette relation peut aussi étre obtenue comme conséquence
du théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti.

Pour tout champ virtuel (également souvent qualifié
d’'«adjoint»)u défini parg, I écart a la réciprocitér (C, u)
est ainsi explicitement connu en fonction des doniiggg).
On doit avoir

R(C*,@)=0 (32)

L'équation (31) fournit ainsi, pour chaque choix @e une
équation scalaire indépendante pour la détermination des
parameétres définissa@t. En particulier, des études théori-

clairement défini que la fonctionnelle aux moindres carrés 9ues [15,5] sur l'identifiabilité d&* exploitent (31) sous

J (@i, J).

4. Méthode des champsvirtuels

Pour un état d’équilibre sous chargement impessur

3£2, le principe des puissances virtuelles (PPV) impose :

forme linéarisée (i.e., en posant = uN[C] + 0(|8C|))

et avec des champas judicieusement choisis selon un
procédé initialement proposé par Calderon [8], de facon a
faire apparaitre au second membre de (31) la transformée
de Fourier spatiale déC. Ces concepts ont été étendus
a l'identifiabilité des rigidités élastiques dans le cadre des
plaques de Love—Kirchhoff; par exemple il est montré
dans [16] que ces rigidités peuvent étre identifiées de fagon
unique a partir de la connaissance de I'application Dirichlet—

/0 ce(m)dV = / pudS NMueVl) (30)
Q a0

ol le champ virtuel n’est assujetti qu'a des conditions de
régularité. Pous = o* = C* : e(u*), le PPV peut alors étre
exploité si le champ de déformatiar{u*) est mesuré sur
tout £2, ce qui est réalisable par exemple pour des plaques :  Supposons maintenant que le champs inconnus des mo-
chaque choix de champ virtuglpermet alors de formerune dules élastique€™* correspondent en effet a un champ de
équation scalaire indépendante, et il est possible de choisirmodules élastiques conn@s et a une fissure inconnué

les champsi de fagon judicieuse par rapport au probléme dans le corps2. Sous les hypothéses d'une fissure de sur-
posé [14]. face libre de contraintes et d’'un chargement extéréyr

Neumann.

5.2. Identification de fissures



issues des principes fondamentaux de la mécanique des so-
lides déformables. On construit ainsi des critéres a signifi-
cation physique plus forte que les techniques de moindres
carrés régularisés. Des propriétés intéressantes sont mises en
lumiere : localisation spatiale de défauts, formulation autori-
sant des chobad hocde champs adjoints adaptés au pro-
bléme pratique considéré. Ces idées correspondent & cer-
taines techniques proposées par ailleurs par des mathémati-
ciens et selon un cheminement intellectuel différent. Les ap-
plications a I'exploitation de mesures de champ réelles res-
tent pour la plupart a faire. Ces méthodes nous paraissent
Fig. 9. Identification d'une région convexe a lintérieur de laquelle une avoir un po_tent|el d’apphcauo_n |mpf)rtan'F,_et nou.s ?sperons
fissure inconnue doit se trouver, au moyen d’une fonctionnelle d’écart a que cet article aura pu contribuer a clarifier les idées sous-
la réciprocité et de champs adjoints du type onde plane progressive. jacentes et susciter ainsi des développements et applications
Fig. 9. Identification, using the reciprocity gap functional with progressive dans de nouvelles directions.

plane-wave adjoint fields, of a convex region inside of which an unknown
crack must lie.
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