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Variational principles and exploitation of field measurements in elast
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Laboratoire de mécanique des solides, UMR CNRS 7649, École polytechnique, 91128 Palaiseau cedex, France

Résumé

Il est parfois nécessaire d’identifier certaines grandeurs ou certains paramètres caractérisant des structures ou des matériaux
dans tous les cas par l’exploitation de données expérimentales, et les mesures de champs, par la richesse des informations fo
particulièrement bien adaptées à ces objectifs. Cet article a pour objet de présenter certaines techniques d’inversion particulièreme
à l’exploitation de mesures de champs. L’identification de champs de modules élastiques est choisie comme un problème modèle
pour l’exposition, mais d’autres problèmes d’identification peuvent être abordés dans le même esprit. On s’efforce en particulier d
que l’identification par exploitation de mesures de champs ne doit pas nécessairement se faire par la minimisation de critèr
moindres carrés sur les observations, car le fait de disposer dechampsmesurés permet de définir d’autres critères, d’une part adap
ce type de données et d’autre part obtenus comme conséquences directes des principes variationnels de l’élasticité. Les critère
ici sont principalement l’erreur en relation de comportement et l’écart à la réciprocité. Divers exemples d’illustration, de nature p
numérique pour la plupart, sont présentés.
 2003 Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Sometimes parameters pertaining to constitutive materials or to the overall definition of a mechanical structure need to be iden
indirect manner from experimental measurements. Field measurements provide rich data and, as such, are particularly well suited
or structural parameter identification problems. In this article, identification techniques specifically devised for the exploitation
measurements are presented. The identification of distributed elastic moduli is used as a model problem, but other identification
can be treated along similar lines. This article emphasizes the fact that one is by no means limited to using output least-squares co
for solving such identification problems. Indeed, the availability of field measurements allow to define other criteria, well-suited to
of data and directly linked to fundamental variational principles. Most of this article is devoted to two criteria of this family, namely th
in constitutive equation and the reciprocity gap functional. Various illustrative examples, generally of a synthetic (i.e., purely nu
nature are provided.

Mots-clés :Identification ; Mesures de champ ; Principes variationnels ; Erreur en relation de comportement ; Écart à la réciprocité

Keywords:Identification; Field measurements; Variational principles; Error in constitutive equation; Reciprocity gap
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1. Introduction

Il est parfois nécessaire d’identifier certaines grande
ou certains paramètres caractérisant des structures o

* Auteur correspondant.
Adresses e-mail :bonnet@lms.polytechnique.fr (M. Bonnet),

bui@lms.polytechnique.fr (H.D. Bui), constant@lms.polytechnique.fr
(A. Constantinescu).
s

matériaux : champs de modules ou d’endommagement
sures et autres défauts, paramètres de comportement n
néaire, . . . . Cela passe dans tous les cas par l’exploit
de données expérimentales. Les mesures de champs (d
cements, déformations, formes propres modales, temp
ture, . . . ), par la richesse des informations fournies, sont
ticulièrement bien adaptées à ces objectifs.

Cet article a pour objet de donner un aperçu de certa
techniques d’inversion particulièrement adaptées à l’exp
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tation de mesures de champs. Pour des raisons de conc
nous concentrons cet article sur l’identification de cham
de modules élastiques, traitée comme un problème mo
mais les démarches exposées peuvent être transposées
d’autres problèmes d’identification. Le développement
ces techniques est récent, et les applications à des me
expérimentales sont encore peu nombreuses.

Le propos de cet article est principalement de mon
que l’identification par exploitation de mesures de cham
ne doit pas nécessairement se faire par la minimisatio
critères de type moindres carrés sur les observations (
tion 2). Le fait de disposer dechampsmesurés permet d
définir d’autres critères, d’une part adaptés à ce type
données et d’autre part obtenus comme conséquence
rectes des principes variationnels de l’élasticité. Les crit
considérés ici sont l’erreur en relation de comportem
(Section 3) et l’écart à la réciprocité (Section 5), avec
très brève mention de l’exploitation du principe des pu
sances virtuelles (Section 4), entrant dans ce cadre gé
mais à laquelle nous n’avons pas contribué. La plupart
exemples présentés dans cet article sont de nature pure
numérique, et ont pour but principal d’illustrer les métho
présentées.

Définition d’un problème modèle.On considère donc un
structureΩ , faite d’un matériau linéairement élastique do
le champ tensorielC�(x) (x ∈ Ω) des modules élastique
est de la formeC0 + δC, où C0 est connu etδC inconnu
(avec l’hypothèseδC = 0 sur la frontière∂Ω). On suppose
connu sur toute la frontière∂Ω le déplacementξ résultant de
l’application d’efforts surfaciquesϕ également connus su
tout ∂Ω (selon le point de vue, le champ mesuré est d
soit ξ soit ϕ). Ces champs sont donc les traces sur∂Ω d’un
déplacementu� inconnu, vérifiant :

div
(
C� : ε(u�)

) = 0 (dansΩ)

u� = ξ et
[
C� : ε(u�)

] · n = ϕ (sur∂Ω) (1)

(où ε(·) = (∇(·) + ∇T(·))/2). Les données aux limite
surabondantes dans (1) ont pour vocation de compens
défaut d’informatiuon surC�. Ce dernier étant inconnu,
n’est bien entendu pas possible de résoudre directemen
Il est utile pour la suite de définir les déplacementsuD[C]
etuN[C] qui vérifient, pour un tenseur d’élasticitéC donné,
les conditions qui suivent (et qui, en particulier, peuvent
calculés) :

div
(
C : ε(

uD,N)) = 0 (dansΩ), uD = ξ[
C : ε(

uN)] · n = ϕ (sur∂Ω) (2)

2. Fonction-coût régularisée

Une approche maintenant classique pour ce type
problème d’identification consiste à définir une fonctio
coût régularisée [23], souvent choisie de type « moind
carrés » par commodité. Par exemple, considérantϕ comme
imposé etξ comme mesuré, on pourrait chercherC� via :
n,

,
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C� = argmin
C

J (C) avec

J (C)= 1

2

∫
∂Ω

∣∣uN[C] − ξ
∣∣2 dS + αR(C) (3)

où la fonction positiveR(C) est utilisée pour exprimer un
information a priori complémentaire etα > 0 est un (petit)
paramètre de régularisation. La régularisation a pour but d
rendre la minimisation plus stable par rapport aux erreurs
les donnéesξ , la valeur deα pouvant être choisie soit pa
essais et erreurs, soit par une procédure algorithmique
comme la validation croisée. En pratique,C est bien sûr
paramétrisé d’une manière quelconque.

Etat adjoint. La minimisation deJ (C) est souvent accom
plie au moyen d’algorithmes utilisant le gradient deJ . La
technique la plus efficace et sûre pour calculer ce grad
est la méthode de l’état adjoint. Elle repose dans le cas
sent sur l’exploitation de

δJ = α∂CR.δC +
∫
Ω

∇uN : δC : ∇ũN dV (4)

où le champ adjoint̃uN[C] est défini par :

div
(
C : ε(

ũN)) = 0 (dansΩ),[
C : ε(

ũN)] · n = −(
uN − ξ

)
(sur∂Ω) (5)

Etat adjoint et conditions de contact.Il est intéressant d
signaler que la méthode de l’état adjoint peut également
appliquée dans le cas où le problème inverse est défini
l’aide des conditions aux limites de contact [22] :

div
(
C : ε(

uD,N)) = 0 (dansΩ) (6)

uD · n � g + ξ (surΓC),

∫
ΓC

n · [C : ε(
uN)] · n = φ (7)

où ΓC est la surface de contact potentiel,g la forme de
l’indenteur rigide,ξ le déplacement d’indentation etφ la
force résultante d’indentation.

En considérantξ imposé etφ comme mesuré :

C� = argmin
C

J (C) avec

J (C)= 1

2

( ∫
ΓC

n · [C : ε(
uD)] · ndS − φ

)2

+ αR(C) (8)

La minimisation deJ (C) repose également sur l’exploit
tion de (4) avec un champ adjointũD[C] solution du pro-
blème :

div
(
C : ε(

ũD)) = 0 (dansΩ),

ũD · n = −
( ∫
ΓC

n · [C : ε(
uD)] · ndS − φ

)
(surΓeff) (9)

où Γeff ⊂ ΓC représente la surface effective de cont
obtenue dans le problème direct.
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Commentaires. Les techniques fondées sur la minimis
tion de fonctions-coût de type (3) présentent l’avantage d
flexibilité ; elles permettent en particulier de traiter des m
sures d’origines physiques variées et/ou incomplètes. E
sont en revanche assez « aveugles » au sens ou la défi
du critère lui-même repose sur un choix arbitraire et p
fois peu physique de distance. C’est pourquoi il peut
intéressant de proposer d’autres critères à contenu phy
plus fort. La suite de cet article est ainsi consacrée à
fonctions-coût construites à partir des principes variation
de la théorie de l’élasticité : erreur en relation de compo
ment et écart à la réciprocité.

En complément de cette section, la Section 3.4 prés
une comparaison numérique entre fonctions-coût de
moindres carrés et d’erreur en relation de comportemen

3. Erreur en relation de comportement

3.1. Élasticité statique

Considérons la somme des énergies potentielle et com
mentaire, pour des champs génériques de déplacemenu et
de contrainteσ :

E(u,σ ,C)= 1

2

∫
Ω

ε(u) : C : ε(u)dV

+ 1

2

∫
Ω

σ : C−1 : σ dV −
∫
∂Ω

(u · σ · n)dS (10)

Une conséquence bien connue des principes variation
de l’élasticité est que, pourC donné et des conditions au
limites bien posées :

min
u∈C,σ∈S

E(u,σ ,C)= 0 (11)

où C et S désignent respectivement les espaces de dé
cements cinématiquement admissibles et de contrainte
tiquement admissibles avec les données aux limites e
forces volumiques nulles. De plus, siσ ∈ S, on peut refor-
mulerE(u,σ ,C) de façon à faire apparaître l’écart en re
tion de comportement :

E(u,σ ,C)

= 1

2

∫
Ω

(
σ − C : ε(u)) : C−1 : (σ − C : ε(u))dV (12)

ce qui met en particulier en évidence la positivité
E(u,σ ,C). Cela suggère alors, pour le problème d’iden
fication de champs de modules élastiques, de définir l’erreur
en relation de comportementE(C) associée aux donnée
ξ ,ϕ par :

E(C) = arg min
u∈C,σ∈S

E(u,σ ,C),

C = {
u | u = ξ sur∂Ω

}
,

S = {
σ | divσ = 0 dansΩ, σ .n = ϕ sur∂Ω

}
(13)
n

e

-

s

-
-

où la définition des espaces de champs admissiblesC et S
tient compte du fait qu’on exploite des données aux lim
(ξ ,ϕ) surabondantes. En général (c’est-à-dire quandC n’est
pas correctement connu), le couple (ξ ,ϕ) est incompatible
etE(C) > 0. QuandC = C�, le couple (ξ ,ϕ) est compatible
etE(C�)= 0.

On peut alors montrer, en dualisant les conditions d
missibilité (13), que la valeur deE(C) s’exprime de trois
manières différentes, équivalentes, en termes des ch
uD[C] etuD[C] définis par (2) :

E(C) = 1

2

∫
Ω

(
ε
(
uD) − ε

(
uN)) : C

: (ε(
uD) − ε

(
uN))

dV (14)

= 1

2

∫
Ω

(
σ
(
uD) − σ

(
uN)) : C−1

: (σ (
uD) − σ

(
uN))

dV (15)

= 1

2

∫
∂Ω

(
σ
(
uD)

.n − ϕ
)
.
(
ξ − uN)

dS (16)

• Identification.Les paramètres définissant le champC

peuvent alors être identifiés via la minimisation de l’
reur en relation de comportementE(C) [11]. Cette mini-
misation est particulierment avantageuse dans la d
tion des champs de déformation cinématiquement
missibles et celle des champs des contraintes stat
ment admissibles car la fonctionnelle est une som
des énérgies potentielle et complémentaire et con
ainsi à faire intervenir des problèmes d’équilibre él
tique de deux types classiques (à déplacements imp
et à forces imposées).
Pour simplifier la minimisation selon la direction d
modules élastiques, une des méthodes proposées e
en œuvre consiste à décomposer le tenseur des mo
élastiques dans ses vecteurs et valeurs propres.

• Localisation spatiale.De plus, on sait [6] que, pour de
donnéesξ ,ϕ parfaites et complètes, la densité d’erre
en relation de comportemente[C](x) définie par

e[C](x)= (
ε
(
uD) − ε

(
uN)) : C : (ε(

uD) − ε
(
uN))

(x)

(17)

tend à prendre ses valeurs les plus élevées dan
« zones mal modélisées », c’est-à-dire sur le sup
du contraste inconnuδC et dans son voisinage. Cet
propriété résulte du fait que le champ

uD[C] − uN[C] = (
uD[C] − u�

) − (
uN[C] − u�

)

est la somme de deux solutions de problèmes d’in
sion caractérisée par le contrasteδC, avec conditions
aux limites homogènes respectivement de type D
chlet ou Neumann ; ils peuvent donc être représe
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en termes de dérivées secondes de fonctions de G
ce qui permet de montrer la décroissance vers zér
leur densité d’énergie de déformation au-delà du s
port deδC [3,11]. Cette propriété est donc particulièr
ment utile dans le cas ou les zones mal modélisées
de faible étendue devant la taille deΩ (défauts).

La méthode de minimisation de l’erreur en relation
comportement a un lien étroit avec les approches
fonctionnelles de Kohn–Vogelius [17] et les moindres ca
pénalisés par dualité [9] (ce dernier cas revient à consid
des fonctionnelles du type (20) dans lesquelles on fa
passage à la limiteγ → +∞).

A titre d’illustration, la Fig. 1 présente un exemp
numérique de carte de densité d’erreur en relation

Fig. 1. Exemple synthétique de calcul de densité d’erreur en relatio
comportement (ERC) : inhomogénéité élastiqueδC utilisée pour définir les
données simulées (haut) et carte de densité d’ERC (bas) pour une m
simulée (ξ ,ϕ).

Fig. 1. Synthetic example of computed distribution of error in constitu
equation (ECE): elastic inhomogeneity used to define the simulated
(top) and distribution of ECE for one boundary ‘measurement’ (ξ ,ϕ).
,

t

r

é

comportement, pour un solide de forme carrée conte
une inhomogénéité élastiqueδC telle que|δC| = |C0|, sous
l’hypothèse des déformations planes. La mesure sim
correspond à un couple force-déplacement (on a ca
la réponse en déplacementξ du solide avec inclusion
pour une distribution de force imposéeϕ). On constate
que, en-dehors d’effets de bord, le maximum de c
densité correspond bien à la région de l’inhomogén
élastiqueδC.

3.2. Extension aux plaques

On considère la flexion, sous l’hypothèse de Lov
Kirchhoff, d’une plaqueΩ constituée d’un matériau éla
tique. Les rigidités de flexion inconnues sont notéesC�. On
suppose connus sur la frontière la déflexionφ, sa dérivée
normaleψ , une distribution linéique des moments de t
sionΦ et une des forcesΨ . Ces champs sont les traces s
la frontière d’une déflexion inconnueu�, c’est-à-dire véri-
fient :

u� = φ, ∇u� · n = ψ, n · [C� : ∇∇u�] · n =Φ,

∂

∂t

(
n · [C� : ∇∇u�

] · t
) + (

div
[
C� : ∇∇u�

]) · n = Ψ

(sur∂Ω)

le champu� vérifiant par ailleurs l’équation d’équilibre :

divdiv
(
C� : ∇∇u�

) = 0

Un raisonnement similaire à celui de l’élasticité volumiq
permet de définir un écart en loi de comportement, utilis
la somme des énergies potientielle et complémentaire
des champs de déflexionu et de momentsM :

E(u,M,C)= 1

2

∫
Ω

(
M − C : ∇∇u

) : C−1

: (M − C : ∇∇u
)
dV (18)

et de l’erreur en rélation de comportementE(C) associé aux
données au limitesφ,ψ,Φ,Ψ par :

E(C) = arg min
u∈C,σ∈S

E(u,σ ,C)

C = {
u | u = φ, ∇u · n =ψ sur∂Ω

}
S = {

σ | divdivM = 0 dansΩ, n · M · n =Φ,

(n · M · t)+ (divM) · n = Ψ sur∂Ω
} (19)

Les paramètres définissantC peuvent être alors ident
fiées via la minimisation de l’erreur en loi de compor
ment [12].

3.3. Extension aux vibrations libres

Le concept d’erreur en relation de comportemen
été largement développé dans le domaine du recalag
modélisations à partir d’essais dynamiques [21,20,18], e
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particulier la faculté de localisation spatiale a fait l’ob
d’études théoriques [3,4] et numériques.

Plaçons-nous donc dans le cas de vibrations libres
solide élastique. Outre le tenseur des modules élastiq
une autre caractéristique du matériau est sa distributio
masse volumiqueρ�(x) = ρ0 + δρ (avecδρ = 0 sur∂Ω),
et on cherche à reconstruireδC et δρ de façon à reproduir
des mesures de type vibratoire. Notons ainsi parω̃ et ũ les
valeurs mesurées d’une fréquence propreω et du champ de
déplacement modalu associé à cette fréquence.

Les distributionsρ�,C� sont cherchées de façon à min
miser le critère d’erreurJ :

J =
{ ∑
ω̃ mesuré

γ

2

∫
D

a(u − ũ,u − ũ)dV + ηω̃(C, ρ)

}
(20)

où a(u − ũ,u − ũ) est une forme bilinéaire de type de
sité d’énergie,D ⊆ Ω est la partie du solide sur laquelle l
déplacements modaux sont mesurés,γ est un coefficient de
pondération ; la sommation porte sur l’ensemble des mo
mesurés(ω̃, ũ). La notationηω̃(C, ρ) désigne l’erreur glo-
bale en relation de comportement, ici définie par :

ηω̃(C, ρ) = min
u,σ ,Γ

α

2

∫
Ω

(
σ − C : ε(u)) : C−1

: (σ − C : ε(u))dV

+ 1− α

2

∫
Ω

1

ρω̃2

∣∣Γ + ρω̃2u
∣∣2 dV (21)

sous la contrainte
∫
Ω

(
σ : ε(w)+ Γ .w

)
dV = 0 (∀w ∈ V) (22)

où σ et Γ sont des contraintes et des accélérations,
pectivement. Le minimum dans (21) est cherché pour
champs admissibles, c’est-à-dire respectant les condi
aux limites et vérifiant l’équilibre dynamique (22). Le c
efficient 0� α � 1 permet de pondérer à volonté les con
butions des erreurs en relations de comportement élas
(α = 1) et dynamique (α = 0). On peut montrer [19,10] qu
l’erreur globale en relation de comportement s’annule s
seulement si les distributions de modules élastiques e
masse volumique sont exactes (c.à.d.C = C� etρ = ρ�).

On peut alors montrer par le calcul des variations [4]
les champsσ etΓ réalisant le minimum dans (21) sont de
forme :

σ = Cε

(
u − 1

α
w

)
(23)

Γ = −ρω̃2
[
u + 1

(1− α)
w

]
(24)
,

e

où w est un champ de déplacement adjoint. Les cha
(u,w) sont solution du problème couplé :


α

∫
Ω

ε(w)Cε(δu)dV −
∫
Ω

ρω̃2wδudV

+ γ

∫
D

a(u − ũ, δu)dV = 0 (∀δu ∈ V)

∫
Ω

[
ε

(
u − 1

α
w

)
Cε(δw)

− ρω̃2
(

u + 1

(1− α)
w

)
δw

]
dV = 0 (∀δw ∈ V)

(25)

L’expérimentation numérique a amplement montré que
distributionsε(w)Cε(w) et ρ|w|2 de densités d’erreur e
relation de comportement tendent ici encore à prendre l
valeurs maximales dans les «zones mal modélisées
fournissent donc une bonne estimation du support géo
trique des correctionsδρ, δC, particulièrement dans le ca
ou les zones mal modélisées sont de faible étendue dev
taille deΩ .

Ce constat peut, ici encore, être justifié (au mo
partiellement). Considérant pour simplifier la seule erreu
relation de comportement élastique (α = 1 et Γ = −ρω̃2)
et supposons (cas idéalisé) que la mesure du cham
déplacement modal̃u est exacte et complète (D = Ω).
Alors, dans la situation limiteγ → ∞, le système (25) s
réduit à :

u = ũ

∫
Ω

ε(w)Cε(δw)dV

= −
∫
Ω

[
ε(ũ)!Cε(δw)−!ρω̃2ũ.δw

]
dV

(∀δw ∈ V) (26)

où on a utilisé le fait queu = ũ est le mode propre pou
la pulsation propreω̃ et les distributionsC� et ρ�. Le
champw est ainsi solution d’un problème d’équilibre. Si l
corrections sont localisées dans un sous-domaine�Ω of Ω ,
w(x) est donné par :

w(x)=
∫
D

[
ε(ũ)(y) :!C : E(x,y)

−!ρω̃2ũ(y).G(x,y)
]
dVy (27)

où G(x,y) est le tenseur de Green pour les constantes
tiquesC et des conditions aux limites homogènes bien ch
sies sur∂Ω . Ce résultat montre que la densité d’erreur
relation de comportemente[C](x) = ε(w) : C : ε(w) calcu-
lée enx /∈ �Ω décroît commer−6 (défaut de raideur, c.à.d
δC �= 0) ou commer−4 (défaut de masse, c.à.d.δρ �= 0),
où r désigne une distance caractéristique entrex et �Ω
(ceci provient du fait que, pour des solides tridimensionn
G(x,y) ∼ |y − x|−1). Cette analyse corrobore le fait, h
bituellement constaté lors des expérimentations numériq
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e[C] est meilleure pour les défauts de raideur.

Exemples. Deux exemples sont maintenant présentés,
fins d’illustration de la capacité dee[C](x) à localisera
priori le support d’un défaut.

Le premier exemple, réalisé dans le cadre d’un ensei
ment à l’Ecole Polytechnique (TP de modélisation num
rique), est entièrement synthétique. La structure modé
est une tour d’aéro-réfrigérant, dans laquelle une fissu
été simulée. Un mode proprẽu de la tour fissurée a été ca
culé numériquement, et la distribution d’erreur en relat
de comportement a été calculée numériquement, en se
çant dans le cas où le champũ est entièrement connu. L
Fig. 2 montre le maillage et (à travers la distribution de m
dule d’Young) le défaut simulé. La Fig. 3 présente la ca
d’erreur en relation de comportement (en bas). On y voit q
dans ce cas très favorable d’un mode propre connu ent
ment et parfaitement (à l’approximation éléments finis pr
la carte d’erreur en relation de comportement permet un
calisation spatiale très précise du défaut. Ceci met en lum
l’avantage de disposer d’une mesure de champ de défo
modale.

Le deuxième exemple porte sur un montage expérime
(Electricité de France, Direction des Etudes et Recherc
consistant en une coque cylindrique de révolution (Fig
avecE = 1,97×1011 N/m2 (module d’Young),ν = 0,3 (co-

Fig. 2. Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exem
synthétique) : maillage et carte de module d’Young montrant le dé
simulé.

Fig. 2. Error in constitutive equation and free vibrations (synthetic ex
ple): FE mesh and distribution of Young modulus showing the simula
defect.
-

-

e

l
)

efficient de Poisson),ρ = 8000 kg/m3 (masse volumique
encastrée sur une plaque plane circulaire reposant su
support rigide via trois appuis élastiques (situés enr =
0,3 m,θ = 0,2π/3,4π/3, de raideur estimée àk = 107 N/m
selon les trois axes de coordonnées). La composante no
du déplacement modal est mesurée en 48 capteurs (4 ra
de 12 capteurs situés à intervalles réguliers sur les sec
circulaires à 22,5, 45, 67,5 et 90 cm au-dessus de la plaq
circulaire). Deux « défauts » de sévérité croissante ont
créés par deux phases d’enlèvement de matière (trous re
gulaires). Les fréquences et modes propres ont été me
pour la coque avec les deux cas de défauts.

Un modèle éléments finis de la structure a été prép
à l’aide de l’environnement CASTEM 2000 ; la partie cy-
lindrique comprend quatre couronnes de 24 élément
coque à huit nœuds (3 déplacements and 3 rotations in
nus par noeud), pour un total de 3822 degrés de liberté
emplacements des capteurs coincident avec des nœu
maillage.

La Fig. 5 représente les valeurs de l’erreur en rela
de comportement sur chaque élément (densitée[C](x)
intégrée sur l’élément), normalisée de sorte que le maxim
soit l’unité, obtenue pour les « petit » et « grand » déf
(respectivement situés sur les éléments 61-62 et 61-62
64) à partir de données modales expérimentales pou
fréquences propres, soit 13× 48 déplacements. Les valeu
les plus élevées de l’erreur en relation de comportem

Fig. 3. Erreur en relation de comportement (ERC) et vibrations lib
(exemple synthétique) : carte d’ERC calculée à partir d’un mode pr
entièrement connu.

Fig. 3. Error in constitutive equation (ECE) and free vibrations (synth
example): FE mesh and distributed ECE computed from one perf
known modal displacement.
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Fig. 4. Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exem
avec données réelles) : description de la structure test (haut) et m
éléments finis (bas).

Fig. 4. Error in constitutive equation and free vibrations (real-data ex
ple): description of the test structure (top) and FE mesh (bottom).

répartie correspondent bien aux défauts et leur voisinag
sens du maillage éléments finis).

3.4. Comparaison entre moindres carrés et erreur en
relation de comportement

Aux fins de comparer sur un exemple les fonctio
nelles (3) de moindres carrés sur les déplacements et
d’erreur en relation de comportement, on considère un
lide élastique isotrope occupant le carré unité (hypothèse
déformations planes), discrétisé au moyen d’un maillage
gulier de 20× 20 éléments à quatre noeuds. Un « défau
sous la forme d’une inhomogénéité de module d’Young
forme rectangulaire (carré de côté 0,25 m, centrée en (xd =
0,375 m,yd = 0,5 m), voir Fig. 6) est utilisé pour simule
des couples de « mesures » force-déplacement(ϕk, ξ k), 1 �
k �N sur la frontière. Chacun de ces couples est obtenu
)

s

Fig. 5. Distributions d’erreur en relation de comportement (normalis
de sorte que max= 1) pour le « petit » défaut (éléments 61-62, haut)
le « grand » défaut (éléments 61-62-63-64, bas), calculées pour 13 m
propres expérimentaux mesurés (48 mesures de déplacement norm
mode). Les numéros d’éléments sont donnés par 24(I − 1)+ J (1� I � 4,
1� J � 24), avecI etJ définis sur les graphiques.

Fig. 5. Error in constitutive equation distributions (normalized to max= 1)
for the ‘small’ (elements 61-62, top) and ‘large’ (elements 61-62-63
bottom) defects, using real data for 13 measured modal displacemen
measured values of normal displacement per mode). The element nu
are given by 24(I − 1) + J (1 � I � 4, 1 � J � 24), with I and J as
defined on the graphs.

application d’une distribution de forces imposéesϕk (profil
parabolique de pression sur une largeur de 10 éléments
tré en l’un des noeuds intérieurs de la frontière du carr
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Fig. 6. Comparaison entre moindres carrés et erreur en relatio
comportement : géométrie et maillage, défaut servant à définir les me
simulées (haut) et défaut « d’essai » (bas).

Fig. 6. Comparison between output least-squares functional and err
constitutive equation functional: geometry and mesh, defect used to d
the simulated data (top) and ‘trial’ defect (bottom).

tronqué quand il déborde du côté du carré), soit iciN = 76
distributions de forces linéairement indépendantes au to
la réponseξ k en déplacement du solide avec « défaut »
alors calculée pour chaqueϕk . Chaque couple(ϕk, ξ k) peut
être considéré comme définissant une «expérience », la
sure de champ étantξ k .

On calcule alors les fonctionnelles (3), avecR(C) =
0, et (13) pour des « défauts d’essai » corresponda
des inhomogénéités de même forme, taille et contrast
modules que le « défaut » servant à simuler les données,
centrées en (xe = 0,125+ 0,0625i, ye = 0,125+ 0,0625j).
Les « défauts d’essai » sont donc paramétrés pari et j , et on
a ainsi généré des champs de modules élastiquesC[i, j ](x).
Pour chaqueC[i, j ], on peut définir à travers (2) les cham
de déplacementuD

k [i, j ] (réponses pour le déplaceme
imposé ξ k) et uN

k [i, j ] (réponses pour la force impos
ϕk). On considère ainsi fonctionnelles (3) et (13) com
fonctions dei, j , soit :

J (i, j)= J
(
C[i, j ])

=
∑

k∈(expériences)

1

2

∫
∂Ω

∣∣ξ k − uN
k [i, j ]∣∣2 dS (28)

et
-

s

Fig. 7. Comparaison entre fonctionnelles de moindres carrésJ (C) et
d’erreur en relation de comportementE(C) : fonctionnellesJ(i, j) (haut)
etE(i, j) (bas) définies pour les « expériences » 1 à 76.

Fig. 7. Comparison between output least-squares functionalJ (C) and
error in constitutive equation functionalE(C): functionalsJ(i, j) (top) and
E(i, j) (bottom) defined for the ‘experiments’ 1 to 76.

E(i, j)= E
(
C[i, j ])

=
∑

k∈(expériences)

1

2

∫
Ω

(
ε
(
uD
k [i, j ]) − ε

(
uN
k [i, j ])) : C

: (ε(
uD
k [i, j ]) − ε

(
uN
k [i, j ]))dV

(29)

Les fonctionnellesJ (i, j) et E(i, j) sont représentées gr
phiquement sur la Fig. 7 (sommation sur les 76 « ex
riences ») et la Fig. 8 (sommation sur deux « expérienc
définies park = 9 et k = 10). La fonctionnelleJ (i, j) est
visuellement un peu plus « plate » queE(i, j) sur la Fig. 7
(cas favorable où on cumule un grand nombre de mes
de champs), et cette différence s’accentue quand on réd
nombre d’expériences utilisées, comme le montre la Fig
sur laquelle on voit que la fonctionnelle d’erreur en re
tion de comportementE(i, j) a un minimum beaucoup plu
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Fig. 8. Comparaison entre fonctionnelles de moindres carrésJ (C) et
d’erreur en relation de comportementE(C) : fonctionnellesJ(i, j) (haut)
etE(i, j) (bas) définies pour les « expériences » 9 et 10.

Fig. 8. Comparison between output least-squares functionalJ (C) and
error in constitutive equation functionalE(C): functionalsJ(i, j) (top) and
E(i, j) (bottom) defined for the ‘experiments’ 9 and 10.

clairement défini que la fonctionnelle aux moindres ca
J (i, j).

4. Méthode des champs virtuels

Pour un état d’équilibre sous chargement imposéϕ sur
∂Ω , le principe des puissances virtuelles (PPV) impose∫
Ω

σ : ε(ũ)dV =
∫
∂Ω

ϕ.ũdS (∀ũ ∈ V) (30)

où le champ virtuel̃u n’est assujetti qu’à des conditions
régularité. Pourσ = σ � = C� : ε(u�), le PPV peut alors êtr
exploité si le champ de déformationε(u�) est mesuré su
toutΩ , ce qui est réalisable par exemple pour des plaqu
chaque choix de champ virtuelũ permet alors de former un
équation scalaire indépendante, et il est possible de ch
les champs̃u de façon judicieuse par rapport au problè
posé [14].
r

5. Méthode de l’écart à la réciprocité

5.1. Principe

Dans le cas, plus vraisemblable pour des solides mas
où les données portent sur des couples(ξ ,ϕ) à la frontière,
on peut alors construire à partir du PPV une fonction d’écart
à la réciprocité. En effet, siũ est à l’équilibre élastique sou
le chargement̃ϕ (chaque choix dẽϕ définissant un tel cham
virtuel ũ), (30) entraîne les deux identités
∫
Ω

ε(u�) : C� : ε(ũ)dV =
∫
∂Ω

ϕ.ũdS et

∫
Ω

ε(ũ) : C : ε(u�)dV =
∫
∂Ω

ϕ̃.ξ dS

d’où on tire :∫
Ω

ε
(
u�

) : [C� − C
] : ε(ũ)dV

=
∫
∂Ω

(ϕ.ũ − ϕ̃.ξ )dS ≡R(C, ũ) (31)

Cette relation peut aussi être obtenue comme conséqu
du théorème de réciprocité de Maxwell–Betti.

Pour tout champ virtuel (également souvent qua
d’«adjoint »)ũ défini parϕ̃, l’ écart à la réciprocitéR(C, ũ)

est ainsi explicitement connu en fonction des données(ξ ,ϕ).
On doit avoir

R
(
C�, ũ

) = 0 (32)

L’équation (31) fournit ainsi, pour chaque choix deϕ̃, une
équation scalaire indépendante pour la détermination
paramètres définissantC�. En particulier, des études théo
ques [15,5] sur l’identifiabilité deC� exploitent (31) sous
forme linéarisée (i.e., en posantu� = uN[C] + o(|δC|))
et avec des champs̃u judicieusement choisis selon u
procédé initialement proposé par Calderon [8], de faço
faire apparaître au second membre de (31) la transfor
de Fourier spatiale deδC. Ces concepts ont été étend
à l’identifiabilité des rigidités élastiques dans le cadre
plaques de Love–Kirchhoff ; par exemple il est mon
dans [16] que ces rigidités peuvent être identifiées de fa
unique à partir de la connaissance de l’application Dirich
Neumann.

5.2. Identification de fissures

Supposons maintenant que le champs inconnus des
dules élastiquesC� correspondent en effet a un champ
modules élastiques connusC et à une fissure inconnueΓ
dans le corpsΩ . Sous les hypothèses d’une fissure de
face libre de contraintes et d’un chargement extérieurξ ,ϕ
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Fig. 9. Identification d’une région convexe à l’intérieur de laquelle
fissure inconnue doit se trouver, au moyen d’une fonctionnelle d’éc
la réciprocité et de champs adjoints du type onde plane progressive.

Fig. 9. Identification, using the reciprocity gap functional with progress
plane-wave adjoint fields, of a convex region inside of which an unkn
crack must lie.

ouvrant la fissure on peut reconsidérer l’écart à la réci
cité défini auparavant et on obtient en tenant compte d
nouvelle frontière: Γ :∫
Γ

❏u�❑ · σ̃ · ndS =
∫
∂Ω

(ϕ · ũ − ϕ̃ · ξ )dS ≡R(Γ, ũ) (33)

Dans le cas d’une fissure plane un certain nombre de
vaux [1,2] ont demontré qu’il est possible de choisir des
milles de champs adjoints̃u permettant d’identifier la nor
male du plan de la fissure, la position de ce plan et e
l’étendue de cette fissure dans le plan. Un résultat simi
a été obtenu récemment dans le cas élastodynamiqu
À titre d’illustration de cette dernière approche, nous co
dérons une fissure droite (ligne inclinée sur la Fig. 9) à l
térieur d’un solide élastique de forme rectangulaire (hy
thèse des déformations planes). Une « expérience » n
rique est réalisée en imposant une histoire de distribu
de forcesϕ(x, t) à la frontière et calculant la réponse dyn
mique en déplacementξ (x, t) du solide fissuré. Une fonc
tionnelle d’écart à la réciprocitéR(Γ, ũ) du type (33) est
alors construite et calculée pour des champs adjointsũ cor-
respondant à des ondes planes progressives, pour tout
positions du front d’onde le long de chaque direction de p
pagation adjointe. On note le front d’onde adjointe au-d
duquelR(Γ, ũ) cesse d’être nul (lignes droites colorées
la Fig. 9). La théorie [7] prévoit que la fissure doit être
tuée à l’intérieur de la région enfermée par l’enveloppe
tous ces fronts d’ondes adjointes, ce qui est assez bie
trouvé sur le résultat de simulation représentée par la Fi
Cette approche n’a pas encore été appliquée à des do
expérimentales réelles.

6. Conclusion

Cet aperçu montre que l’exploitation de mesures
champs peut être faite au moyen de techniques directe
.

-

s

-

s

t

issues des principes fondamentaux de la mécanique de
lides déformables. On construit ainsi des critères à sig
cation physique plus forte que les techniques de moin
carrés régularisés. Des propriétés intéressantes sont mi
lumière : localisation spatiale de défauts, formulation aut
sant des choixad hocde champs adjoints adaptés au p
blème pratique considéré. Ces idées correspondent à
taines techniques proposées par ailleurs par des mathé
ciens et selon un cheminement intellectuel différent. Les
plications à l’exploitation de mesures de champ réelles
tent pour la plupart à faire. Ces méthodes nous parais
avoir un potentiel d’application important, et nous espér
que cet article aura pu contribuer à clarifier les idées s
jacentes et susciter ainsi des développements et applica
dans de nouvelles directions.
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