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MECANIQUE DES SOLIDES. — Régularisation des équations mtegrales de I'élastosta-
tique et de T'élastodynamique. Note de Huy Dueng Bui, Benjamin Leret et Marc Bonnet, -
présentée par Paul Germain. =

" On pres  ufie nouvel]e méthode de régularisation des equatlons 1ntegrales smguheres de surface valable-@ E

en élastostatique et en elastodynamlque statlonnalre

MECHANICS OF S OLIDS. — Regulanzatlon of singular integral equations in elastostatics and elastodyna-
mics.

- A new metkod is proposed for the regularzzatlon of singular boundary mtegTal equatzons of elastostatics and.:
- steady-state elastodynamics. ~

L Iﬁ‘rRODoCﬁON < La methode des equatlons intégrales singuliéres de surface pour |
les problemes d’elastlclte tridimensionnelle statique ou dynamique statlonnalre est connue
“deptiis [2]). Une. bibliographie assez fournie sur le stujet peut étre trouvee

___.1.-— WL

~ dans [3]- La methode utilisée j Jusqu a présent considére l’equatron intégrale vectorielle de

surface 0Q supposee reguhere au sens de Liapunov plongee dans Tespace R® dont le

- noyau est singulier comme 772 (x, ¥) ou r (x, y) est la distance enchdlenne entre les

- points x et y. I’ 1ntegrat10n sur 1a surface 0Q doit . donc s effectuer au sens des val€urs
- principales; il en résulte d’importantes dlfflCllltCS numerlques dans la mise en ceuvre
pratique de la méthode. ‘

Mikhlin [4] a propose une methode de regularlsatron con31stant a transformer une
equation. 1ntegrale singuliére en une équation intégrale de Fredholm de noyau sommable.
Au lieu de résoudre le probleme (I+A) u=b (I, identité; A, operateur intégral singulier;

b, quantité donnée; u, champ vectoriel inconnu), il s’agit de rechercher d’abord un

- opérateur intégral singulier B tel que I’équation 1ntegra1e (I+B) (I+A) u=b+Bb soit
reguhere Cette méthode est d’un grand intéret theorlque pour les questions d’unicite et
d’existence des: solutlons sa mise en ceuvre numeérique ex1ge par contre deux intégrations

 singuliéres successives.

- Une autre méthode de regularrsatlon donnée seulement pour le probléme aux limites
" en contraintes, consiste & introduire la formulation variationnelle de. I’équation 1ntegrale -
singuliére, 4 diminuer la singularité. du noyau. par mtegratlons par- parties et a falre_

apparaitre les gradients du champ vectoriel inconnu (cf. [7],. [8]). |
Dans cette Note nous: proposons de nouvelles équations mtegrales pour l’elastostathue |

- et I’élastodynamique stationnaire falsant intervenir umquement des fonctions sommables

sur la frontrere Q- [de noyau varlant comme 7 -1 (x, y)] adaptees aux apphcatlons
numériques.

2. FORMULATION CLASSIQUE PAR EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES. — En Iabsence ‘de -
force de volume les équations mtegrales de P’élastodynamique statlomlalre s’écrivent :
(1) € (X) u; (X)+J {Ti’?c(x, y)u(»)—Gj (x y)t (y)}ds 0,

ol o est la pulsatron u le vecteur déplacement, ¢ le vecteur con‘tramte sur la surface
0Q déduit du champ u. G° (x, y) et T° (x, ) désignent: respectlvement le déplacement
‘fondamental (tenseur de Green) et la traction surfamque fondamentale associée [i.e.
G (x, y) représente la composante dans la direction i point y dii 4
une force vibratoire ponctuelle unitaire de direction k. x]. Pour xeQ, ¢;; (x)=0,;



et pour xe 0, surface supposée différentiable, ¢;; (x)=9,;/2 ou & désigne le symbole de
Kronecker. L’équation intégrale (1) est singuliere pour xedQ : le noyau G® (x, y) de
singularité en ! (x, y) est sommable sur dQ mais le noyau T® (x, y) est singulier comme
r~2 (x, y) comme l'indiquent les expressions explicites (2) et (3) :

(2) Gy (x, y)= lSikF(kTr)—{—o)“z {F(krr)—F (k.1 } w0
1

(3) T »)={(1-2 k% ki ?) O;j F(ky7) 1 +0u F(krr) ;
+8;;F (kr) 2 kg  [F (k1) —F (k1)) i3 1, 00

ou r=r (x, y), les différentiations sont effectuées par rapport a y, F (kr)=exp (ikr)/4r,
k={ky, ky}, ky =0/c,, et kr=0/cr, ¢, et cr sont les célérités des ondes longitudinales et
transversales respectivement, n () est la normale a dQ au point y.

C’est la forte singularité due au comportement de T® qui est la source de difficultés
dans les applications numeériques.

Le déplacement fondamental statique G° et la traction fondamentale T° peuvent
s’obtenir comme limite de G® et de T lorsque ® tend vers zéro. Leurs expressions sont

classiques (cf. [3]). La formule (1) devient dans ce cas pour xedQ surface supposée
désormais différentiable :

(@ s+ [ (200 2)00) Gl 1,00} s, =0
oQ

3. FORMULATION REGULIERE POUR L’ELASTOSTATIQUE. — Elle repose sur I'identité suivante

(cf- [5D) :

(5) %5,‘,-—1—] Th (x, y)dS,=0, V x e 0Q.
2Q

Cette expression est obtenue a partir de (4) par imposition d’un mouvement de corps rigide
(translation) pour lequel la traction associée ¢ est identiquement nulle, ce mouvement étant
arbitrairement choisi. L’opérateur nul défini par (5) est une propriété de 1’élastostatique

et de la géométrie du corps solide. Appliquant ’opérateur nul (5) au déplacement u (x),
xe0Q :

1
(6) L )+ j T, (%, ) (x) S, =0
2 o0
et retranchant (6) de (4), nous obtenons, x €0Q :
(7) J Th (x, ¥) [u; () —u; (x)] dSy—J Gy (%, ) 4:(») dS,;=0.
oQ oQ

Pour la plupart des problémes aux limites avec données suffisamment réguli€res, nous
pouvons supposer la solution u continliment dérivable et la traction ¢ non singulicre.
Les intégrandes qui apparaissent dans (7) sont alors sommables, avec singularités en
P (%, p).

Il faut noter que la méthode de régularisation précédente ne s’applique a priori qu’a
un corps de dimensions finies. Flle repose sur I’identité (5) valable uniquement pour le
cas des solides bornés. Cette identité est utilisée dans [6] dans une procédure numeérique
permettant de calculer la contribution de I'intégrale singuli€re dans un élément fini.

Considérons maintenant le cas de deux corps particuliers de dimensions non bornées,
le complémentaire dans R* d’un corps borné V (la normale a JV est intérieure a V) et le



demi-espace limité par le plan noté également 6V. L’opérateur nul correspondant au
- premier cas se deduit de (5) en changeant le sens de la normale i.e. en remplagant
- T° (x,y) par —T? (x, y).'._P’(‘_)u:__le deuxieme cas, l'opérateur nul est simplement

v :

Pour les trois cas etudies, nous gy;ins_ I’opérateur nul : |
(8) | (5_6) 8ki+f TH (x, »)dS,=0,  xedV
. ' \ VA av. :

ou =0 pouf un domaine bdrné, =1 pour le .cbmplémentaire dans R3 d’un domaine
borné, B=1/2 pour le demi-espaCe: Appliquons (8) a u (x); il vient :

(9) (1 ~B )uk (x)+f TO (%, ) () dS,=0,  xedV.
2 v - .

-Retranchant (9) de (4), nous obtenons une €équation analogue a (7) et ayant les mémes
proprietes de regularité valable pour les trois cas de solides borné et non borneés :

(10) P, (X)+J TS, (%, ) 1, 0) — (x)]dSy—J .-GSC x, »)t;(»)dS,=0

oV FAY ,
pour xedV. Il faut supposer que les champs u et t décroissent convenablement a I'infini
pour que les contributions de ces termes a I'infini soient -nulles.

4. FORMULATION REGULIERE POUR L’ELASTODYNAMIQUE. — On pourrait penser a une
identité analogue a (5) avec T® pour I’élastodynamique stationnaire. En réalité il n’y a
pas d’équivalent; I’équation de Helmholtz n’a pas de solution de type translation rigide.
Nous allons cependant utiliser de nouveau I’identité (5), pour le corps borné, en I'appli-
quant cette fois au champ dynamique u (x), si bien que (6) est encore valable pour le
champ u (x) dynamique.

Considérons I'intégrale de surface (1) pour x € 9Q a laquelle nous soustrayons (6) :

(11) J [T& (x, »)—Ta(x, »u; () dS,
6Q

+Jr Ti (x, ») [uzO’)—ui(X)]dSy—f Gi(x, ) t:(»)dS,=0.
JoQ S 80

Les deux derniéres intégrales de (11) sont sommables pour les raisons indiquées
précédemment. La premiére intégrale est également sommable car un développement par
rapport aux termes en r~ 2 indique que la singularité de T® est précisément, pour le terme
en r 2, donnée par T°. Plus précisément : |
(12) " T®(x, y)=T°(x, y) +terme régulier.

Le terme régulier tend vers zéro comme O (®2) quand o tend vers zéro. La premiére
intégrale de (11) est plus réguliére que les deux autres. L’équation (11) constitue finalement
la formulation réguliére que nous proposons en élastodynamique stationnaire. On remar-
quera que le principe de régularisation en dynamique proposé utilise des propri€tés
statiques telles que (5) ou (8) si nous voulons établir une équation analogue a (10) pour
un corps de dimensions non bornées.

Enfin la méthode de régularisation proposé ici s’applique également aux problemes
d’élasticité bidimensionnelle. Dans ce cas, les noyaux G® et G° ont des singularités en
Log r tandis que T® et T° ont des singularités en r~*. Les intégrales sont curvilignes.
Remise le 11 février 1985.
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