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1,vi_ÉCA�IQ1JE I�)ES _$b�IDE�. -. . Régularisation des équÇJtions int�grales de l' élastosta-. · ·
tique ·et de 1'-�lastodynamique. Note de Huy Duong Bui,- Benjamin L()re.t et Marc Bonnet, ·_ . 
pr�serttée· p�� Paul Germain� : _ · . . ..

· ..
. dn prés: une n9uy.elle' méthode_ :de' régularisation des équations 1ntêgr�e�· �ing�Ùères de surface vahip]� .. :' --� ''

: . e� é!astostâtiqu.e-.'�et en élastody�am_iqu� :Stationnaire. · - . . . . - � . .  _ .  - : ' . �  
: MECHANICS -�0-P·SOlJIDS:: -· . Régûi�rization of singular integràl ·equatipns ill eiastostatics and elastodyha ... - .· - . 

IDlCS. 
-- - ' - . . -  . . . _ . • A·new _:m�tbod.is propose/i for th� ·regulprization of singular boundar§ int�gi-a(e_qu.àtions of elastostatics and..

. _steady-staté :elâstodynatiiics .. �- . · · · · · · - · · · ... - - · ·· · · · 
-, - · -: . -

. .. . ·)�- ·.I�-fitopÙchoN. --�·;>La méthc)de de� -équations intégrat��fsingl1liêre.s· de surface pour 
les:_problèmes_ d',élasticité tridimensionnelle statique· ou dy:Il��qùe statjo"nnaire est connue 

.

:. ·: ·. - depuis lbhgtemps�([1], .. [2]). tJnl bibliographie assez fourriie·.'sht le -��Jet peut être trouvée_ 
_
.
. _ . d�ns f3J. :·Là m�thode -:utilis6e j)lsqu'�·: \présent considère I'èqUàtïon iiiiégi-aie vectorielle de. 

. surfac�· ·an·· ·suppos�é _ _-regulière:·· a{i
. 
s_eris ·de Liapunov -p16i).g�e�;:·dans':J�-espace R 3 dont :Je,· . ·

· ·. _ noyau est singulier· ·conune r�� (x,.y) où r (x, y) esf·hi·.:··4istailc�·:·:·enclidienne entre les
: . . _point_s x .. et y. L'intégration. su�-·la surface 8Q doit . don_c. ,�'effectuer ·:aU· sens des valeurs
_  :. principales;_· il.eri ré§ûlte· ·.-.d',inipor�antes difficultés hrtmêriqiies. dart·s.· .là mise en œuvre .

 pratiql1e . de l��·métho_de .
.

. · . . _ . . _ .··:�< 
- · .. :M:ikhli� '[4]:'· ,�· pr.opOse ·. hne .�inéthode: de régularisatiÔ:r(_:c:Ônsista�f :� transformer une · · .

 équatioiJjntégra.le .sî�guliète'· en ù_ne -équation i_ntégrale de·_Fr�dhohn,. -d:è� noyau sommabl_e. · 
. . ·._ A� lieu -de:résoudre')e problêm� (I+A)' u=b (I, identité;;A,� opé�ateùr intégral singulier; 

: . · · · _ _ b, quantité donnée; ù,. cha�p -·�ectorîel inconnu), il .s·'agit _ _  ��de -r�ch�rcher d'abord ùri · ..

- - . · . . opérateur-intégra.! singuliér B": tel que l'équation intégràle '(l+B)o(I-+ A) u = b + B b soit
··:· 

_ _ . rêgufi�re. ·cette méthôde est d'-Ün gt�nd .intérêt thé�rique -.-:pb�Ü�-les .ql.Ie:stions d'unicité et . 
_· .
-

. d;eXistence des:.solutiops; sa m ise e:O œuyre numériqu� eXig�:;par cob.�re _deux intégratiot1_s 
.

. · - _ _ : · singuliêres successives�' -
. · . ·

. . 
· <:-· ·: · . 

. · . · Une �ut�e méthode d�
.
rêgu.,larisation�- donnée ;seulenient -p6ur .Ïe problème aux limites

. :: en contraîntes, consiste. à introduire� la formulation varia�i�]J�elle de: r.équation intégralé . · .
 singulière, à diminuer la singularité. ·du. noyau par· integta1ions par· parties et à faire . 

. _··apparaître les gradients du ch�nip vectoriel incon�u ·(cf I7J,.{8]). _· . . .. _
. · 

Dans cette Note nous· propqso�s de_.nou.velles éqlJatiànsi_P,t�_grales _popr l'éla�tostat�qp� · 
_ ·.::. ·· et l'èlastodynamique station�airé of�îs�nt intervenir _uniquement des f�hctions sommable� · .· .. · 

.. ,sur la frontière ôO ·{de .noyau -vadant comme :r-1{x� :y)J:. adaptêê�- aux applicatio:ns, . '- . _: ' . -. _ .- - . - . ' ' -- -._ . . � - . .-. ' .: : - -numeriques. - · .. ·. _.. · · 
· 2. ·FORMULATION ctAs�Û�UE.PAR ÉQUATIONS INTÉGRALEs·:siNGULIÈREs:-.-:� ·En l'absence·;de ·.- � - - - -force de :-v.Oluine, les équâtions·mtégtales ·de l'élastodynamique statioru:iaîre s'écrivent:· .. - . - . ' -. . . 

(1)
. .

ck1(x)u1(x)+ i {Tik(x, y)u1(y)-Gik(x, ;}k(y) }dSy 0,
. . ôO. ·. .- -' .- -. . 

. QÙ (0 est la -pu}�ation, u le �ècteur déplacemènt, t 'le vecteur . . contraiJ}te sur la surf�ce 
an :4éduit"du ê�amp u. :(]-�(x, y). et. .Tm (x, y)'_ désignéntte�pectivenient . le déplacement

. · -' fondanie�ta1 ':(tenseur de. Green) -et la · tracti�n surfaciq�e.:-fonqathenta;le associée [i.e .. 
· __ · · -· Gf'k. (x, y) r�présente la compo��rtt� dans la direction i d_u:.d.éplacemen(au point y dû à ·

, . --.· � une fore� vjbratqire ponctuellc�f'�nitaire de direction k: sit��e��h x]. ·]:>our xE 0, cki (x)= oki
. 

'--�- ·_. . _ · = .>: 
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et pour XE aQ, surface supposée différentiable, Cki (x)= ÙkJ2 OÙ Ù désigne le symbole de

Kronecker. L'équation intégrale (1) est singulière pour xEan: le noyau G"' (x, y) de

singularité en r-1 (x, y) est sommable sur an mais le noyau T"' (x, y) est singulier comme

r- 2 (x, y) comme l'indiquent les expressions explicites (2) et (3) :
1 (2) Gfk(x, y)= -Ù;kF(kTr)+m-2 { F(kTr)-F(kLr) }, ik>
1-l 

(3) Tfk(x, y)={ (l-2kikL2) Ù;iF(kLr),k+ù;kF(kTr).i 
-2 . 

. 
+ùiiF (kT r), k+ 2 kT [F(kT r) -F(kL r)J.;id ni (y),

où r=r (x, y), les différentiations sont effectuées par rapport à y, F (kr)=exp (ikr)j4nr, 
k = { kL, kT }, kL = rojcL et kT , rofcn cL et cT sont les célérités des ondes longitudinales et

transversales respectivement, n (y) est la normale à an au point y. 
C'est la forte singularité due au comportement de T"' qui est la source de difficultés 

dans les applications numériques. 

Le déplacement fondamental statique G0 et la traction fondamentale T0 peuvent 

s'obtenir comme limite de G"' et de T"' lorsque ro tend vers zéro. Leurs expressions sont

classiques (cf. [3]). La formule (1) devient dans ce cas pour X·Ean surface supposée 

désormais différentiable : 

( 4) 
1 J{o· o } -u1Jx)+ T;k(x, y)u;(y)-G;k(x, y)t;(y) dSy=O. 2 iJQ 

3. FoRMULATION RÉGULIÈRE POUR L'ÉLASTOSTATIQUE. - Elle repose sur l'identité suivante

(cf. [5]) : 

(5) 1 f 0 -'bk;+ T;k(x, y)dSy=O, 2 iJQ 

Cette expression est obtenue à partir de ( 4) par imposition d'un mouvement de corps rigide

(translation) pour lequel la traction associée test identiquement nulle, ce mouvement étant 

arbitrairement choisi. L'opérateur nul défini par (5) est une propriété de l'élastostatique 

et de la géométrie du corps solide. Appliquant l'opérateur nul (5) au déplacement u (x), 
xEan: 

(6) 1 f 0 -uk(x)+ T;k(x, y)u;(x)dSy=O2 iJQ 

et retranchant ( 6) de ( 4), nous obtenons, XE on : 

(7) f T?k(x,y)[u;(Y)-u;(x)]dSY-f G?k(x,y)t;.(y)dSY O. 
i)Q i)Q 

Pour la plupart des problèmes aux limites avec données suffisamment régulières, nous 

pouvons supposer la solution u continûment dérivable et la traction t non singulière. 

Les intégrandes qui apparaissent dans (7) sont alors sommables, avec singularités en 

r-1 (x, y). 
Il faut noter que la méthode de régularisation précédente ne s'applique a priori qu'à

un corps de dimensions finies. Elle repose sur l'identité (5) valable uniquement pour le 

cas des solides bornés. Cette identité est utilisée dans [6] dans une procédure numérique 

permettant de calculer la contribution de l'intégrale singulière dans un élément fini. 

Considérons maintenant le cas de deux corps particuliers de dimensions non bornées, 
le complémentaire dans R 3 d'un corps borné V (la normale à av est intérieure à V) et le
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1. 

demi-espace limité par le plan noté également av. L'opérateur .nul correspondant au 
premier cas se déduit de (5) en changeant le sens de la normale i.e. en remplaçant 

· T0 (x, y) par -T0 (x, y).
· 

Pour le deuxième cas, l'opérateur nul est simplement 

f.. T&(x, y) dSy=O.
Jôv 

Pour les trois cas étudiés, nous avons l'opérateur nul : 

(8) xE aV

où 13 = 0 pour un domaine borné, 13 = 1 pour le .complémentaire dans R 3 d'un domaine 
borné, 13= 1/2 pour le demi-espace, Appliquons (8) à u (x); il vient: 

(9) (� -13)uk(x)+ r T?k(x, y)u;(x)dSy=O, xE aV.
2 Jw · · 

·.Retranchant (9) de ( 4), nous obtenons une équation analogue à {7) et ayant les mêmes
propriétés de régularité valable pour les trois cas de solides borné et non bornés : 

(10) l3uk(x)+ L
v 

T?k(x, y)[u;(y)-u;(x)]d SY-L
v 

G?k(x, y)t;(y)dSy=O

pour XE aV. ll faut supposer que les champs U et t décroissent convenablement à l'infini 
pour que les contributions de ces termes à l'infini soient nulles. 

4. FORMULATION RÉGULIÈRE POUR L'ÉLASTODYNAMIQUE. - . Ün pourrait penser à une
identité analogue à (5) avec T"' pour l'élastodynamique stationnaire. En réalité il n'y a 
pas d'équivalent; l'équation de Helmholtz n'a pas de solution de type translation rigide. 
Nous allons cependant utiliser de nouveau l'identité (5), pour le corps borné, en l'appli
quant cette fois au champ dynamique u (x), si bien que (6) est encore valable pour le 
champ u (x) dynamique. 

Considérons l'intégrale de surface (1) pour xE an à laquelle nous soustrayons (6): 

(11) Î [ Tfk(x, y)- T&(x, y)] U;(y)d SY
JôQ 

+
.
Î T&(x, y)[u;(y)-. u;(x)]d SY- Î Gf,.(x, y)t;(y)dSy=O. 
JôQ . JôQ 

Les deux dernières intégrales de (11) sont sommables pour les raisons indiquées 
précédemment. La première intégrale est également sommable car un développement par 
rapport aux termes en r

-2 indique que la singularité de T"' est précisément, pour le terme 
en r

-2
, donnée par T0• Plus précisément : 

(12) T"'{ x, y)= T0 (x, y) +terme régulier. 
Le terme régulier tend vers zéro comme 0 ( ro2) quand ro tend vers zéro. La première . . 

intégralede(ll) est plus régulière que les deux autres. L'équation (11) constitue finalement 
la formulation régulière que nous proposons en élastodynamique stationnaire. On remar
quera que le principe de régularisation en dynamique proposé utilise des propriétés 
statiques telles que (5) ou (8) si nous voulons établir une équation analogue à (10) pour 
un corps de dimensions non bornées. 

Enfin la méthode de régularisation proposé ici s'applique également aux problèmes 
d'élasticité bidimensionnelle. Dans ce cas, les noyaux{}"' et G0 ont des singularités en 
Log r tandis que T"' et T0 ont des singularités en r

-
1. Les intégrales sont curvilignes. 

Remise le 11 février 1985. 
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