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UNE APPROCHE SEQUENTIELLE DE L’HYPOTHESE DE
RIEMANN GENERALISEE

par

Anne de Roton

Résumé. — Une généralisation du théoréme de Beurling et Nyman établit que
I’hypothése de Riemann pour une fonction F' de la classe de Selberg est équivalente
a Pappartenance de la fonction y, indicatrice de I'intervalle ]0, 1[, & ’adhérence d’un
sous-espace de fonctions By dans I'espace L2(0, +00). Dans cet article, 'auteur étend
aux fonctions F' de la classe de Selberg un résultat de Baez-Duarte en donnant une
construction d’une suite de Br qui, sous ’hypothése de Riemann pour la fonction F',
converge dans L?(0, +oo) vers la fonction x.

Abstract (An approach of generalised Riemann hypothesis throught se-
quences)

A generalisation of the Beurling and Nyman criterion implies that the Riemann
hypothesis is equivalent to the statement that for any function F' in the Selberg class,
X, the characteristic function of ]0,1[, belongs to the adherence in L?(0,+oc0) of a
subspace Br. In this article, the author generalise a result of Baez-Duarte to the
Selberg class and give a construction of sequences of Br converging towards x in
L2(0, +00).

1. Présentation des résultats; historique

Le théoréme de Beurling et Nyman (cf [Be]) établit une correspondance entre des
régions sans zéro de la fonction ¢ de Riemann et la densité d’un certain sous-espace
fonctionnel. Plus précisément, on considére l'espace de fonctions B suivant

n

~ 0 n
B= tH;Ck{Tk},HEN, cr € C, 0<9k§1,;ck9k20 ,

ou {.} représente la fonction partie fractionnaire.
Le théoréme de Beurling et Nyman s’énonce ainsi :

Mots clefs. — Beurling-Nyman criterion, generalised Riemann hypothesis, Selberg class.
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Théoréme 1 (Beurling-Nyman). — Soit p > 1 un nombre réel. Les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. ¢(s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s) > 1/p;

2. B est dense dans LP(0,1);

3. La fonction constante égale & —1 est dans I'adhérence de B dans LP(0,1).

Bercovici et Foias étendent dans [BF| ce résultat au cas p = 1. Le lecteur trouvera
des commentaires du théoréme de Beurling et Nyman dans l'article [BS1].

L’étude des régions sans zéro de la fonction ¢ de Riemann est donc liée & la recherche
de suites (f,)n de fonctions de B telles que la norme ||1 + f,,||, tende vers 0.
La formule > 7 {1/kt} = —1 pour 0 < ¢t < 1, issue de formules classiques sur la
fonction . de Mobius, conduit & considérer les sommes partielles

Sa(t) =Y n(k){1/kt},
k=1

qui constituent une suite dite naturelle.
Dans son article [BD1], Béez-Duarte étudie une suite (B,,),, construite a partir de la
suite naturelle (S, ), qu’il modifie afin d’obtenir des fonctions de B. Il démontre, sous
I’hypothése de non-annulation de ¢ dans le demi-plan {Res > 1/p}, que la suite (By, ),
converge vers —1 dans l'espace L"(0,1) pour tout réel r vérifiant 1 <r <2 —1/p.
Balazard et Saias améliorent ce résultat dans [BS1] en montrant que cette hypothése
de non-annulation est équivalente & la convergence de la suite de fonctions (B,,), vers
—1 dans L"(0, 1) pour tout r vérifiant 0 < r < p.

Notons que les fonctions B,, sont des fonctions de g”at, le sous-ensemble des fonc-
tions f de B définies sur RT* par :

n 1 )
f(®) :z;ck{ﬁ}, n e N, ¢, €C.
Plusieurs questions, soulevées par Baez-Duarte dans [BD1], se posent alors :
— Peut-on dans I’énoncé du théoréme de Beurling et Nyman remplacer dans les
seconde et troisiéme assertions, l’espace B par l'espace Brat?
— Pour un entier naturel n donné, la fonction B,, minimise-t-elle la norme || f +1||,
pour f une fonction de Brat de la forme

F&) =" ax{1/kt}?

k=1
Une réponse a été apportée par Baez-Duarte a ces deux questions dans le cas p = 2.
Nous nous restreindrons désormais & ce cas.
En tenant compte de la symétrie des zéros de la fonctions ¢ de Riemann, la premiére
assertion du théoréme de Beurling et Nyman dans le cas p = 2 est équivalente a
I’hypothése de Riemann. Le théoréme de Beurling et Nyman dans le cas p = 2 fournit
donc une reformulation de I’hypothése de Riemann en terme d’analyse fonctionnelle.
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L’article [BS2| de Balazard et Saias détaille ce cas précis du théoréme de Beurling et
Nyman (le cas p = 2 est en fait di essentiellement & Nyman) et en donne un nouvel
éclairage.

Il est souvent plus commode de travailler dans 'espace L2(0,+0o0) et non plus
de se restreindre aux fonctions identiquement nulles sur [1, +o0o[. Avec les notations
suivantes :

— x est la fonction indicatrice de V'intervalle ]0, 1;
— B est 'ensemble des fonctions de la forme
n 9]9
=3 a{%}.
k=1
avecn € N, ¢, € C,0< 6 <1,

les auteurs de [BDBLS1] montrent que le théoréme de Beurling et Nyman dans le
cas p = 2 établit I’équivalence entre I’hypothése de Riemann et 'appartenance de la
fonction x & I'adhérence de B dans L?(0, +o0).

Si, par analogie avec les notations précédentes, B! désigne le sous-espace de B
composé des fonctions définies sur R par :

- 1
f@) .—;ck{ﬁ}, neN*, ¢ €C,

alors les fonctions B,, et S,, sont des fonctions de B™¢.
Béez-Duarte démontre dans article [BD2] que, sous I'hypothése de Riemann (cas
p = 2), les suites (B,,), et (S,), divergent dans L?(0, +00).
En 2002, dans son article [BD3], il montre pourtant que I’hypothése de Riemann est
équivalente a assertion : x € B"et, Il donne une construction explicite, de Balazard,
d’une suite (F,), de B" qui converge vers x dans L?(0,+00) et qui garantit une

certaine vitesse de convergence. Les fonctions F), sont des versions lisses des fonctions
Sy, décrites précédemment.

Notons que la recherche d’une fonction de B qui minimise la norme ||f 4 1||2 améne a
étudier une fonction définie & partir d’une autocorrélation multiplicative de la fonction
partie fractionnaire. Une telle étude fait 'objet de I'article [ BDBLS2]. A la lecture
de cette article, le lecteur pourra se convaincre de la difficulté des problémes soulevés
par cette question.

Nous avons étendu dans [dR2] le théoréme de Beurling et Nyman dans le cas p = 2
aux fonctions de la classe de Selberg. Nous allons dans cet article étendre le résultat
de Béaez-Duarte et Balazard a cette méme classe de fonctions.

Commengons par rappeler la définition de la classe de Selberg S, introduite en
1989 dans [Sel], et qui est conjecturalement l’ensemble des fonctions L de formes
automorphes.
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Définition 1. — On dit qu’une fonction F' appartient a la classe de Selberg S si F’
vérifie les conditions suivantes :

1. Pour Rs > 1, F(s) = >..°  a(n)n™* est une série de Dirichlet absolument
convergente;

2. il existe un entier naturel m tel que (s—1)"™F(s) soit une fonction entiére d’ordre
fini;

3. la fonction F' satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

D(s) =wP(1—3) ou P(s) = Q°A(s)F(s),
avec A(s) = [[;o; T(A\js + p5), Aj > 0, Ry >0, Q> 0 et |w] = 1;

4. pour tout € > 0, a(n) = O(n*);
5. pour Rs assez grand, log F(s) = Y% b(n)n~° ot b(n) = 0 si n n’est pas une
puissance d’un nombre premier et b(n) = O(n?) pour un § < 1/2.

Notations 1. — On note d = 2 E;Zl Aj le degré de F', mp l'ordre du pdle éventuel
de Flen s=1.
On note f la fonction s — f(3).
L’assertion 5 implique que la fonction F' admet un développement en produit Eulérien
de la forme :

F(s) = H Fy(s),

pEP

ot P est 'ensemble des nombres premiers et Fj, est une série de Dirichlet de la forme

Fp(s) = Z:;Xé (k)p_ks-

Les fonctions de la classe de Selberg ont été étudiées dans de nombreux articles
depuis leur introduction en 1989. Le lecteur pourra en particulier consulter I’article
[KPO], dans lequel Kaczorowski et Perelli dressent un bilan de 1’étendue des connais-
sances dans ce domaine en 1997.

On appelle classe de Selberg étendue et on note S# I’ensemble des fonctions F' qui
vérifient les trois premiéres assertions.

On distingue parmi les zéros d’une fonction F' de la classe de Selberg les zéros de la
forme —(n+ p;)/A;, n € N, j € [1,r], que l'on appelle zéros triviaux de F- Les zéros
non triviaux de F' sont de partie réelle comprise entre 0 et 1. La droite d’équation
s = 1/2 est appelée droite critique.

Conjecture 1. — Les zéros non triviaux de F sont de partie réelle égale a 1/2.
C’est ce que 'on appelle hypothése de Riemann généralisée pour la fonction F'.
Afin de caractériser 'hypothése de Riemann généralisée pour une fonction F' de la

classe de Selberg, nous avons introduit dans [dR2] la fonction complémentaire asso-
ciée a F.
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Définition 2. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg. On définit la fonction
complémentaire associée & F par :
R+ C
\I/F : -

x +— Res (%F(s), 1) — > n<z a(n)
On définit également la fonction \I!%l) par \Ifg)(:v) =Up(1l/z).

Nous avons démontré dans larticle [dR2] que ’hypothése de Riemann généralisée
pour une fonction F' de la classe de Selberg était équivalente a la densité d’un sous-
espace de fonctions dans L2(0,1). Plus précisément, on définit le sous-espace de
fonctions suivant :

" 0
BF_{f:tl—)ZCk\IJF<Tk>, n €N, Vke[l,n],cke([:,0<9k§1}.
k=1

Le théoréme que nous avons obtenu est le suivant.

Théoréme I. — Soit F une fonction de la classe de Selberg S. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La fonction F' vérifie I’hypothése de Riemann généralisée;
2. \I/%l) € L?(0,+00) et x € B, ot x est la fonction indicatrice de I'intervalle 0, 1[.

La démonstration de ce théoréme est essentiellement basée sur la formule suivante,
qui nous sera également utile dans cet article

F 1
M‘I’g)(s) — _97 pour 5 < Rs < 1, (1)

ou M f, la transformée de Mellin de f, est définie par
+oo
Mf(s) = / f)rtde.
0

Remarque 1. — Nous avons démontré dans [dR1] que si F est une fonction de la
classe de Selberg de degré strictement inférieur a 4, alors \I/g) € L%(0,+00).

Nous démontrons dans cet article le résultat suivant, qui est une extension du
résultat de Baez-Duarte et Balazard.

Théoréme 11. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg vérifiant ’hypothése
de Riemann généralisée. Si pup(n) désigne le n-iéme coefficient de la série de Dirichlet
F~1, on suppose qu’il existe un réel a < 1/2 tel que pp(n) = O(n®).

Alors, pour N entier supérieur ou égal a 3, la distance dans L?(0,+0c0) entre la
fonction x, indicatrice de l'intervalle ]0, 1], et la fonction

N
t =3 pp(n)e TR U (1 /na),
n=1

ou a désigne une constante dépendant uniquement de F', est O ((log log N )_1/ 3).
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Afin d’obtenir ce résultat, nous étudierons dans la partie 2 'ordre de grandeur des
coeflicients de la série de Dirichlet inverse d’une fonction de la classe de Selberg, puis
nous estimerons dans la partie 3 l'ordre de grandeur du logarithme d’une fonction de
la classe de Selberg. La partie 4 sera enfin consacrée a la démonstration du théoréme
II.

Notons que la démonstration de ce résultat n’utilise pas les théorémes d’analyse
fonctionnelle que les démonstrations précédentes du théoréme de Beurling et Nyman
mettaient en oeuvre.

2. Inverse d’une fonction de la classe de Selberg

Notations 2. — Dans toute la suite, s désignera un nombre complexe de partie
réelle o et de partie imaginaire 7.

2.1. Cas d’une série de Dirichlet quelconque. — La proposition suivante est
apparentée au Satz 4 de [Land] et sa démonstration est quasiment identique a celle
de Landau, nous ne la reproduisons donc pas ici.

Proposition 2.1 (Landau). — Soient n un réel et f une fonction holomorphe sans
zéro dans le demi-plan o > 1. On suppose de plus que f(s) tend vers 1 uniformément
en 7 lorsque o tend vers 'infini et qu’il existe un réel ¢ tel que f(s) = O ((1 + |7])°)
uniformément pour o > n, 7 € R. Alors pour tout § > 0, pour tout € > 0, on a
uniformément pour ¢ > n+det 7 €R:

1

= =0 +][7))7).
f(s)
La proposition suivante est une généralisation du Satz 12 de [Land|.
Proposition 2.2. — Soit F'(s) =}, -, c¢(n)n™° une série de Dirichlet vérifiant :
—c(1l)=1;

— il existe K € R tel que ¢(n) < n’;
— la fonction F' admet un prolongement méromorphe avec un nombre fini de poles
et sans zéro dans un demi-plan de la forme o > 7;
— il existe 79 > 0, et ¢ > 0 tels que F(s) = O((14|7])¢) uniformément pour o > n
et |7| > 7p.
Alors P’abscisse de convergence de la série de Dirichlet 1/F(s) est inférieure ou égale
an.
Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer F méromorphe
dans o > 7, sans pole sur o = 7. Posons G(s) = 1/F(s).
La fonction G est une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o. finie, comme
le démontre Landau dans [Land], Satz 5. Dans le demi-plan ¢ > 7, la fonction G
posséde un prolongement analytique holomorphe. Pour montrer o, < 7, il suffit donc
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de montrer que pour tout € > 0, pour tout o > 1, G(s) = O, (|7|%) et d’appliquer le
théoréme de Landau-Schnee (voir [Te], section 2.2) a la fonction G.

Quitte a considérer F'(s + 1), on peut supposer = 0. On désigne par aq,a2,...,a, les
poles de la fonction F' dans le demi-plan o > 0 et par mq,ma,...,m,, leurs multiplicités
respectives. A chaque pole a;, on associe a; = —a;.

On définit la fonction

(s —a1)™..(s—ay)™

(s —aj)™..(s—as)m’

fs) = F(s)

Soit o > 0 et € > 0. En appliquant la proposition 2.1 a la fonction f, on obtient
1

—— =0+ |7])%).

757 = O+ 171))
La méme majoration vaut pour G(s), ce qui conclut la preuve. O
2.2. Cas de la classe de selberg. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg

étendue telle que a(1) = 1. On écrira pour 0 > 1:

n>1

L’inverse de F' est une série de Dirichlet formelle. Ses coefficients, que ’on note pp(n)
par analogie avec la fonction u de Mobius, sont définis par (voir sections 1.2.3 et 1.2.4

de [Te])
pr(l) =1
1r(n) =34 a<n @(n/dprp(d) (n > 1).
Proposition 2.3. — Soit F une fonction de la classe de Selberg étendue S# vérifiant

I'hypothése de Riemann généralisée et a(1) = 1. Alors F~! est une série de Dirichlet
d’abscisse de convergence o, < 1/2.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 2.2 a la fonction F. O

Remarque 2. — On en déduit immédiatement une premiére estimation des coefli-
cients pp(n) :
Ve >0, pr(n) = O: (n1/2+8) .

Sous une hypothése qui conjecturalement est vraie pour toutes les fonctions de la
classe de Selberg, le théoréme suivant permet d’améliorer cette majoration.

Proposition 2.4. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg. On suppose que
pour tout nombre premier p, Fj,(s)~! est un polynome en p~* de degré r indépendant
de p. Alors pour tout € > 0, pour tout n € N, on a

pr(n) = O (n%).
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1

Démonstration. On peut écrire Fj,(s)~! sous la forme

T

Fy(s)~! = (1 — Ozlﬁppfs) (1 — oznppfs) = Z(_l)i/\éi)pfis

i=0
ot A = > Oy pOjy p--Oj ouri=1,..,7ret A = 1. On notera A\ =0
P = 2ji<ja<..<ji Xir1,pa,p--Qji,p P =L p = L P =

pour ¢ > 7.

Sin = pi'---pim est la décomposition en produit de nombres premiers distincts
de lentier n, on a up(n) = (=1)sr++sm [T, )\I(ff) et
k

[T

i=1

m

IR

=1

lur(n)] <

3

ol on a rangé les s; par ordre croissant (quitte & renuméroter les p;) et ot on a posé
k:=max{l € N,s; <r}.

On définit la série entiére L, par :

T ks
LX) = [ - i X) 7' = 3 alph) X5,
i=1 i=0

En utilisant ’hypothése de Ramanujan, on constate que le rayon de convergence R
de cette série entiére vérifie R > 1. S’il existait un indice ¢ compris entre 1 et r tel
que |ay p| > 1 alors la fonction L, aurait un poéle en O‘i_,; et cela contredirait R > 1.
On a donc pour tout entier 1 < ¢ <r, |a; ,| < 1.

Pour tout nombre premier p et tout entier ¢ compris entre 1 et r, on a

- r
|)‘;(DZ)| < Z |O‘jlypaj2ﬁp"ajiﬁp| < (z)

J1<j2<..<Ji

Ainsi . .
< )\(sz) < r < 2rk < 9Tm <& 2rw(n)
mmm_gpi_gﬁi- S
Oron a : )
ogn
< (1 1) —————

win) < ( +o(1)) loglogn’

donc pp(n) = O ,n°. O

3. Estimation du logarithme d’une fonction de la classe de Selberg
3.1. Majoration de F et F~!. —

Définition 3. — Pour T > 0, on définit Nz (T'), le nombre de zéros s = o +i7 de
F vérifiant
0<o<1,0<7<T.

L’étude de cette fonction a été esquissée dans [Sel| et [BH]. Ces auteurs donnent
la proposition suivante.
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Proposition 3.1. — Pour tout T > 0,
d
Np(T) = 2—T10gT +caT+ O(logT),
T

ol ¢1 est une constante dépendant de F'.
En particulier pour tout 7" > 0,

Np(T+1)— Np(T) =O(log T). (2)

Dans I’établissement des estimations présentées dans les deux propositions suiv-
antes, nous avons suivi ’étude de la fonction ¢ que Titchmarsh a menée dans [T2],
chapitres IX et XIV. Quelques détails mineurs différent cependant et le lecteur pourra
consulter [dRO] pour une démonstration détaillée de ces résultats. Nous donnons donc
ici les résultats qui nous seront utiles, sans démonstration.

Notations 3. — Pour tout ¢ > 3, on notera
logt
L(t) = —28"
loglogt
Proposition 3.2. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg qui vérifie I’hypothése

de Riemann généralisée. Alors il existe une constante K > 0 telle que
log [F'(s)| < KL(|])
uniformément pour o > %

Proposition 3.3. — 1l existe deux constantes positives absolue c¢; et co telles que,
pour tous nombres réels o et 7 vérifiant :

1

T >3, -+ ———

Il = 2 loglog|7]|

on a

3.2. Généralisation a la classe de Selberg d’une inégalité de Burnol. —
Dans son article [Bu2], Burnol donne une majoration uniforme de ((s)/{(s + A) sur
la droite critique. Nous allons ici généraliser cette majoration pour une fonction de
la classe de Selberg.

Proposition 3.4. — Soit F une fonction de la classe de Selberg et A un réel vérifiant
0 < A < 1/3. Supposons que 'hypothése de Riemann généralisée soit vraie pour F.
Alors, sur la droite critique,

F(s)
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Démonstration. Pour Rs = 1/2 et 0 < A < 1/3, on considére la fonction
ga(s)=F(s—A/2)/F(s+ A/2).

Pour A > 0 et R(s) > 1/2, on définit

(s—1—A/2)y"rF(s—A/2) 1

(s =1+ A/2)mrF(s+ A/2) sdA/2”

La fonction h 4 est holomorphe dans {o > 1/2}. Sis=1/2+1iTet 0 < A < 1/3, alors
z=s5+A/2=(1+ A)/2+ it vérifie 1/2 < Rz < 2/3. On a alors, d’aprés 1’équation
fonctionnelle de F et le lemme 2 de [dR1]

ha(s) =

a(o) = |22

_ |H2z-1 A(z) _ d(Rz—1/2)
| g 25l o (),

ou la constante implicite dans le O ne dépend que de F. On a donc sur la droite
critique, uniformément pour 0 < A <1/3

194(5)] = O (|sI*%/2) donc ha(s) = O(1), 3)

On sait d’autre part que lim,_, 1o F(s) = 1, donc il existe Ag > 1, tel que pour
tout o > Ay, pour tout 7 € R, pour tout A tel que 0 < A < 1/3,

F(s + A/2)] > % ot |F(s — A/2)| < 2,

donc
F(s—A/2)
oA <
Comme on a pour o > 1,
mp
s—1—A/2 <1,
s—1+A/2 -

alors pour tout o > Ao, on a la majoration |h(s)| < 4|s|~%4/2 < 4A07dA/2-
Appliquons maintenant le principe de Phragmén-Lindelof & hy entre o1 = 1/2 et
O = Ao.

— Evaluons hy4 en 0.

s—1—A/2\™" 1
ha(s) = <m) gA(S)SdT/Q,

donc, d’apreés ’équation (3), on a uniformément par rapport & 4, 0 < A <1/3,
ha(s) = O(1).

— Evaluons h4 en o9. On sait déja

dA/2

\ha(oo +i7)| < 4]s|74/2 <4A; 7 <4

pour tout A tel que 0 < A <1/3.
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— Evaluons h4 en s tel que o > 1/2.
D’aprés les estimations précédentes et le principe de Phragmén-Lindel6f, pour
1/2 < o < Ag, ha(s) = O(1), uniformément par rapport & A tel que 0 < A <
1/3. Donc finalement h4(s) = O(1), et donc

ga(s) = O(s|"*/?),
uniformément par rapport & A tel que 0 < A<1/3et1/2<0<1/2+4+ A.
Cette estimation est donc vraie en particulier pour o = (1 + A)/2. On pose
z=s8—A/2,on adonc Nz =1/2 et
F(z)
F(z+ A)
uniformément par rapport & A tel que 0 < A < 1/3. 0

= o(:142),

Cette majoration permettra de pallier 'absence de majoration uniforme de
|F(s)]~! pour o > 1/2.

4. Explicitation d’une suite de Br tendant vers y dans L?(0,+00)

Nous allons & présent chercher une suite de Br tendant vers y dans L?(0, +00).
Comme dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, on peut définir la suite “naturelle”
de la fagon suivante.

Surlt) = 3 (k)0 (k).
k=1

Baez-Duarte a cependant démontré dans [BD2| que la suite S, ¢ diverge dans
L?(0,+0c0). Nous devrons donc nous intéresser 4 une autre suite et nous utiliserons
un procédé de construction analogue a celui que Baez-Duarte expose dans [BD3].

Nous allons utiliser le lemme suivant, corollaire de la formule de Perron (voir [Te],
§2.1). Sa démonstration étant identique a celle du corollaire 2.1 de [Te], nous ne la
reproduisons pas ici.

Lemme 1. — Soit
—+o0

J— Cn
n=1
une série de Dirichlet d’abscisse de convergence absolue finie o,. On suppose I’existence
de deux réels strictement positifs K et ¢ tels que o, < 1+ € et pour tout n € N:

len] < Knf.

Soit z = u+iv un complexe tel que 0 < u < 1. Alors pour tout N > T > 2, N entier,

on a -
- 1 c+1 N Nl-l—a—u

n* 2m c—iT S

log N) ,
n<N
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ouc:=14+e—u+1/log3N. Les constantes implicites dans le O ne dépendent que
de ¢ et K.

Proposition 4.1. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg. Supposons qu’il
existe un réel o < 1/2 tel que pp(n) = O(n®). Alors il existe deux constantes positives
a et b ne dépendant que de F' et « telles que, pour tous réels ¢, § > 0 et tout entier
N > e? verifiant

a 1
— <5<,
loglogN — = 2
on ait uniformément
1
uen) FON~"3 exp (b(L(1)))).

ettt F(3+0+it)
Démonstration.

Dans toute cette démonstration, les constantes implicites dans les O ne dépendront
que de la fonction F et de la constante .

La fonction F~! est la série de Dirichlet d’abscisse de convergence absolue o, < 1+¢

suivante :
= pr(n)
Fls) = B
nS
n=1

On lui applique le lemme 1. Si z =1/2+ 6 4 it avec 0 < § < 1/2, alors pour tout
entier NV et tout réel T tel que N > T > 2, on a

1 c+iT N* Nl+576
Z pr(n) ——/ Fl(s+2) ds—i—O(%logN),

= " 2im Jo_ir s

ol c:=1%+¢e—35+1/log3N.
On supposera N > Ny = Ny(F,e) ot Ny est une constante assez grande.

Déplagons a présent le segment d’intégration a Pabscisse ¢/ = —§/2 en appliquant
le théoréme des résidus. On obtient :

1 c+iT N$ 1 ¢ +iT NS
— F~ s+ 2) ds:F(z)fl—l—f/ F~ s+ 2)—ds
2im Jo_ir S 2T .

/T S
1 o' —iT s 1 c+iT Ns
+— F s+ 2)—ds+ — F~ (s 4+ 2)—ds.
2im Jo_ir S 2 Jo S

Notons I1(T), Is(T) et I3(T) les intégrales du membre de droite. On a donc

3 _“Z(Z”) = F(2)"' + L(T) + I(T) + I(T) + O (%Hlog@ NG
n<N

Nous allons & présent traiter séparément les cas [t| < N1/2%< et [¢t| > N1/2+e,



APPROCHE SEQUENTIELLE DE HRG 13
- Si |t < N1/2%e on choisit T = 2N'/2t¢ ce que I'on peut faire si ’'on suppose
g < 1/2. On a alors

——logN =0O(N%log N) = O(N~9/3)

donc

3 “2&") = F(2)"' + I,(T) + L(T) + I3(T) + O (N*‘W) .
n<N
Majorons les intégrales horizontales I et I5:
Observons tout d’abord qu’avec nos hypothéses, on a :
N1/2+5 < |T—|—t| < 3N1/2+a

et donc
1 1 2

< <
loglog|t + 7| ~ loglog N +1log(1/2) ~ loglog N
si on suppose N > e*. Ainsi, si s parcourt les chemins sur lequels I et I3 sont

définis, si a > 4cq, alors

—_

§R(+)>1+5>1+ - >+
s+ z — > > =
—2 272 2loglogN — 2
et d’apreés la proposition 3.3, on a

|F(s + 2)| 7! < e@LUH7D) « ge2£(N)/2,

C1
loglog |t + 7|

On a donc
N1/2+e—-6+1/log 3N

< N—5+O(1/loglogN) < N—6/3
log N ’

I, Ty < o exp (O(L(N)))

si Ny est assez grand.
Reste & majorer 'intégrale I;. Pour cela, on divise le segment
[¢ —iT,c 4+ iT)] en deux parties, respectivement définies par
[t 4+ 7| < eVIeN et |t 4 7| > eVI8 N,
On note I;; (resp. I12), intégrale sur la premiére (resp. seconde) partie.
Sur la premiére partie, d’aprés la proposition 3.3,

F~l(s +2) < exp (O(L(|t + 7))
< exp (O(\/logN/ log \/10gN)) < exp (O(\/logN)) ,

~5/2

et donc

I <

exp (O (\/@)) < N7/3,

La constante implicite ne dépend que de F' et de €.
Sur la seconde partie, on a encore

5 1 261

1 C1
R > 4> 44— >
(S+Z)_2+ _2+10g10gN_

1
2 2 * loglog |t + 7]
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donc d’aprés la proposition 3.3,

F (s +2) <exp (O(L(|t +7]))) < exp (O (log N/ loglog N)) .

c/+iT d
/ —S| < log N,
c—ir 18]

on a quitte a choisir a assez grand,

Iy < N7%21og N exp (O (log N/ loglog N)) < N~9/3,

Comme

ce qui conclut la démonstration dans ce premier cas.
— Si [t| > NY/2*2 on applique I'équation (4) en choisissant 7 = 2 N1/2*¢. On
obtient
Z pr(n)
nZ

n<N

=F() '+ 0(T) + L(T) + I5(T) + O (N,(;/g) _

Remarquons que l'on a |t 4+ 7| < |t| sur tous les segments d’intégration.
Majorons les intégrales horizontales I} et I}:

I 1 o(c N%+€_5+logﬁ
— My —
b < 3 e OL()

Pour 7, on raisonne comme précédement, on obtient

I < N™Pexp (O(L(t)))) ,

< N=3exp (O(L(|t]))) -

ce qui conclut la démonstration. O
Proposition 4.2. — Soit F une fonction de la classe de Selberg vérifiant I’hypothése
de Riemann généralisée. On a uniformément pour 0 < A < 1/(2d),

2
/ P 1} @ < A%3,
wa=1/2 | F(2 + A) |2|

Démonstration. D’apreés la proposition 3.4, sur la droite critique on a
‘ F(s)
F(s+ A)

uniformément par rapport a A tel que 0 < A < 1/2. On peut donc supposer A

inférieur a une constante positive donnée au préalable, le résultat étant trivial dans
le cas contraire.

= O(|s|""/?),

On notera v la partie imaginaire d’un zéro générique de F'.
Soit § tel que 0 < § <1, et
E, = U[’y — 0,7+ 0); B2 :=R\E.
%
Site Ey et A<1/(2d), d’apres la proposition 3.4, on a pour z = 1/2+ it :
} F(z)

7o+ ay| = O
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Par conséquent,

< ZM 32 « 8

/;HEI % - 1} ||dZ|

car d’apres la formule (2), la somme ) 3/
Site Es, ona

1 1 AR (1
1ogF<§+it> —logF(§+A+it) :—/0 v (E—I—x—l-it)d:z:.

Le lemme « de [T2], section 3.9, permet de montrer que si p = (4 iy parcourt les

3/2 converge.

zéros de F, on a uniformément pour —1 < ¢ < 2, la formule :
1
|7—~[<1

Pour 0 <z < A, on a donc

F /1 1

— = it | = ——— + O(log(|t| + 3

= (5roit) X iy Olosll )

—I<

< 6 tog(|t] + 3),

en utilisant (2). Ainsi,
log F ( —I—zt) log F ( +A+zt> < A5 log(|t] + 3).

En utilisant I'inégalité |e* — 1| < |z|el*!, on en déeduit
_Fls)
F(s+ A)

ot ¢’ est une constante positive absolue. Par conséquent,

/ F(z) ? |dz|
+iEs

F(z+ A) 122
pourvu que A < §/4¢, ce que nous supposerons. On choisit § = A%/3 pour conclure,
ce qui est possible si 'on suppose A < (1/4c’)3. a

1‘ < A6 log(Jt] + 3)(Jt| + 3)°47°,

~1 < A257210g?(|t| + 3)(Jt| + 3)2° 4072 « A%572,

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du théoréme II donné en
introduction.
Démonstration. Posons

N
fan(z Z

n=1

D’apres (1), pour 1/2 < Rz < 1, on a

Mfan(z) = FiZ) < iii@) :

n=1

r(1/nx).

=
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On sait par ailleurs que pour Rz > 0,

1
Mx(z) = -
D’aprés le théoréme de Plancherel, on a donc:
" pup(n) [ jaz)
wr(n z
lax—xP= [ |F@) -1
Rz=1/2 ,;1 n=ta |22
N 2 2
pr(n) 1\ | ldz] F(z) |dz|
< 2/ F(2) —F(z+ A) T2 —_ = —
Rz=1/2 <n_1 n#tA |2|? we=1/2 | F'(2 + A) |2|?

car pour tout réels o, 3, on a (a + 3)? < 2(a? + $%). D’aprés la proposition 4.1, si
A >a/loglog N, on a

N
pr(n)
anrA
n=1

—F(z+A) =0 (N_A/3 exp(bﬁ(t))) )

d’autre part, d’aprés la proposition 3.2, on a

[F(2)] = exp (O(L(1)))

N 2
F(z) ( pr(n) —F(2+A)1>‘ |dz]

netA 2|2

donc

~/9?z_1/2

—+oo
< N72A/3/ LO(L(1)) de « N-24/3,
_ 3412

n=1

oo

D’aprés la proposition 4.2, on a

~/§Rz—1/2

|[fan — x> < N724/3 4 A%/3,
On choisit A = a/loglog N. On a alors le résultat cherché. O
On en déduit du théoréme II le corollaire suivant :

2
|dz| < A%3,
|2[?

F(z—i—A)_l

On a donc finalement

Corollaire 1. — Soit F une fonction de la classe de Selberg. On suppose qu’il existe
un réel a < 1/2 tel que pp(n) = O(n®), ou les pp(n) sont les coefficients de la série
de Dirichlet F~1.
Alors 'hypothése de Riemann pour F est équivalente & la propriété :

\Ilg,;l) € L?(0,+00) et x € Bp"™,

nat est le sous-ensemble des fonctions f de B, définies sur RT* par :

n 1 .
(@) .—;Ck\PF (E)’ n € N* ¢, eC.

ou BF
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