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UNE APPROCHE SEQUENTIELLE DE L’HYPOTHESE DE
RIEMANN GENERALISEE

par

Anne de Roton

Résumé. — Une généralisation du théoréme de Beurling et Nyman établit que
I’hypothése de Riemann pour une fonction F' de la classe de Selberg est équivalente
a 'appartenance de la fonction X, indicatrice de l'intervalle ]0, 1[ & 'adhérence d’un
sous-espace de fonctions By dans I'espace L2(0, +00). Dans cet article, 'auteur étend
aux fonctions F' de la classe de Selberg un résultat de Baez-Duarte en donnant une
construction d’une suite de Br qui, sous ’hypothése de Riemann pour la fonction F,
converge dans L?(0,+oo) vers la fonction x.

Abstract (An approach of generalised Riemann hypothesis throught se-
quences)

A generalisation of the Beurling and Nyman criterion implies that the Riemann
hypothesis for a function F' in the Selberg class is equivalent to the statement that
X, the caracteristic function of (0,1) belongs to the adherence in L2(0,+o0) of a
subspace Br. In this article, the author generalises a result of Baez-Duarte to the
Selberg class and gives a construction of some sequence of Br converging to x in
L2(0,4+00) under Riemann hypothesis for F.

1. Présentation des résultats; historique

Le théoréme de Beurling et Nyman (cf [Be| et [BS1] pour une analyse) établit une
correspondance entre des régions sans zéro de la fonction ¢ de Riemann et la densité
de l'espace de fonctions B suivant

~ n 0y n

B= tH;Ck{t},TLEN, c, € C, O<0k§1,éck0k—0 ,
ou {.} représente la fonction partie fractionnaire.
Il établit en particulier que pour tout nombre réel p > 1, I’absence de zéro de ¢ dans
le demi-plan R(s) > 1/p est équivalente a 'appartenance de la fonction x indicatrice
de l'intervalle 0, 1[ & adhérence de B dans L?(0,1). Bercovici et Foias étendent dans

[BF] ce résultat au cas p = 1.
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L’étude des régions sans zéro de la fonction ¢ de Riemann est donc liée a la recherche
de suites ( f,,)n de fonctions de B telles que la norme ||x— f,||, tende vers 0. La formule
Y opeq (k) {1/kt} = —1 pour 0 < t < 1, issue de formules classiques sur la fonction x
de Mobius, conduit naturellement a considérer les sommes partielles

Sult) = = ulk){1/kt}.
k=1

Dans [BD1], Baez-Duarte modifie les fonctions (S,,), pour obtenir des fonctions B,
de B qui, sous ’hypothése de non-annulation de ¢ dans le demi-plan {Res > 1/p},
convergent vers x dans l'espace L"(0,1) pour tout réel r vérifiant 1 < r < 2 — 1/p.
Balazard et Saias montrent dans [BS1] que cette hypothése de non-annulation est en
fait équivalente a la convergence de la suite de fonctions (By,), vers x dans L"(0, 1)
pour tout r vérifiant 0 < r < p.

Nous nous intéressons dans cet article au cas p = 2, essentiellement dii & Nyman
et détaille dans [BS2|, du théoréme de Beurling et Nyman qui fournit, par symétrie
des zéros de ¢, un critére d’analyse fonctionnelle pour ’hypothése de Riemann (HR).

Notant B l’ensemble des fonctions de la forme

n
fit) = ch {9:}7 avecn € Nyep, € C,0 < 0 <1,
k=1

les auteurs de [BDBLS| reformulent ce critére dans L?(0, 4+00) : HR est équivalente
a lappartenance de la fonction x & 'adhérence de B dans L?(0,+00). Baez-Duarte
démontre dans l'article [BD2] que, méme sous HR, les suites naturelles (B,,), et
(Sy)n divergent dans L?(0, +00). En lissant la suite (.S,,),, il parvient néanmoins dans
[BD3] & construire une suite (F,), de B qui converge vers y dans L%(0,+c0). La
construction explicite de cette suite, qui garantit une certaine vitesse de convergence,
est die & Balazard. Baez-Duarte démontre ainsi que I’hypothése de Riemann est
équivalente & Passertion : y € Brat ou B désigne le sous-espace des fonctions de B
pour lesquelles les 05 sont des inverses d’entiers positifs.

Nous avons étendu dans [dR2] le théoréme de Beurling et Nyman dans le cas p = 2
aux fonctions de la classe de Selberg. Nous allons dans cet article étendre le résultat
de Baez-Duarte et Balazard, présenté dans [BD3] a cette méme classe de fonctions.

Commengons par rappeler la définition de la classe de Selberg .5, introduite en
1989 dans [S], et qui est conjecturalement ’ensemble des fonctions L de formes auto-
morphes.

Définition 1. — On dit qu’une fonction F appartient a la classe de Selberg S si F
vérifie les conditions suivantes :

1. Pour Rs > 1, F(s) = > .2 a(n)n™* est une série de Dirichlet absolument
convergente;
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2. il existe un entier naturel m tel que (s — 1)™F(s) soit une fonction entiére
d’ordre fini;
3. la fonction F satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

O(s) =wd(l —3) ou P(s) = Q°A(s)F(s),
avec A(s) =T  T(A\js +p5), Aj >0, Ry >0, Q>0 et w| =1;

4. pour tout € > 0, il existe un réel M (e) tel que |a(n)| < M(e)n®;

= :z b(n)n=*% ot b(n) = 0 si n n'est pas une

5. pour RNs assez grand, log F(s)
puissance d’un nombre premier et b(n) = O(n?) pour un 6 < 1/2.

Etudiée dans de nombreux articles, la classe de Selberg est en particulier 1’objet
dans [KPO] d’un survol de Kaczorowski et Perelli.

Notations 1. — On note d = 22;11 Aj le degré de F', mp l'ordre du pole éventuel
de F ens=1 et f la fonction s — f(3).
L’assertion 5 implique que la fonction F' admet un développement en produit Eulérien

de la forme F'(s) = [[,cp Fp(s), ot P est l’ensemble des nombres premiers et
Fy(s) = 3202 Blk)p*.

On distingue parmi les zéros d’une fonction F' de la classe de Selberg les zéros de la
forme —(n + p;)/Aj, n € N, j € [1,7], que Pon appelle zéros triviaux de F- Les zéros
non triviaux de F sont de partie réelle comprise entre 0 et 1. La droite d’équation
Rs = 1/2 est appelée droite critique.

Conjecture 1. — Les zéros non triviauz de F sont de partie réelle égale a 1/2.
C’est ce que 'on appelle hypothése de Riemann généralisée pour la fonction F(HRG).

Afin de caractériser 'hypothése de Riemann généralisée pour une fonction F' de la
classe de Selberg, nous définissons la fonction complémentaire associée & F' par

Rt — C
z  +— Res (%SF(S), 1) — > <z @(n),
(1)

par ¥’ (z) = ¥p(1/z) et le sous-espace de fonctions suivant :

\I/FZ

la fonction \Ilg)

- 0
sz{f:tHZCk\IJF <tk>’ n €N, Vke[l,n],ckec,0<0k§1}.
k=1

Nous avons démontré dans [dR2] que pour une fonction F de S, (HRG) est équiv-
alente &
v e L2(0, +00) et x € Bp.

La démonstration de ce résultat est essentiellement basée sur la formule suivante.

Mud(s) = - 1)

1
, pour 5 < Rs < 1, (1)
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ou Mf, la transformée de Mellin de f, est définie par M f(s) = 0+°° f(Hts~tdt. La
condition \P(Fl) € L*(0,400) est vérifiée pour les fonctions F de S de degré d < 4 (voir
[dR1]).

Nous démontrons dans cet article le résultat suivant, qui est une extension du

résultat de Baez-Duarte et Balazard.

Théoréeme I. — Soit F une fonction de la classe de Selberg vérifiant I’hypothése de
Riemann généralisée. Notons (a='(n))n>1 les coefficients de sa série de Dirichlet
inverse F~1. Alors il existe un entier positif Ny tel que pour tout entier N > Ny,
la distance dans L?(0,+00) entre la fonction x, indicatrice de l’intervalle |0, 1], et la
fonction

N
log n
2 = Y a7 (n)e " EEET W1 /na),
n=1
ot a désigne une constante dépendant uniquement de F, est O ((log log N)_1/3).
Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg. Alors l’hypothése de
Riemann pour F' est équivalente a la propriété :

v € 12(0,+00) et y € B,

nat

ot BF™* est le sous-ensemble des fonctions f de Br, définies sur R™* par :

- 1
= R4 — * .
f(@) ;ck F(kt)’neN’ckEC

Afin d’obtenir ces résultats, nous étudierons dans la partie 2 'ordre de grandeur
de I'inverse d’une fonction F de S ainsi que des coefficients a=1(n). La partie 3 sera
consacrée a la démonstration du théoréme I.

Notations 2. — Dans toute la suite, s désignera un nombre complexe de partie réelle
o et de partie imaginaire T et F sera une fonction de S. De plus, les constantes
implicites dans les notations O et < ne dépendront que de la fonction F.

L’auteur souhaite remercier chaleureusement Michel Balazard qui a encadré ce tra-
vail en thése ainsi que Bruno Martin et Alberto Perelli pour des conversations math-
ématiques éclairantes. Elle exprime également ici sa gratitude & I’égard du "lecteur-
arbitre" anonyme auquel la forme finale de cet article doit beaucoup.
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2. Inverse d’une fonction de la classe de Selberg

L’inverse de F est une série de Dirichlet formelle dont les coefficients, que I’on note
a~t(n), sont définis par (voir sections 1.2.3 et 1.2.4 de [Te|)

a (1) =1
{ a1 () = Yy en aln/d)a(d) (0> 1) ®

2.1. Ordre de grandeur des coefficients. — Les axiomes 4 et 5 et la relation
(2) permettent d’obtenir, a 'aide de démonstrations par récurrence, des majorations
de la taille des coefficients a=!(n). On obtient ainsi pour tout € > 0, la majoration
la=1(n)| <. n'**=. La proposition suivante permet d’améliorer cette majoration si
on suppose que la fonction F' vérifie 'hypothése de Riemann généralisée. Elle est en
fait valable méme si 'axiome 4 de la définition de S n’est pas vérifié.

Proposition 2.1. — Soit F' une fonction de la classe de Selberg vérifiant I’hypothése
de Riemann généralisée. Alors F~! est une série de Dirichlet d’abscisse de conver-
gence 0. < 1/2. On a donc en particulier

Ve >0, a (n) =0, <n1/2+5) . (3)

Démonstration. La fonction F~! est holomorphe dans le demi-plan o > 1/2.
D’aprés |L], Satz 5, F~! est une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o finie.
Une application d’un lemme similaire au Satz 4 de [L] & la fonction

o) = £ (55 1)

qui est holomorphe sans zéro dans le demi-plan o > 1/2, tend vers 1 uniformément en
7 lorsque o tend vers Uinfini et vérifie que pour tout § > 0, il existe un réel ¢ = ¢(4)
tel que h(s) = O ((1 + |7])¢) uniformément pour o > 1/2+ § et 7 € R, fournit pour
tout € > 0 la majoration

1/h(s) =0 ((L+|7)°) (o >1/2).
La méme majoration vaut pour F~! et on peut donc conclure en appliquant le
théoréme de Landau-Schnee (voir [Te|, section 11.2.2) a la fonction F~1. O

Sous ’hypothése, conjecturalement vraie pour toutes les fonctions F' de la classe de
Selberg, que pour tout nombre premier p, F,(s)~! est un polynéme en p~* de degré

r indépendant de p, on peut montrer par des arguments classiques
Ve > 0,Vn € N,a™ ' (n) = O, (nf). (4)
Cette majoration de la taille des coefficients a=!(n) est en fait valable incondition-

nellement pour des entiers criblés, comme atteste le lemma 1 de [KP1]|. Ainsi pour
tout € > 0, il existe z(g) > 0 tel que

(n,P(2(¢))) = 1 = |a"(n)| < n°, avec P(z) = Hp. (5)

p<z
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Cette majoration et un argument semblable & celui de R. Murty dans sa démonstra-
tion d'une majoration de b(p*) dans [M] permettent d’obtenir la majoration suivante.
Ce résultat sera publié dans le livre [KP2], actuellement en cours d’écriture. Cet ou-
vrage n’étant pas encore disponible, nous donnons ici une démonstration succincte de
cette majoration.

Proposition 2.2. — Pour tout réel § > 0, il existe une constante positive C, ne
dépendant que de 3 et 0 tels que pour tout entier positif n, on ait

la=(n)| < CnP,
ot 0 < 1/2 est défini a axiome 5 de la classe de Selbery.

Démonstration. Soit 3 un réel vérifiant § < 3 et H un réel tel que |b(n)| < Hn?
pour tout entier positif n. La majoration (5) de [KP1] assure l'existence d’un réel
z = z(p) tel que pour tout entier positif n premier avec z, on ait |a=1(n)| < nP.

Montrons & présent qu’il existe une constante positive K telle pour tout nombre
premier p et tout entier naturel m, on ait |a~!(p™)| < Kp™?. Le fait que la suite

(a=1(n)), soit multiplicative permet alors de conclure puisque I'on a
la=t(n)] < K*P)ns.

Un calcul de la dérivée logarithmique de F~! permet d’obtenir pour tout nombre
premier p et tout entier m > 1 I'égalité suivante.

ma” ' (p™) = =Y _kb(p*)a~ (p" ). (6)
k=1

Fixons & présent le nombre premier p. Une récurrence sur m et la majoration de
'axiome 5 permettent d’obtenir la majoration |a=(p™)| < Apup™ ot (Am)m est
défini par Ag =1 et pour m > 1,

MAm =HY kAp . (7)

k=1

La relation de récurrence (7) permet de calculer la série génératrice associée a la

suite (Am)m
A(z) := E Apnz™ = exp <1HZ ) ,
—z

m>0

donc d’obtenir I'expression suivante de A,, pour m > 1,
m
m—1\ H"
a=3 (M)
n=0
L’utilisation de la formule de Stirling réelle assure alors ’existence d’une constante

positive A ne dépendant que de H telle que pour tout nombre premier p et tout entier

naturel m, on ait
|a—1(pm)| < Ae4\/Hmpm9.
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La suite (Ae*VHm2=me)  étant bornée, on obtient bien le résultat annoncé. |

2.2. Majoration de l’inverse d’une fonction de S. —

2.2.1. Majorations classiques. — Commengons par donner quelques estimations clas-
siques, dont les démonstrations sont analogues a celles de ’étude de la fonction ¢ que
Titchmarsh a menée dans [T1i], chapitres IX et XIV. Le lecteur pourra consulter [dRO]
pour une démonstration détaillée de ces résultats.

Définition 2. — Pour T > 0, on définit Np(T), le nombre de zéros p = 3 + iy de
F vérifiant 0 < 8 <1let0<~y<T.

On a classiquement
Np(T+1)— Np(T) =0(logT) (T > 0). (8)
Notations 3. — Pour tout réel t, on note
co- 2y
Si F' vérifie HRG, alors

— il existe une constante k1 > 0 telle que
|F(o +i7)| < eF£(m) (9)

— il existe une constante kg > 0 telle que
|F (0 +i7)| 7 < ek2£(0/(0=1/2) (10)

pour 1/2 <o <1et|7] > 3;
— il existe deux constantes positives absolue ¢y et cs telles que, pour tous nombres
réels o et T vérifiant :

1 C1
>3, -4 ———<o<1
I =3, 2 + log log |7 =7=5
on a
|F(o +i7)| 7! < e2£(T), (11)

2.2.2. Majoration du quotient F(s)/F(s + A) sur la droite critique. — Dans son
article [Bu], Burnol donne une majoration uniforme de ((s)/((s+ A) sur la droite
critique. Nous allons ici généraliser cette majoration pour une fonction de la classe
de Selberg.

Proposition 2.3. — Soit F une fonction de la classe de Selberg vérifiant HRG et A
un réel vérifiant 0 < A < 1/2. Alors, sur la droite critique, on a
‘ F(z)

e z /2.
F(z+A)“O(| [#4%)
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Démonstration. Soit 0 < A < 1/2. Pour R(s) > 1/2, on considére la fonction
(s—1—A/2)y"FF(s—A/2) 1

(s =1+ A/2)mr F(s+ A/2) sd4/2’
—Sis=1/2+ir,alors z:=s+ A/2 = (1+ A)/2 + i vérifie 1/2 < Rz < 3/4 et

en utilisant I’équation fonctionnelle de F et le lemme 3.2 de [dR1], on obtient :

_ ‘sz—1Aﬁ(i)Z)‘ -0 (|Z‘d(§Rz—l/2)> -0 <|S|dA/2> :

hA(S) =

‘F(S—A/Z)’ _ ’F(l —2)
F(s+AJ2) F(2)

ou les constantes implicites ne dépendent que de F. On a donc ha(s) = O(1)
sur la droite critique, uniformément pour 0 < A < 1/2.

— D’autre part, lim,_, 1o F'(s) = 1, donc il existe Ay > 1, tel que pour tout o > Ag
et tout 7 € R, on ait

’F(s — A)2)

A2 < 4 done |h < 45792 < gA TN < g
P | < 4 done [ha()] < a4 < 4y <

Appliquant le principe de Phragmén-Lindel6f a la fonction h 4, holomorphe dans {o >
1/2} entre {fs = 1/2} et {Rs = Ay}, on obtient h4(s) = O(1) uniformément pour A
telque 0 < A <1/2etstel que 1/2 < o < Ag. En particulier, pour s = (1+A4) /2447
et donc z=s—A/2=1/2+ir, on a

‘ F(2)

e | ~ 00

uniformément par rapport a A tel que 0 < A < 1/2. O
Cette majoration permettra de pallier 'absence de majoration uniforme de
|F(s)|~! pour o > 1/2.

3. Explicitation d’une suite de Br tendant vers y dans L?(0, +oc)

Comme dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, on définit la suite “naturelle”
Sup(t) =3 a (k) (kt)
k=1

et on la modifie par un procédé de construction analogue & celui que Baez-Duarte
expose dans [BD3] afin d’obtenir une suite convergente de L?(0, 4+00).

Proposition 3.1. — Soit F une fonction de la classe de Selberg vérifiant HRG. Alors
il existe deux constantes positives a et b et un entier naturel No ne dépendant que de
F tels que, pour tous réels t, § > 0 et tout entier N > Ny vérifiant

a 1
— <5< =
loglogN —  — 2
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on ait uniformément

ail n
2 e T O e G Ew))

Démonstration. Dans cette démonstration, Ny sera un entier assez grand et 6 un
réel tel que 0 < 6 < 1/2 . D’aprés la proposition 2.2, il existe o €]0,1/2[ et C > 0
tels que a~*(n)| < Cn®.

Les axiomes 4 et 5 assurent que la fonction F~! est une série de Dirichlet d’abscisse
de convergence absolue o, < 1.

En lui appliquant la formule de Perron effective (théoréme I11.2.3 de [Te]), puis un
calcul classique semblable a celui de la démonstration du corollaire I1.2.4 de [Te], on
obtient pour z = 1/2+ 6§ +it, c = 2+ + a — § 4+ 1/log 3N et pour tout entier N et tout
réel T tel que N > T > 2,

-1 1 c+iT NS Nl—i-a—é
I (n) Fls+2)ds+0 | logN |,

= " 2 Jo_ir s T

o c:=3+a—7d+1/log3N.
On supposera N > Ny = No(F, «).

Déplagons & présent le segment d’intégration a Pabscisse ¢/ = —§/2 en appliquant
le théoréme des résidus. On obtient :
-1 Nl—o—a—é
Z“Z("):F(z)—1+11—1_+1++0<2T1ogzv : (12)
n<N n
ou
1 ctiT Ns cl-‘riT Ns
Iy =— F i s+z)—dset [} = — F~ (s +2)—ds.
2 o +iT S A% o —iT S

— Si |t| < NY/2*e on choisit T = 2N'/2**, Le reste dans (12) est alors O(N~9/3).
Sur les segments horizontaux, on a N/2ta < |7 + t| et donc, si a > 4cp et
N > Ny, alors

a 1 c1

1
T S O T
5t 2loglog N ~— 2 + loglog |t + 7|

R(s+2z) >
et d’aprés (11), on a
|F(S+Z)|_1 < eczﬁ(\t—&-ﬂ) < eQCzL(N).
La contribution des segments horizontaux est donc, pour Ny assez grand
N1/2+a=6+1/log3N

log N

1
< 7 exp (O(L(N))) < N0/ loglogN) o N=0/3,
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La majoration (10) permet de majorer la contribution des 7 € [¢/ —iT, ¢/ +iT]
vérifiant |t + 7| < eV'e N par

N—5/2
O( exp (O (VlogN))) = O(N™/3).
)
Sur le reste de l'intervalle [¢' — T, ¢ + T, on utilise (11) qui donne

F~' (s 4+ 2) < exp (O(L(|t + 7)) < exp (O (log N/ log log ).

c+iT d
/ M < log N,

c—ir 18|

Comme

quitte a choisir a assez grand, on a une contribution de ces termes
< N79/2]og N exp (O (L(N))) < N79/3,

ce qui conclut la démonstration dans ce premier cas.

— Si |t| > NY/2*2 on applique I'équation (12) en choisissant 7' = L N1/2+ En
remarquant que lon a [t + 7| =< |t| sur tous les segments d’intégration, un
raisonnement analogue au précédent permet de conclure la preuve. O

Proposition 3.2. — Soit F une fonction de la classe de Selberg vérifiant HRG. On
a uniformément pour 0 < A < 1/(2d),

R2=1/2

F(z+ A)
Démonstration. D’aprés la proposition 2.3, sur la droite critique on a
F(z)
F(z+ A)
uniformément par rapport & A tel que 0 < A < 1/2. On peut donc supposer A

2
Idz] < A%/3,
|22

= 0(]=""),

inférieur & une constante positive donnée au préalable, le résultat étant trivial dans
le cas contraire.
On note 7 la partie imaginaire d’'un zéro générique de F.
Soit 0 tel que 0 <0 <1, et By :=J, [y — 8,7+ 3]s Eo:=R\Eq.
Site By et A<1/(2d), la proposition 2.3 et la formule (8) donnent, pour z =

1/2 4 it :
/§+iE1

D’autre part, avec le lemme « de [Ti], section 3.9 et la formule (8), on obtient pour
0<x<AetteFE,:

F(z) 2

F(z+ A)

dz _
||Z|2 <Y <.
vy

F /1 1
e — ) = R — 1 711
7 (2 +z+ zt) tzﬂ:q it =) + O(log(Jt| +3)) < 0~ log(|t] + 3),
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donc
F (5 +it) AR (1
log | —42—"—~ :—/ =5+ +'t>d < A5~ log(|t| + 3).
Og(F(§+A+z‘t) 0 F(z vl og(lt] +3)
En utilisant I'inégalité |e* — 1| < |ule!"!, on en déduit
B
F(z+ A)

ot ¢’ est une constante positive absolue. Par conséquent,
2
F(z dz /
/ ( ) | 2| < A2572 / log2(|t| + 3)(‘t| + 3)2c A/5—2 < A2672’
Lyim, | F(z+A) £ R
pourvu que A < §/4¢, ce que nous supposerons. On choisit § = A2/3 pour conclure,
ce qui est possible si 'on suppose A < (1/4¢ )3. |

< A5V log([t] + 3)([t] + 3) 4/,

-1

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du théoréme I donné en in-
troduction.
Démonstration. Posons

_ s~al(n)
fan(z) = Z v Up(l/nx).

n=1

D’aprés (1), pour 1/2 < Rz < 1, 0n a

wmmw@=}1”<23il?>-

n=1

Par ailleurs, pour Rz > 0, on a Mx(z) = —1/z. Le théoréme de Plancherel donne
donc

N —1(n ’ z
Fz)) 2 (n) _ | Idz|

nz—i—A |Z|2

HMW—MF:/
Rz=1/2 n—1
F(z) ? |dz|

) |z
<2 F(z —F(z+A)™! —+2/ —
[, ()<§:7ww4 S ) PV fpms [ FG+ ) | P

n=1
en utilisant (X + Y)? < 2(X? + Y?2). D’aprés la proposition 3.1, si A > a/loglog N
et 2=1/2+4it,on a

N

S p

nz-l—A

=0 (N*A/B exp(b,c(t)))

n=1

et d’aprés (9), on a |F(z)| = exp (O(L(t))), donc

/ F(2) g: ) pgay
Rz=1/2 n#tA

n=1
—+o0

< N—2A/3/ (OO _ de < N-24/3.
—o 7 +t?

2
|dz|

|22
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En utilisant la proposition 3.2, on obtient donc
||fA,N 7X||2 < N72A/3+A2/3.
Le choix A = a/loglog N permet de conclure. |
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