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Résumé: Soit D un espace hermitien symétrique de type tube, de frontiere
de Shilov S. Nous décrivons une réalisation du revétement universel S de S.
Nous construisons ensuite sur S une primitive du cocycle de Maslov généralisé
tel que défini dans [Transform. Groups 6 (2001), 303-320] et [J. Math. Pures
Appl. 83 (2004), 99-114]. C’est I’analogue de 'indice de Souriau pour la variété
lagrangienne. Une variante de cette construction généralise 'indice d’Arnold-
Leray-Maslov. Enfin, nous utilisons cette primitive pour généraliser la notion de
nombre de rotation symplectique.

Abstract : Let D be a Hermitian symmetric space of tube type, and let S be
its Shilov boundary. We give a realization of the universal covering S of S. Then
we describe on S a primitive for the generalized Maslov cocycle as defined in
[ Transform. Groups 6 (2001), 303-320] and [J. Math. Pures Appl. 83 (2004), 99-
114]. Tt generalizes the Souriau index in the case of the Lagrangian manifold. A
variation of this construction yields a generalization of the Arnold-Leray-Maslov
index. This primitive is used to generalize the symplectic rotation number.
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1 Introduction

Soit (E,w) un espace symplectique réel, de dimension 2r. Un lagrangien est
un sous-espace totalement isotrope (pour la forme w) de dimension maximale
(égale & 7). L’ensemble des lagrangiens de E, noté S, est naturellement muni
d’une structure de variété compacte et est appelé la variété lagrangienne. Le
groupe symplectique G = Sp(FE) opeére transitivement sur S.

A un triplet de lagrangiens (Iy,l2,l3), on associe son indice de Maslov 1(l1,l2,l3),
dont une définition algébrique a été proposée par Kashiwara (voir [L-V]). Les
principales propriétés de 'indice de Maslov sont les suivantes:

(7) Yindice de Maslov est invariant par G, c’est-a-dire:
Ugl1,912,913) = t(l1,l2,l3)

pour tout g € G et Iy,ls,l3 € S.
(4¢) lindice de Maslov est antisymétrique pour les permutations des trois argu-
ments, c¢’est-a-dire:

t(lr1)slr @) lr(3)) = €(T)e(l1,l2,03)

ou €(7) désigne la signature de la permutation 7.
(7i7) Vindice de Maslov satisfait une relation de cocycle

t(li,la,l3) = o(l1,la,0a) + e(l2,l3,0a) + ¢(13,01,14)

pour tous lq,ls,l3,l4 € S.

La variété lagrangienne est un cas particulier d’une famille d’espaces, liée
aux algébres de Jordan euclidiennes. On renvoie & [F-K] pour les définitions,
notations et résultats concernant ces algebres.

Selon un premier point de vue, on voit S comme la frontiére de Shilov d’un
domaine de type tube. Plus précisément, soit J une algébre de Jordan eucli-
dienne, Q son céne (ouvert, propre, convexe, homogene, auto-adjoint) des carrés
inversibles. Notons J l’algebre de Jordan complexifiée de J. Elle est naturelle-
ment munie d’une norme spectrale. La boule unité ouverte correspondante

D={z€el,|z| <1}

munie de la métrique de Bergmann, est un domaine hermitien symétrique sous
I’action du groupe G des difféomorphismes holomorphes de D. Par une trans-
formée de Cayley, le domaine D est holomorphiquement équivalent au tube

To=J+iQ

d’ou le nom de domaine de type tube. On désigne par S la frontiere de Shilov
de D. Lorsque J est l'algebre Sym(r,R) des matrices r x r réelles symétriques



pour le produit z -y = %(my +yz), le domaine D correspondant est le disque de
Siegel, le groupe G est essentiellement le groupe symplectique et la frontiere de
Shilov s’identifie & la variété lagrangienne évoquée ci-dessus.

1l existe un deuxieme point de vue, qui ne fait pas appel a la théorie des do-
maines hermitiens symétriques. La variété S peut étre obtenue comme complétée
conforme de I'algébre de Jordan J, le groupe G apparaissant comme le groupe
des transformations conformes de J suivant la terminologie de [B]. Une variante
de ce point de vue consiste & munir la variété S d’une structure causale, et G
est alors le groupe des transformations causales de S.

Dans [Cs], achevant le programme commencé dans [C-0+] et [C—-03], 'un
des deux présents auteurs a proposé une généralisation de l'indice de Maslov
pour 'action de G sur S x S x S. L’approche, nouvelle méme pour le cas de la
variété lagrangienne, utilise principalement la réalisation de S comme frontiere
de Shilov du domaine D. L’objectif du présent article est de faire le lien avec les
constructions classiques dues & Maslov, Arnold, Souriau et Leray (voir [M], [A4],
[Az], [S], [Le], [G2]). Plus précisément, 'indice de Maslov satisfait une relation
de cocycle. Lorsqu’on passe au revétement universel gL de S, on cherche une
primitive de ce cocycle, c’est-a-dire une fonction m : Sx S — Z, antisymétrique
et telle que

L(O’l,O'Q,O'g) = m(&lﬁg) + m(52,53) + m(ﬁgﬁl)

pour tout triplet (51,52,53) de points de S, de projections respectives o1,02,03
sur S. Dans une variante, on introduit 1'indice d’inertie d’un triplet de points
de S. Celui-ci posséde encore la propriété d’invariance par le groupe G et une
propriété de cocycle (mais n’a pas la propriété d’antisymeétrie), et on se propose
également d’en chercher une primitive.

Les deux constructions, quoique essentiellement inspirées par les travaux
antérieurs, en different sur quelques points. L’utilisation de la structure causale
sur S et la description d’un revétement I' du groupe G qui opére sur S sont
nouvelles, méme dans le cas classique, et permettent notamment de donner des
définitions dont l'invariance par I' est manifeste.

Le plan de ’article est le suivant.

Le paragraphe 2 présente les domaines de type tube et leurs frontieres de
Shilov, du point de vue des algebres de Jordan euclidiennes. La structure causale
sur S y est également introduite. Au paragraphe 3, on donne une réalisation du
revétement universel S de S, puis on construit un revétement I' du groupe G qui
opere sur S. Au paragraphe 4, on étudie l'action de G sur S x S, et on précise
un invariant caractéristique pour les couples de points de S, appelé indice de
transversalité.

Apres ce travail préparatoire, on commence au paragraphe 5 la construction
de l'indice de Souriau dans le cas transverse, étendu au cas non transverse au
paragraphe 6, en suivant une idée de de Gosson (voir [G1]).

Au paragraphe 7, on introduit le cycle de Maslov et on établit ses propriétés
géométriques. Elles permettent au paragraphe 8 de définir le nombre d’Arnold



(directement sans hypothese de transversalité). On construit ensuite 1’indice
d’Arnold-Leray-Maslov, qui fournit une primitive de l'indice d’inertie (défini
par modification de I'indice de Maslov).

Au paragraphe 9, on montre, sans s’appesantir sur les détails, que le concept
de lindice de Maslov de deux chemins tel que développé dans [C-L-M] peut
aussi se généraliser dans notre contexte. Enfin, au paragraphe 10, on construit
pour le groupe G P'analogue du nombre de rotation symplectique introduit dans
[B-GJ.

2 La frontiere de Shilov d’un espace hermitien
symétrique de type tube

Soit J une algebre de Jordan euclidienne simple d’élément unité e, de di-

mension n et de rang r. Son invariant de Peirce d est tel que
r(r—1
n=r+ Qd.
2

Soit, det le déterminant de J. C’est une fonction polynomiale homogene de degré
r. La trace de J, notée tr est une forme linéaire sur J. On peut supposer que
le produit salaire de J est défini par

(zly) = tr(zy). (1)

Par complexification on obtient une algébre de Jordan complexe J. La conju-
gaison par rapport a la forme réelle J est notée 7, mais on utilisera aussi la
notation

n(z) =Z. (2)
Les extensions holomorphes de det et tr & J seront encore notées det et tr

respectivement.
Le produit scalaire (1) s’étend en un produit hermitien sur J donné par

(z|lw) = tr(zw). (3)

Soit,
S={ocel|a=0""}.
C’est une sous-variété compacte connexe de J. Nous allons résumer certaines de
ses caractérisations dans la proposition suivante (voir [F-K, Proposition X.2.3]):
Proposition 2.1 Pour o € J, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) o €8,
(it) o =exp(iu) ot u € J,
(i13) 4l existe un repére de Jordan (c;j)i<j<r de J et des nombres complexes
(1,--.,¢r de module 1, tels que o = 2221 ¢jc-



On note L = Str(J) le groupe de structure de 'algébre de Jordan complexe
J. Considérons

L(S) ={9 € GLQA) | 9(5) = S}

Alors L(S) = LNU(J), ou U(J) désigne le groupe unitaire de J muni de la
forme hermitienne (3). Ce groupe opére transitivement sur S. Le stabilisateur
de e dans L(S) coincide avec le groupe Aut(J) des automorphismes de l’algebre
de Jordan J (on étend l’action des éléments de Aut(J) de maniére C—linéaire &
J). L’involution 7 introduite en (2) conserve S, et admet e comme point fixe isolé.
L’involution correspondante de L(S) donnée par g — 1ogon a pour points fixes
exactement L(S), = Aut(J). En d’autres termes, muni de la métrique induite
par le produit hermitien (3), S est un espace riemannien symétrique compact,
isomorphe & L(S)/Aut(J).

Comme L(S) n’est pas nécessairement connexe, on préfeére introduire sa com-
posante connexe neutre U, qui est encore transitive sur S, et on désigne par U,
le stabilisateur dans U de 1’élément e. On a Aut(J)° C U, C Aut(J) et

S~U/U..

Soit (¢;)1<j<r un repere de Jordan. Pour tout élément z € J, il existe u € U
et il existe des scalaires 0 < A\; < ... < A, uniques tels que

T
zZ=u <Z Aj Cj) .
=1
La norme spectrale de z est définie par

|z| = sup A;

et la fonction z — |z| est une norme sur J invariante par U. Soit D la boule
unité ouverte de J pour la norme spectrale

D={z€],|z| <1}

Théoréme 2.2 (voir [F-K, Theorem X.4.6]) D est un domaine borné hermi-
tien de type tube dont la frontiére de Shilov est S.
O

Le domaine D peut étre réalisé comme un domaine tube au dessus d’un céne
ouvert de J. Plus précisément, I’ensemble des carrés de J est un cone convexe
fermé et son intérieur 2 est un coéne ouvert, convexe, propre, et auto-dual. C’est
le cone symétrique associé a J.

Le groupe L() des transformations linéaires de J qui préservent Q est un
groupe de Lie réductif qui agit transitivement sur 2. Soit L sa composante
connexe neutre. Le stabilisateur K de l’identité e dans L est un sous-groupe
compact maximal de L. C’est la composante connexe neutre du groupe Aut(J)
et ona K = LNO(J), ou O(J) est le groupe orthogonal de J.



Soit Tq le domaine tube dans J de base ()
To=J+id={z=z+iy |z e J ye}
La transformation de Cayley ¢ et son inverse p sont données par

p(z) = (z—ie)(z+ie)”' =e—2i(z+ie) L,
c(w) =ile+w)le—w)"' = —ie+2i(e—w)?,

et on a (voir [F-K, Proposition X.2.3, Theorem X.4.3]):

Théoréme 2.3 L’application p induit un isomorphisme biholomorphe de Tq
sur D, et
p(J) ={o €S | det(e — o) # 0}.

O

Les deux domaines D et T sont holomorphiquement équivalents. T est la
réalisation non bornée de D et on peut voir J comme sa frontiere de Shilov; son
image par p est un ouvert dense dans S.

Soit G' la composante connexe neutre du groupe des automorphismes holo-
morphes de D. C’est un groupe de Lie semi-simple et le stabilisateur de 0 dans
G est un sous-groupe compact maximal de G et coincide avec le groupe U.

Soit G(T) la composante connexe neutre du groupe des automorphismes
holomorphes de T. Les éléments du groupe L operent sur Tg par extension
C—linéaire et on peut considérer L comme un sous-groupe de G(Tq). En fait
G(Tq) est engendré par L, le sous-groupe abélien Nt des translations

ty:z—2z4+u, ueJ (4)
et par linversion
s:z+ —z7 L.
Le sous-groupe abélien N~ = s o Nt o s est ’ensemble des transformations
tu=sot,os:z (z 1 +u)™t, ueld (5)

On a
G(Tq) =coGoct.

Le produit semi-direct P = L x N~ est un sous-groupe parabolique maximal
de G(Tq). L’espace homogene G(Tq)/P est donc une variété (réelle) compacte
contenant J comme un sous-ensemble ouvert dense, le plongement de J dans
G(Tq)/P étant donné par

J = GTa)/P:uw— t,P. (6)

G(Tq)/P est la compactification conforme de J (voir [B]), elle est isomorphe de
la frontiere de Shilov S de D.



Donnons enfin un troisiéeme point de vue sur la géométrie de S, & savoir
P’existence d’une structure causale GG—invariante sur S.

Un cone causal d’un espace vectoriel de dimension finie est un céne non
vide C, convexe, ouvert et d’adhérence pointue (c’est-a-dire C N —C = {0}).
Une structure causale sur une variété M est la donnée d’un champs de cones
(Cp)pem sur M tel que, pour tout p € M, C), est un cone causal dans 'espace
tangent Tp,(M), qui dépend différentiablement de p.

Une courbe 7 : [a,b] = M de classe C' est une courbe causale (resp. anti-causale)
si, pour tout ¢, ¥(t) € Cyy) (resp. ¥(t) € —Cyyy))-

Lorsque M est un espace homogene sous 'action d’un groupe de Lie G, la
structure causale est dite G—invariante si Cy(,) = Dg(z)(C%), pour tout g € G
et tout x € M. Soit z, un point base de M. Une structure causale G—invariante
sur M est completement déterminée par la donnée d’un céne causal C, dans
T, (M), invariant par I’action du stabilisateur de z, dans G.

L’algebre de Jordan J admet une structure causale naturelle, modelée par
le cone symétrique Q. Il s’agit de la donnée en chaque point de J du cone 2, vu
comme un cone dans ’espace tangent a J en ce point. Cette structure causale
est invariante par G(Tg).

La transformation de Cayley permet de transporter & S cette structure cau-
sale. Considérons —e € S comme point base de S, alors ’espace tangent a S
en —e s’identifie & iJ. Par ailleurs, p(0) = —e, et la transformation de Cayley
p =c~! est bien définie dans un voisinage de 0. Sa différentielle en 0 est

Dp(0) = —2¢1d;.
On définit alors un céne causal en —e en posant
C_. = Dp(0)(Q) = —if.

Comme ce cOne est invariant par le stabilisateur du point —e dans G, on peut
définir une structure causale sur S invariante par G de la maniére suivante : si
o est un point quelconque de S, alors il existe g € G tel que g(—e) = 0. Le cone

Co = Dg(—e)(C-),

est un coéne causal contenu dans l’espace tangent & S en o, ne dépendant pas du
choix de g. Nous obtenons ainsi un champs de cones causaux (Cy),cs invariants
par G. Enfin, il est clair que le cone causal C, dépend différentiablement de o.

Pour finir ce paragraphe, nous donnons la liste des algébres de Jordan eu-
clidiennes, les domaines hermitiens bornés correspondants et leurs frontiéres de
Shilov.



J J D S
Sym(m B Sym(m,0) Sp@m,R) [T (m) UGm)/0Gm)
Herm(m,C)  Mat(m,C)  SU(m,m)/S(U(m) x U(m)) U(m)
Herm(m,H) Skew(2m,C) SO*(4m) /U (2m) U(2m)/SU(m,H)
R x RI—1 CxCet S00(2,9)/SO(2) x SO(q) (UQ) x S171Y /7y
Herm(3,0) Mat(3,0) Er(_25/U(1)Es U(1)Eg/Fy

TAB. 1 — Domaines hermitiens bornés et leurs frontiéres de Shilov

J n T d
Sym(m®  Imm+ D) m 1
Herm(m,C) m? m 2
Herm(m,H) m(2m—1) m 4
R x Ri—1 q 2 qg—2
Herm(3,0) 27 3 8

TAB. 2 — La dimension, le rang et linvariant de Peirce de J

3 Lerevétement universel de la frontiére de Shi-
lov

La variété S vue comme espace riemannien symétrique ~ U/U, n’est pas
semi-simple mais seulement réductif. En effet, S est stable par la multiplication
par un nombre complexe e? de module 1, et ceci montre qu’il y a un sous-groupe
isomorphe au groupe des nombres complexes de module 1 dans le centre de U.
Considérons maintenant

S1={0 €S | det(o) =1}.

Proposition 3.1 S; est une sous-variété connexe de S. C’est un espace rie-
mannien symétriqgue semi-simple de type compact.

Démonstration. Prés du point e € S, on peut utiliser la carte locale de S donnée
par
JDzx+—>expix €8S.

La condition ¢ € S; se traduit par tr(z) = 0, ce qui montre bien que S; est une
sous-variété pres de e. On utilise alors I’action du groupe U pour en déduire que
S est (globalement) une sous-variété de S. Pour la connexité, on va montrer
que S; = expiJy, ol

Jo={veJ | tr(v) =0}.

Comme det(exp iv) = e?**(*) = 1 pour tout v € Jy, seule 'inclusion S; C expiJy
est a démontrer. Soit donc o € Sy. D’apres la proposition 2.1 on a S = expiJ,
il existe donc v € J tel que expiv = 0. Comme

1 = det(0) = det(expiv) = e (V)



on a tr(v) = 2km avec k € Z. Soit (¢;)i1<j<r un repeére de Jordan adapté a v,
c’est-a-dire tel que v = Z;Zl ajcj, ou a; € R pour tout j. Soit

w=v —2kme; = (a1 — 2km)e; + Zajcj.

i=2

Alors
tr(w) = tr(v) — 2kntr(cy) =0,

car tr(c) = 1 pour tout idempotent primitif ¢, et
T T
expw = "2y 1y eltic; =Y eticj=expu =0
j=2 j=1

Donc o € expiJy et par suite Sy = expiJy, ce qui montre que S est connexe.
Le polynome det est relativement invariant par 'action du groupe de structure
L de J, et il y a donc un caractére x de L & valeurs dans C* tel que

det(gz) = x(g) det(z)
pour tout g € L et tout z € J. Soit
Up={uelU|x(u)=1}

Le sous-groupe U, opeére sur Si, et cette action est transitive. En effet, si o € Sy,
il existe u € U tel que o = u(e). Alors

1 = det(0) = x(u) det(e) = x(u),

et donc u € U;.

La composante connexe neutre Uy de U; opere donc aussi transitivement sur Sj.
De plus, si u € U est un élément qui fixe e, alors x(u) = 1 et donc U, C U;. En
particulier, (Uy). est le sous-groupe des points fixes de I’involution g — nogon
(ol 1 est donnée par (2)), ce qui réalise S; comme espace symétrique

Sy = U2 /(U2 N Aut(J)).

Reste & voir que Uy est semi-simple. L’algebre de Lie de U est u = € @ ip, ou
€ = Der(J) est algebre des dérivations de I’algebre de Jordan J, et

p=A{L(v) | ve J},
ou L(v) désigne 'opérateur de multiplication par v dans J. Donc clairement
u; = Lie(Uy) = €@ ipg

ou
po={L(v) | ve€ Jtr(v) =0} = {L(w) | v € Jo}.



Le centre de u est RL(e) = RId, de sorte que le centre de u; est réduit & {0}, et
donc u; est bien semi-simple. O

Pour décider si un espace symétrique semi-simple de type compact U/ K est
simplement connexe (ou plus généralement pour calculer son groupe fondamen-
tal), rappelons qu’il faut comparer deux réseaux dans un sous-espace de Cartan :
I’'un , noté Ay est obtenu algébriquement & partir de données radicielles, ’autre
A est obtenue & partir de la détermination des éléments H d’un sous-espace de
Cartan tel que exp H € K.

Fixons un repere de Jordan (¢;)1<j<r, €t soit

T
a= {L(a) | a= Zajcj, a; € R}
j=1
C’est un sous-espace de Cartan de p, et par suite
T
ap=4{L(a) | a= ZajCj, a; € R, tr(a) = 0}.
i=1
est un sous-espace de Cartan de po. On munit p (et donc a) du produit scalaire

défini par
(L(2)|L(y)) = (zly),

pour z,y € J. Il est proportionnel au produit scalaire induit par la forme de
Killing de u.
Le systeéme des racines restreintes de (u,a) est

S(uwe) = {50~ a1 <j £ k<),

(voir [F-K, page 212]) et c’est aussi le systéme des racines restreintes de (ug,0p).
Considérons les deux réseaux de ag:

Ajik
(Ajk|Ajk)
ol A; 1 est le covecteur de %(aj —ag), et

A={H € qao | exp(iH)e = e}.

Ao = réseau engendré par {27 |1<j#k<r},

Lemme 3.2 Le réseau Ao est engendré par les éléments
2rnl(c; —cx), 1<j#k<r.

Démonstration. En effet, 'élément A; ), = SL(c; —cx) € ag est le covecteur® de
. 1 _ T .
la racine 3(a; — ax) en ce sens que pour a =} %_, a;c;,

(5(e — o) = 5 (a; — an)

1. On devrait utiliser le produit scalaire induit par la forme de Killing, mais tout produit
scalaire sur ag qui lui est proportionnel convient dans la détermination du réseau Ag.
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Notons par ailleurs que

(Ajr|Ajr) = (%(Cj - Ck)%(cj —cp)) = % :

D’ou
Ajik

o bk
(AjklAjr)

= 27TL(Cj - Ck).

Lemme 3.3 On a

A={L(a) | a=)_2mmjc;,m; €Z, Y m; =0}

j=1 j=1
Démonstration. Soit a = Z;Zl ajc;. On a
. ia
expiL(a) = Plexp('y ),

ou P désigne 'application quadratique de ’algebre de Jordan J, et
P(exp(%))e = exp(ia).
Donc
L(a) € A <= exp(ia) =e .

Comme exp(ia) = Y7_, e**ic;, cette condition équivaut encore & a; € 27Z pour
tout entier j tel que 1 < j < r. D’ou le lemme. O

Théoréme 3.4 L’espace symétrique Sy est simplement connexe.

Démonstration. Les lemmes 3.2 et 3.3 montrent que les réseaux Ag et A coincident.
Donc d’apres [Lo, Theorem 3.6] (voir aussi [Hez, Ch. VIL. Theorem 8.4 et Theo-
rem 9.1]), Pespace S est bien simplement connexe.

O

Suivant une méthode classique, nous réalisons maintenant le revétement uni-
versel de S. Soit

S ={(c,0) € S xR | det(c) =€},

muni de la topologie induite par la topologie produit sur S x R. La projection
sur le premier facteur réalise S comme un revétement de S avec fibre isomorphe
aZ.

Théoréme 3.5 S est le revétement universel de S.
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Démonstration. Montrons en effet que ’application
SixR— S (0,0) — (¢'0,0)

est un homéomorphisme. D’abord I’application est bien & valeurs dans g, car
det(e??c) = ¥ det(o) = e"?. Ensuite, ’application est clairement bijective,
’application réciproque étant (0,0) — (e~ *?,8). De plus la continuité de I’ap-
plication et de sa réciproque est immédiate. Comme S; est simplement connexe
d’apres le théoréme 3.4, ’espace S l'est aussi. O

Nous allons maintenant construire un revétement I' de (¢, puis une opération
de I sur S relevant ’action de G sur S.

Soit g € G et z € D. On note J(g,2) = Dg(z) la différentielle de la transfor-
mation z — g(z). On sait que c’est un élément de L, et on pose

i(9,2) = x(J(g,2)) € C".

Pour g € G fixé, on considere les déterminations de ’argument de j(g,-). Plus
précisément une fonction ¢(g,) : D — R est appelée une détermination de
Pargument j(g,-) de si elle est continue et si

Vz € D, (9% = M
13(g,2)]

L’existence de telles déterminations est conséquence du fait que D est simple-
ment connexe. Deux telles déterminations different d’un multiple entier de 27.
On pose alors

T = {(9:¢5) | 9 € G}

ol g € G, et p, = p(g,") est une détermination de '’argument de j(g,"). La loi
de groupe est donnée par

(97(p(ga'))(h7¢(h7')) = (ghaw(gah(')) + ¢(h7))
Remarquons en effet que la formule
J(gh,2) = J(g,h(2))J (h,2)
implique que

il (@ h(N+(h2)] _ givlah(2) givhz) _ J@R(2) J(h2) _ jlghz)
l7(g,h ()] i(h,2)] 17 (gh,2)]

Par suite, ¢(g,h(-))+1(h,) est bien une détermination de ’argument de j(gh,-).

Pour la topologie, on remarque qu’une détermination ¢(g,-) de ’argument
de j(g,-) est déterminée par sa valeur ¢(g,0) a lorigine. Donc I' s’identifie en-
semblistement au sous-ensemble fermé de G x R donné par

{(9.6) G xR | €’ =j(g,0)},
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et on munit T de la topologie induite, faisant ainsi de T un groupe topologique
(la référence [God] contient les détails nécessaires dans le cas ou G = PSL(2,R)).
La projection 7 : ' — G est continue, et fait de I un revétement de G 2.

L’application ¢+ : Z — T’ donnée par ¢ : n > (id,2n7) est un homomor-
phisme de groupes, et la suite exacte

0 y 72 —— T —— @G y 1
est une extension centrale de G.
Lemme 3.6 Soit g€ G, eto € S. Alors
det(9(0)) = 297 det (o). ()

~ 1i(g.0)

Démonstration. Soit G, le stabilisateur de o dans G. Comme U est transitif sur
S,on a G =UG,. L’élément g peut donc s’écrire g = up, avecu € U et p € G-
Le membre de gauche de la formule (7) vaut

det(g(o)) = det(u(o)) = x(u) det(o).

D’autre part, j(g,0) = j(u,0)j(p,0). Maintenant J(p,0) conserve globalement
le plan tangent & S en o, qui est une forme réelle de J, et conserve globalement
le céne C,, et donc j(p,o) est un nombre réel strictement positif. D’autre par,
Paction de u étant linéaire, on a pour tout z € J, J(u,2z) = u, et j(u,z) = x(u).
Par suite,

On peut maintenant définir une action de I' sur S.

Proposition 3.7 Pour (g,¢(g,)) € T et (0,0) € S, posons
1
(9790(97')) (079) = (9(0)76 + ;(p(g:U)) .

On définit ainsi une action continue de I' sur S.

Démonstration. On vérifie en effet que

. . . ) a
ez(r@—i—cp(g,a)) — ech(g,a)en'a — J(ga ) det(a) — det(g(a))
i (g,0)]
2. On observera que le groupe I' n’est pas nécessairement connexe, comme on peut le voir
dans le cas ou G = Sp(E).
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d’apres le lemme précédent, et donc (g(0),0 + L¢(g,0)) est bien élément de S.
Ensuite pour (g,0(g,)) et (h,0(h,-) éléments de I', on a
(9:0(9.) (0 (@) = (9:9(9:)) (h().0 + 1h(9,0))
9 0+ 29(g,0) + 70(g:0(0))
- gh#}(g;) + cp(g,h)) (0’,0)
ga(p(ga')(haw(hf)) (070)

ce qui montre que 'on a bien a faire & une action (clairement continue) de T’
sur S. B O
Notons que 1’élément T = +(1) opere sur S par

T-(06) = (06 + ). ®)

4 L’indice de transversalité

Nous allons introduire dans ce paragraphe un invariant qui caractérise les
orbites de ’action de G sur S x S. Transporté par la transformation de Cayley,
cet invariant est lié au rang des éléments de 1’algebre de Jordan J. Cette no-
tion généralise la distance arithmétique étudiée par Hua [Hu] dans le cadre des
algebres de Jordan Sym(m,R) et Herm(m,C).

Rappelons d’abord la caractérisation des orbites de L sur J. Soit e = Z;Zl ¢j
une décomposition de Peirce de I’identité. Pour tout couple d’entiers 0 < p,g < r,
tels que 0 < p+¢q < r, on pose

14 pt+q
ep,q:E:Cj_ E: Cj-
PEr s

Notons O, 4 = Le, 4 'orbite du point e, , sous ’action du groupe L.
Théoréme 4.1 L’espace J est réunion disjointe des orbites Op 4, pour 0 <
Pg<T,ptq=sr.
Démonstration (esquisse; pour une autre démonstration, voir [Ka]). Soit = €
J. Soient Aj,1 < j < r ses valeurs propres, figurant autant de fois que leur
multiplicité. Soit p (resp. ¢) le nombre de valeurs propres strictement positives
(resp. strictement négatives). D’apres le théoréme spectral, z est conjugué par K
4 I’élément Efif Ajcj, olt on peut supposer de plus que A; > 0 pour 1 <j <p
et A; < 0pour p+1 < j < p+gq. Grace a I’action du sous-groupe A = exp L(a),
on voit que l'orbite de = contient I’élément e, 4. Donc J est bien réunion des
orbites Op 4.

Pour voir qu’elles sont disjointes, on observe que la signature de la forme
quadratique @, : y — (P(x)y,y) ne dépend que de l'orbite de z. Cela résulte

14



de ce que P(gx) = gP(x)g' pour tout g € L. Tl suffit alors de vérifier que les
signatures des formes quadratiques ()p, données par Qp4(y) = (P(ep,q)y,y)
sont toutes distinctes.

En particulier, il y a 7 + 1 orbites ouvertes, correspondant aux cas p+q = r,
dont la réunion est I'ouvert J* des éléments inversibles de J. O

Le rang d’un élément z de J, noté rang(z), est par définition le nombre de ses
valeurs propres non nulles comptées avec leur multiplicité (voir [F-K, Theorem
IT1.1.1]). C’est un invariant sous ’action du groupe L(f2). On observe que z et
y ont méme rang si et seulement si P(z) et P(y) ont méme rang.

Soit ¢ un idempotent de J. La décomposition de Peirce de J relativement 3
c est (voir [F-K, chapter IV])

J=J(1)® J(c,%) @ J(c,0). 9)
Si ¢ est de rang k, alors
dimJ(¢,1) = k+ w&
dimJ(c0) = (r—k)+ " k)(g_ k=1, (10)
dim J(c,%) = k(r—k)d.

Tout élément x € J se décompose relativement 3 (9) sous la forme

1
T =121+ +2 avec To € J(c,0), z1 € J(c,1), x1 € J(C,E).
Les sous-espaces J(c,1) et J(c,0) sont des sous-algebres de Jordan de J. On
désigne par ; (resp. Qo) le cone symétrique associé a J(c,1) (resp. J(c,0)) et
on note det, (resp. det,_.) le déterminant de J(c,1) (resp. J(c,0) = J(e—¢,1)).

Voici quelques lemmes qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 4.2 Soit x € J un élément de rang k. Il existe un unique idempotent
¢ de rang k tel que cx = . De plus ¢ € R[z].

Démonstration. D’aprés le théoréme spectral, (voir [F-K, Theorem III.1.1]), il
existe un systeme complet d’idempotents orthogonaux?, (¢j)1<j<m, un m—uplet
de nombres réels (Aj)1<j<m deux & deux distincts tels que = = 37| Ajc;. Les
(¢j)1<j<m appartiennent & R[z], et les (¢;,A;)1<j<m sont uniques & 'ordre pres.
Le rang de z est la somme des rangs des idempotents c; pour lesquels A; # 0.
L’élément
c= Z Cj
1<j<m, A;7#0

3. non nécessairement primitifs
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est un idempotent de méme rang que x, et satisfait cx = x.

Réciproquement, soit d un idempotent de rang k = rang(z), tel que dz = =z.

Appliquant le théoreéme spectral dans lalgeébre J(d,1), on voit qu’il existe une

famille unique d’idempotents (d;)i1<j<, deux & deux orthogonaux, de somme
?:1 d; = d et des scalaires uniques (11;)1<j<, deux & deux distincts tels que

x = E‘;:l pjd;. De plus aucun des p; n’est nul, puisque rang(z) = rang(d) par
hypothese. Soit dp41 = e — d. Alors Efi} d; = e et on peut écrire

/4
T = Z/dej + Odp+1.
j=1

D’apres 'assertion d’unicité dans le théoreme spectral, on voit que m = p + 1,
et qu’a lordre pres, les d; (resp. p;) coincident avec les ¢; (resp. Aj). D’ou
facilement ¢ = d. O

Lemme 4.3 Soit x = z; + T1 + xg la décomposition de Peirce d’un élément
x € J relativement a un idempotent c € J. Si x € , alors ©1 € Q1 et xg € Q.

Démonstration. Rappelons d’abord une caractérisation du céne Q (voir [F-K,
page 4]). Pour tout z € J, on a I’équivalence suivante

z€Q < Vye )\ {0}, (z|y) > 0.

On a une caractérisation analogue pour Q; C J(e¢,1), que nous allons utiliser
pour démontrer le lemme. Soit donc y; € Q; \ {0}. D’apres le théoreme spectral
relativement & J(c,1) (voir [F-K, Theorem II1.1.2]), il existe une décomposition
de Peirce de 'unité ¢ = Z?:l ¢; telle que ’on puisse écrire

!
v =Y Aicj,
i=1

les Aj, 1 < j < k étant positifs ou nuls et non tous nuls. Il en résulte en
particulier que y; € Q\ {0}. En utilisant 'orthogonalité de la décomposition (9)
on voit que

(z1]y1) = (&1 + 21 + zoly1) = (2|y1) > 0.

Ceci étant vrai pour tout y; € Q; \ {0}, on a bien z € ;. Pour montrer que
g € Qy, il suffit de considérer la décomposition de Peirce par rapport a ’idem-
potent e — c. O

Lemme 4.4 Soit ¢ un idempotent de J. Pour tout 1 € J(c,1) et tout o €
J(c,0) on a
det(z1 + z¢) = det.(z1) det,_.(zo).
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Démonstration. Soit k le rang de c. Alors J(c,1) et J(c,0) = J(e—c,1) sont deux
algébres de Jordan de rang k et r — k respectivement. Il existe alors {ci,...,cr}
et {Ckt1,---,cr} deux reperes de Jordan de J(c,1) et J(c,0) respectivement tels
que 1 = 2521 Ajcj et zop = E;:k 41 Ajc; solent les décompositions spectrales
de z; € J(c,1) et zg € J(c,0). Or {c1 - .. ,Ck\Cht1; - - - ,Cr } €St un repére de Jordan
de J, donc Z;Zl Ajc; est la décomposition spectrale de 1 + zo dans J. On en
déduit que

k T
det(z1 +20) = (J[ M) ] M) = dete(ar) det,_ ().

j=1 j=k+1

Pour tout z,w € J, on introduit ’opérateur
20w = L(zw) + [L(z),L(w)].
A chaque z de J (c,%) est associé la transformation de Frobenius
Te(2) = exp(2z0c¢)

qui est un élément du groupe L.
Siz =21+ T1+ o est la, décomposition de Peirce de € J par rapport a ¢,

alors (voir [F-K, Lemma VI.3.1]) 7.(2)z = y1 + Y1 + Yo, ou

N = 1

y1 = 2L()r +x (11)

+ o

<
S
Il

2L(e — c) [L(z)2x1 + L(2)x

1
2

On en déduit que Det(7.(2)) = 1. Soit 7.(2)* ’adjoint de la transformation de
Frobenius 7.(z) par rapport au produit scalaire (1). On a

T(2)* = exp(2¢0z) = exp(2z0(e — ¢)) = Te_(2)-

Siu=u + u1 + ug est la décomposition de Peirce d’un élément u € J par
rapport & ¢, alors la décomposition 7.(2)*u = v; + v 1 + vo est donnée par

vy = 2L(c) [L(z 2ug + L(z)u% +uy
vr = 2L(z)uo +u1 (12)
Vo = U

En particulier, la restriction de 7.(2)* & J(¢,1) coincide avec I'identité.

Montrons maintenant le lemme suivant qui généralise la proposition VI.3.2
dans [F-K, page 107] & un idempotent ¢ quelconque.
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Lemme 4.5 Soit ¢ un idempotent quelconque de J, et soit J = J(c,1)®J(c,5)®
J(c,0) la décomposition de J associée. Soit w € Q et soit w = wy + w1 +wo sa

décomposition correspondante. Alors il existe un unique z € J(c,%) tel que
w = T(2) (w1 + &)
ot & est un élément du cone symétrique Qo associé a l’algébre de Jordan J(c,0).

Démonstration. L’algébre de Jordan J(c,1) agit par multiplication sur J(c,1),
et I'application ® de J(c,1) dans End(J(c,)) définie par

Vo € J(e1), VE € J(c,%), B(z)E = 2t (13)

est une représentation de 'algebre de Jordan J(c,1) sur J(c,1).
Si z € J(c,3) alors d’apres les relations (11)

Te(=2)w = wi —2L(2)w +wi +&
= w — <I)(LU1)Z+LU% + &o,

ou & € J(c¢,0). Du fait que w € Q, d’apres le lemme 4.3, la composante w; est
inversible dans J(c,1) et par suite I’endomorphisme ®(w) est inversible dans
End(J(c,3)). La proposition s’en déduit en choisissant z = <I>(w1)*1w%.

O

Lemme 4.6 Soit x € J un élément de rang k, ¢ Punique idempotent de rang
k tel que cx = x, et soit J = J(c,1) ® J(c,3) ® J(c,0) la décomposition de J
associée a lidempotent c. Soit w € Q et soit w = w1 +wi +wo sa décomposition
correspondante. Alors

det(z + tw) = t" % det.(z) det_.(wo) + O(t"~*+1).

Démonstration. D’apres le lemme 4.5 il existe z € J(c,3) tel que w = 7c(2)* (wo+
&1), avec & € Q. Comme on a de plus 7.(2)*z = =, il vient

T+ tw = T1(2)" ((x +t&) + two)
et donc d’apres le lemme 4.4
det(z + tw) = det.(z + t&)t" * det, . (wo)

d’ou le résultat. O

Corollaire 4.7 Soit z € J un élément de rang k et soit &, la fonction définie
sur J par ®,(z) = det(z + 2). Alors,
(i) pour tout j,1<j<r—k—1, DWDd,(0) =0.
(i) la fonction (r_lk)!D(T’k)q)w(O)z = Uy(z) est un polynéme homogéne de
degré r — k qui ne s’annule pas sur €.
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Lemme 4.8 Soit x € J, et soit K un compact contenu dans 2. Il existe une
constante € > 0 (dépendant de x et de K) telle que pour tout t, 0 < t < € et
tout w € K on ait

det(z + tw) # 0.

Démonstration. D’apres le lemme 4.6, on peut écrire
k
det(z + tw) = " Tp(w) + Y " T;(w)
j=1

ou les ¥; sont des polynomes homogenes de degré » — k + j. La fonction ¥q
garde un signe constant sur ) (en fait le signe de det.(z) ol ¢ est I"idempotent
donné par le lemme 4.2). On va supposer qu’on est dans le cas ol ce signe est
+, Pautre cas se traitant de la méme maniere. Soit ¢g > 0 le minimum de ¥ sur
le compact K, et soit C' une constante positive telle que pour tout j, 1 < j <k
on ait

Ywe K, |¥w)<C.

On a alors pour w e K et t >0

k
det(z +tw) > " F(co— C Y _#) .
j=1

1
Posons € = inf(l’il:_g’)' Alors pour 0 <t <€, o0n a
& 1
Co—CZtJ >cog — Cke > 500 > 0.
j=1
D’oti pour w € K et 0 < t < ¢, det(z + tw) > 0. O

Proposition 4.9 Soit v(t), 0 <t <1 une courbe causale d’origine x € J.
(7) Il existe € > 0O tel que Vt, 0 < t < €, det(y(t)) # 0.
(74) Six est de rang k, il existe une constante ap # 0 telle que

det(y(t)) = apt™ " + Ot **1).

Démonstration. Soit C = {¥(t), 0 < ¢ 5,1}. Alors C est un compact de , et
son enveloppe convexe ['(C) également. Ecrivant

~y(t) = t/o A(st)ds

on voit que () = tw(t), ot w(t) € I'(C). La partie (i) est donc conséquence du
lemme 4.8.
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La partie (i7) est conséquence du corollaire 4.7, (ii). O

Definition 4.10 Soient x et y deux éléments quelconques de J. La quantité

p(z,y) =r —rang(z — y)
est appelé lindice de transversalité de la paire (x,y).

Les deux cas extrémes sont le cas ol  — y est inversible, auquel cas I’indice
de transversalité vaut 0, et le cas ou ¢ = y, auquel cas 'indice de transversalité
vaut r.

On va maintenant montrer que l'indice de transversalité caractérise les or-
bites de G(Tq) dans J x J.

Remarque 4.11 D’apres (6), le groupe conforme G(Tq) agit de maniere ration-
nelle sur I’algébre de Jordan J si on la réalise dans sa compactification conforme
G(Ta)/LN . On peut alors montrer que {g € G(Tg) | ¢g(0) € J} = NTLN—
et que le stabilisateur de 0 dans G(Tq) est LN . Pour toutes ses considérations
voir [Ko.

Théoréme 4.12 L’indice de transversalité sur J est invariant sous l’action du
groupe conforme G(Tq). Plus précisément, si g est une transformation conforme
de J qui est définie en x et y, alors

w(9(2),9(y)) = p(z,y). (14)

Démonstration. 1l est immédiat que l'indice de transversalité est invariant par
translation. Comme le groupe L conserve le rang d’un élément (conséquence du
théoreme 4.1), il conserve I’indice de transversalité. Reste donc a voir I'invariance
sous l'action de 'inversion. Soit donc z,y deux éléments inversibles de J. On
utilise alors I’identité de Hua sous la forme

P~ —y™') = P(z)"'Plz —y)P(y)"".

On en déduit que P(z~! — y~!) et P(x — y) ont méme rang, mais cela est
équivalent & dire (voir [F-K, Proposition IV.3.1]) que 71 —y~! et z — y ont

méme rang. D’ou le résultat. O

Abordons maintenant la réciproque.
Lemme 4.13 Soient z,2' € J tels que p(z,0) = p(z',0). Alors il existe h €
LN~ tel que h(z) = z'.
Démonstration. Posons u(x,0) = p(z',0) = k. L’élément z est donc de rang
¢ =r — k. Il existe un repere de Jordan (c;)1<;<, et des nombres réels non nuls
(Aj)i<j<e tels que z = Z§:1 Ajc;. Pour € > 0 assez petit, I’élément

J2 r
Te = Z )\jCj + Z €Cj
Jj=1

j=t+1
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. . . > AV | £
est inversible. Son image par t, olt v = }_;_; =\ —c¢; est donnée par
- J

iLUv(xe) = (s 0ty 0 5)(e)
= (@t +v)!
£
= Zj:l ¢+ Z;:£+1 €Cj-

(voir (4) et (5) pour ces différentes notations). Comme %, est continue au voi-

sinage de tout élément inversible, ¢, (z.) tends vers E§:1 ¢; lorsque € tend vers
0. Par prolongement par continuité on a donc

J4
ty(z) = Z cj-
7j=1

L’élément z' est aussi de rang £, et il existe un systeme de Jordan (c})1<, et des
nombres réels non nuls (\})1<;<¢ tels que z' = Eﬁzl Ajcj. On montre de méme

qu’il existe une transformation #, telle que

D’aprés [F-K, Theorem IV.2.5], il existe un automorphisme k € Aut(J) tel que
k(c;j) = ¢; pour tout j, 1 < j < r. L’élément h = ¢! okot, € LN~ vérifie alors
h(z) =='. O
Théoréme 4.14 Soient z,x0,y,y0 € J. Si p(x,20) = p(y,y0), alors il existe un
élément g € NTLN~ tel que y = g(z) et yo = g(o).

Démonstration. La condition p(x,xq) = u(y,yo) étant équivalente & p(z—xz¢,0) =
w(y — yYo,0), les deux éléments © — zp et y — yo ont le méme rang. D’apres
le lemme 4.13, il existe h € LN~ tel que y — yo = h(z — xo). L’élément
g =ty ohot_p € NTLN~ vérifie g(z) = y et g(xo) = yo puisque h fixe
0 d’apres la remarque 4.11. O

Rappelons la définition de la transversalité introduite dans [C—0,]. On dira
que deux éléments o et 7 de S sont transverses si,

oTr &L det(c — 1) #0.

Pour étendre la définition de l’indice de transversalité & S x S nous avons
besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.15 Soient o,7 € S, alors il existe un élément u de U tel que
u(c) et u(t) soient transverses a e. De plus Uentier

p(e(u(0))c(u(r)))

ne dépend pas de l’élément u € U choisi.
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Démonstration. Soient o,7 € S et soit ¢ € S tel que ¢To et ¢ T7. On peut trouver
u € U, vérifiant u(s) = e. Les deux éléments u(o) et u(7) sont alors transverses
a e et par conséquent appartiennent & p(J).

Supposons maintenant qu’il existe deux éléments uq,us € U tels que u;(o) et
u;(7) soient transverses & e pour ¢ = 1,2. Posons c¢(u;(0)) = z; et c(u;(7)) = v,
pour i = 1,2. Alors zo = (cuguj'c 1) (1) et y2 = (cuguy'c 1) (y1). Comme
cupuitc™! € G(Tq), on a d’apres (14),

plry) = p(cuzuy e ) (@), (cusuy et (y1)),

= pu(w2,y2).

O
Ceci justifie la définition suivante
Definition 4.16 Soit (o,7) € S x S. On appelle indice de transversalité de la
paire (o,7) Vindice de transversalité de la paire (c(u(0)),c(u(r))) € J x J ou
u € U est choisi tel que u(o)Te et u(r)Te. On note

p(o,7) = plc(u(o)),c(u(r))).
En particulier, o et 7 sont transverses si et seulement si u(o,7) = 0.
Remarque 4.17 On peut montrer que

k(k — 1)
Td-

Proposition 4.18 L’indice de transversalité sur S est invariant par le groupe
G,

u(o,r) =k < corangP(oc —7) =k +

w(g(o),9(1)) = plo,7), Vg €G.

Démonstration. Cela résulte du théoréme 4.12 et du fait que G(Tq) = coGoc L.
O

Théoréme 4.19 L’indice de transversalité caractérise les orbites de l’action de
G sur S x S. Plus précisément, si (0,00),(T,70) sont deuzx éléments de S x S et
si p(o,00) = p(r,10) alors il existe g € G tel que g(o) =7 et g(oo) = 0.

Démonstration. Remarquons d’abord que d’apres I'invariance de g on peut sup-
poser o9 = 179 = e. Il suffit alors de montrer que si u(o,e) = p(r,e) alors il
existe g € G tel que g(o) = 7 et gle) = e. Soit ¢ € S tel que ¢To, <TT et
sTe. Soit u € U tel que u(o) € p(J), u(r) € p(J) et ul(e) = ¢. Posons
z = c(u(0)), y = c(u(r)) et z = c(u(e)). La condition u(o,e) = u(r,e) se traduit
par u(z,2) = p(y,z). La proposition 4.14 montre qu’il existe h € NTLN~ tel
que y = h(z) et z = h(z). Donc 1'élément g = u=tc theu € G vérifie g(o) = 1
et g(e) = e. D’ou le théoreme. O

Proposition 4.20 Soit o,7 € S et [0,1] 5 t — 7(t) € S une courbe causale
d’origine 7. Il existe € > 0 tel que Vi, 0 <t < ¢, 7(t) est transverse d o.

Démonstration. Le résultat se déduit par transformation de Cayley de la pro-
position 4.9. O
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5 L’indice de Souriau: cas transverse

Des résultats précédents, on déduit que le groupe G préserve la transversalité,
et agit transitivement sur

Sz = {(o,r) €S* | 0TT}.
Soit St(—e) Pouvert défini par
St(—e)={oc€S | oT(—e)}.

Si o € St(—e€), alors (o — se) est inversible pour s = —1, et donc pour tout
s € (—00,0]. L’intégrale (& valeurs dans J)

logo = /0 ((se—0) ' = (s—1)"te)ds

est normalement convergente, et définit une fonction réguliere sur 'ouvert S+ (—e).
Proposition 5.1 Pour tout 0 € St(—e), on a

() exp(logo) = 0.
(ii) et*(1°89) = det(o).
(i77) logo™! = —logo.
)

() log(ko) = klogo, pour tout k € Aut(J).

Démonstration. Soit o € St(—e). Il existe une décomposition de Peirce e =
Z;:1 c¢; de 'identité adaptée & o, c’est-a-dire telle que

-
UZZUJ'C]', loj|=1,1<j<r.
j=1
Par hypothese, o; # —1 pour tout j tel que 1 < j <r, et pour s € (—00,0]

T

(se —o) 1 = Z(s — aj)*lcj .

=1

Par suite, . .
logo = (/ ((s—o;) "t = (s — 1)71)ds)cj .

j=1 /oo

On est donc ramené au calcul, pour z € C\ (—00,0] de I'intégrale

0
/ (s—2)""=(s—1)"")ds.

—0o0

Pour z réel strictement positif, un calcul élémentaire montre que cette intégrale
vaut log z. Par prolongement analytique, on obtient que I’intégrale coincide avec
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la détermination principale de logz, pour tout z € C\ (—0,0]. Donc, avec la
méme convention

logo = Zlog 0j Cj, (15)

j=1
d’ou (%) en calculant ’exponentielle des deux membres. Les autres points de la
proposition se déduisent de (15). O

Soit maintenant ¢ et 7 deux éléments transverses de S. Il existe un élément
u € U tel que 7 = u(—e). L’élément u n’est pas unique, mais tout autre élément
u' satisfaisant 7 = u'(—e) peut s’écrire v’ = uk ou k € U_, = U, = U N Aut(J).
L’élément u 1 (o) est transverse & —e, et donc on peut définir logu~!(o). Pour
u' = uk, on obtient logu'~!(c) = k~llogu=!(c) et donc tr(logu=1(c)) est
indépendant du représentant u choisi. En conséquence, on pose

1
U(o,1) = A tr(logu="(0)).
On définit ainsi une fonction sur S% une fonction & valeurs réelles. De plus,
etrllogu™(2)) = det(u'(0)) = x(u) ' det(o) = (—1)"(det o')(det 7) "

de sorte que '
e2(7) = (det 0)?(det 7) 2. (16)

Proposition 5.2 La fonction ¥ : S2 — R est réguliére. Soient o,7 € S%. Alors
(1) T(v(o)w(r)) = ¥(o,7), pour tout v € U.
(i) ¥(oy1) = —¥(1,0).

Démonstration. Montrons la continuité de ¥ en un point (9,70) € SZ. I est
clair que I’élément u € U tel que 7 = u(—e) peut étre choisi contintiment pour
7 proche de 7. 11 suffit en effet d’utiliser le fait que S est un espace symétrique
sous l'action de U, et donc il y a une section locale réguliere de ’application
U—S,v— v~ () qui vaut u en —e. D’apres le théoréme de continuité de
I'intégrale d’une fonction dépendant de parametres, il s’en suit que ¥(o,7) est
bien une fonction continue de (o,7) au voisinage de (09,70). La différentiabilité
de ¥ se démontre de méme.

Soit v € U. Alors, si 7 = u(—e), on a v(r) = (v ou)(—e), de sorte que

1 1
T(v(0)0(r)) = 7 tr [log((v o u)_l(v(a)))] = ~tr(logu(0)) = ¥(o7).
Pour démontrer (i), on peut compte-tenu de (i) supposer que 7 = —e. Choisis-
sons une racine carrée o2 de o. Comme io2 € S, 'élément P(ioé) appartient

A U, et satisfait P(ic2)(—e) = o. Par suite

U(—e0) = %tr [log(P(io) ™ (~e))] = %tr(loga‘l) = —% tr(log o) = —U(o,—e)
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ot on a utilisé le fait que 0~! = & pour tout élément de S. D’ott (i4). O

Pour 0 € R, § € 7 + 277, on note {6} le réel caractérisé par
{6} =027, —-n<{b}<nm
(une version de la détermination principale de 6).

Proposition 5.3 Soit (¢j)i<j<r une repére de Jordan de J, et soit

T T
U:Zechj, T:Zeid)jCj
i=1 i=1
deuz €léments transverses de S (c’est-a-dire tels que 0; # ¢; [2m] pour tout j,
1<j5<r). Alors

U (o,7) = Z{Oj —¢;j +}. (17)

Démonstration. Posons u = exp [iL(Z;:1 (¢pj —m)c;)] €U. On au(—e) =7 et
u o) = Y5, e?i~?i+m¢;. Dol le résultat, d’aprés (15). O

On étend la relation de transversalité a S , en posant, pour deux éléments
(0,0),(1,¢) de S
(0, 0)T(1,9) <= o TT

et on note S2 = {(5,7) € S% | 5T7}. Pour un couple d’éléments transverses
o = (0,0),7 = (1,¢), on définit I'indice de Souriau m(,7) par la formule

[¥(0,7) —7(6 — ¢)]. (18)

2
S

Nl
I

3 |

On remarque tout de suite que m est antisymétrique,
m(o,7) + m(7,0) = 0.
De plus. d’apres (16)
2T = 2026 (det o) (det ) 2 = 1,

de sorte que m(o,7) € Z.
Enfin la fonction m est une fonction continue (donc localement constante) sur
SZ, d’apres la continuité de la fonction .

Proposition 5.4 La fonction m est invariante sous laction du groupe I.

Démonstration. Soit U un voisinage assez petit et simplement connexe de 1’élément,
neutre de G. On peut trouver une détermination ¢(g,2) de 'argument de j(g,2)
qui soit définie sur U x D et dépendant continiiment du couple (g,2). Soient
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o = (0,0),7 = (1,¢) deux éléments de S , et supposons o T7. Soit g € U, alors
g(0)Tg(7), et on a

L [2(g(0),9(7)~r(6-9)—(0(g:0)—(g.:7))]

™

m((g,¢(9:))(0,0),(9:¢(9,))(7,9))

ce qui montre que g — m((g,2(g,"))(0:8),(9,¢(9,"))(7,4)) est une fonction
continue. Comme elle est & valeurs dans Z elle est donc constante sur /. Par
ailleurs on vérifie facilement, d’apres (8), que m(T -7, -7) = m(c,7). Le voisi-
nage {(9,9(9,") | g € U} du neutre de " et I’élément T' engendrent le groupe T',
la fonction m est bien invariante par I'. O

Soit maintenant
53 ={(01,02,03) € S* | 0;Top, 1 < j#k <3}

Fixons un repere de Jordan (c¢;j)i<j<r €t posons pour tout entier k tel que

0<k<r
k r
g = —€, & = E Cj — E Cj,Er = €.
j=1 j=k+1

Le groupe G agit sur S3 et d’apres [C—0;, Theoreme 4.3] cette action admet
exactement r + 1 orbites représentées par la famille (e, — e, —icg), 0 < k < r.
Soit (01,02,03) € S2. Lindice de Maslov 1(01,04,03) est défini dans [C-0y, (21)]
par

1(01,02,03) =2k —r

ou k est I'unique entier tel que (o1,02,03) soit conjugué a (e, — e, — icg)-

Posons _
S% = {(01,02,03) € S3 | 6;Tow, 1 <j#k<3}

Le théoreme suivant montre que I’indice de Souriau est en fait une primitive de
I'indice de Maslov.

Théoréme 5.5 (Formule de Leray) Soit (51,52,03) € S3. Alors la quantité
m(&l,ﬁz) + m(52,53) + m(53,51)

ne dépend que des projections 01,042,035 et est égale & lindice de Maslov1(o1,02,03).
Autrement dit

m(&l ,52) + m(52,53) -+ m(ﬁg,al) = 2(0'1,0'2,0'3).
Démonstration. Par un calcul direct, en utilisant (18), on montre que
m(51,52) -+ m(52,53) =+ m(53,51) = ‘I’(O’l,O'Q) + lII(U'Q,US) -+ \11(0'3,0'1).

Cette somme est donc un entier qui ne dépendent que des trois projections
correspondantes. Soit j(o1,02,03) Uentier ainsi défini. C’est une fonction continue
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(donc en fait localement constante) de S3. Le groupe G est connexe et opere
continfiment sur S3. Cela implique que la fonction j est invariante sous I’action
de G. Pour montrer que 3 et 1 coincident, il suffit donc de les comparer sur chaque
classe de conjugaison de triplets sous 'action de G. Soit donc k un entier tel
que 0 < k < r. On doit calculer j(e, — e, —icg). On a

— i0 T i
e= Eec,, —e—EecJ, —zek—ge 2c+ E ezcj,

j=k+1
qu’on releve en les points
~ — — . r—2k
e =(e0), —e=(—e,m), —ie} = (—zek,g).
2r
Un calcul simple en utilisant la formule (17) donne
m(e,Ze) =r, m(Ze,—iex) = —r, m(—iex,) = 2k — r.

m(&l ,&2) + m(52,53) + m(53,51) =2k—r= 1(0'1,0'2,0'3).
O

6 L’extension de l’indice de Souriau au cas non
transverse

Dans [Cs] il est montré que I’indice de Maslov peut étre défini pour tout
triplet (01,02,03) de S x S x S. Cet indice, encore noté +(c1,02,03) prolonge
lindice défini sur S2 et posséde encore les propriétés principales,  savoir 'in-
variance par le groupe G, antisymétrie et surtout la relation de cocycle que
nous utiliserons dans la suite sous la forme

1(01,02,03) — 1(01,02,04) +4(01,03,04) — 1(02,03,04) =0 (19)

pour tous 01,02,03,04 € S.

Il est donc naturel de chercher & étendre la définition de ’indice de Souriau aux
couples non transverses pour obtenir une primitive de I’indice de Maslov étendu.
Pour P’extension de la primitive m aux couples non transverses, on va utiliser
une idée due a de Gosson [Gq].

Montrons d’abord 'unicité de I’extension. Supposons que la fonction m se pro-
longe a S x S en une primitive antisymétrique notée encore m du cocycle de
Maslov, c’est-a-dire telle que I’on ait pour tout (o7,02,03) € S xS x S,

1(0'1,0'2,0'3) = m(51,52) + m(52,53) + m(&3,51).
On en déduit que nécessairement

m(&l ,&2) = 2(0'1,0'2,0'3) + m(&l,&3) + m(53,52). (20)

27



Etant donnés deux éléments 01,02 € §, on peut toujours trouver gz € S tels
que 3 To1 et g3 To2. Le membre de droite de 1’égalité (20) est bien défini et il
y a donc unicité de 'extension possible.

Théoréme et définition 6.1 Soient o1, 02 deuz éléments de S et soit T un
élément quelconque de S tel que TTaoy et TToz. Soient 01,02,7 les projections
respectives de o1,02,7. L’entier

1(01,0'2,7') + m(&l ,;) + m(7~',52)

ne dépends pas du choiz de T et est appelé Uindice de Souriau du couple (71,02).
Lorsque o1 Tos, il coincide avec m(d1,02).

Démonstration. Soient 01,00 deux éléments quelconques de S. Alors on peut
trouver deux éléments 71,72 tels que

%1T51,%1T52, 7~'2T&1,?2T52, et 7~'1T7f:2.

D’apres le théoréme 5.5 appliqué aux triplets transverses (o1,71,72) et (02,71,72),
on obtient
Wo1,m1,m2) = m(01,71) + m(71,72) + m(72,01),

Woo2,m1,m2) = m(02,71) + m(T1,72) + m(72,02).
D’ou
1(o1,m1,72) —1(02,71,72) = m(01,71) + m(T2,01) — m(02,71) — m(72,02)-
En utilisant la relation de cocycle (19), cette derniere égalité devient
1(01,02,72) + m(c1,72) + m(72,02) = 1(01,02,71) + m(o1,71) + m(71,02)-

D’ou la premiere assertion du théoreme.
Lorsque o1 Tos, la formule de Leray (théoréme 5.5) appliquée au triplet (o1,02,7)
montre que m(61,02) = 1(01,02,7) + m(61,7) + m(7,02). D’ot la deuxiéme as-
sertion du théoreme.

O

Soient 71,09 deux éléments de S de projections respectives o et o2. On pose
dans la suite
m(01,02) = 1(01,02,7) + m(51,7) + m(7,02), (21)

oit 7 € S est un élément dont la projection 7 est transverse & o; et go. Cette
quantité est encore appelée 'indice de Souriau du couple (77,02).

Remarque 6.2 On vérifie facilement les assertions suivantes:
(1) Vextension m est antisymétrique.
(7¢) Pextension m est invariante sous l’action du groupe I'.
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Théoréme 6.3 (Formule de Leray étendue) Soient g, o2, 03) € S de pro-
jections respectives 01,02,03, alors

m(&l,ﬁz) + m(52,53) + m(53,51) = 1(0'1,(72,0'3). (22)

Démonstration. Choisissons un élément 7 € S tel que TToy, T1oz et T103.
Alors d’apres la définition (21) de I'indice m étendu on a

m(51,53) = 1(01,03,T) + m('&l ,?) + m(;,&;g),
m(52,53) = 1(02,0'3,T) + m(ﬁz,?) + m(?,53)

En utilisant encore une fois la relation de cocycle (19), on obtient
1(01,02,7) + m(o1,7) + m(7,02) = 4(01,02,03) + m(d1,03) + m(03,02).

Le membre de gauche de cette derniere égalité étant par définition m(c1,02), le
théoréme s’en déduit en utilisant antisymétrie de I'indice de Souriau étendu.
O

On va maintenant donner I’expression “en coordonnées” de l'indice de Sou-
riau. Nous aurons besoin d’une notation particuliére, qui n’est en fait qu’une
version de I’indice de Maslov pour le cas du cercle unité.

Soient donnés e’ e’ deux nombres complexes de module 1 distincts. On
notes ]e? e[ I’arc de cercle d’extrémités e et ei% formé des points obtenus en
partant de e?’ dans le sens trigonométrique pour arriver 3 €.

i6

Pour e, €% et €' trois points du cercle orienté, on pose

0 si deux des points e e e'® coincident,
ord(e® ei¥ ei?) = 1 sie® €)et e?],
-1 siel €lei eif].

o e . . r i0: _ r o _ r iGi .
Proposition 6.4 Soientoy =3, e"icj, 00 =3 ;_ €¥icjetos =3 ; € %ic;
trois points de S. Alors

.
7’(01 a0'2a0'3) = Z Ord(ewj aei(pj aeid)j ) (23)

i=1
Cette formule est implicitement contenue dans [Ca]. O

Fixons maintenant un repére de Jordan (c;)i1<j<r-
Proposition 6.5 Soient

i0; i0; i0; i
E evic; + E e"ic;,0 E eic; + E e%icip),

J=4+1 J=t+1
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deux éléments tels que 0; — p; ¢ 2nZ pour £+ 1 < j <r. Alors

AR SRR S )] (24)
j=t+1

Démonstration. Pour un réel assez petit ¢ > 0, ’élément

£ r
53 = (z el0itd)e,; 4 Z el#itde; o + @),
j=1 j=t+1

est transverse & o1 et & op. D’une part, en appliquant la formule (23), Iindice
de Maslov des projections o1, o2 et o3 est

1(01,00,03) =1 — L.

D’autre part, en utilisant (17) et (18), on obtient

m@E15s) = L[(Siod—g+ 7} + Tl — 0 —9+7}) =10 = (0 +9),
=0+ L[S lbi— e+t =10 - 0)],

et

m@s52) = L[(Tioi{d+ 7} + i {d+7}) —rg],
= —r.

Finalement, d’apres (21), I’indice de Souriau m(cy,02) est donné par

m@152) = [ 3 10— gy + 7} =10 - 9)]- (25)

j=t+1

En particulier si o, = (—e, — ) et o2 = (— E§:1 ¢+ i1 €99 ¢ip), Ot
(i) -7 <@; <m,Vj,+1<j<r et
(i1) rp = —lm + 3%y, pj + 2km, avec k € Z,
alors
m(51,52) :2k+7’—€:2k+7’—u(01,02). (26)
Remarque 6.6 Pour 5,7 € S, on a

m@T-7) = —m(T -5,7) = m(E,7) + 2 (27)

7 Le cycle de Maslov
Soit g € S. On note ¥(og) 'ensemble des éléments de S qui ne sont pas
transverses a og, c¢’est-a-dire
Y(o9) =S\ St(00) = {0 € S | det(o — g9) = 0}.

Cet ensemble est appelé le cycle de Maslov associé a oy.
On va, dans ce paragraphe étudier sa structure de variété stratifiée (au sens
algébrique).
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7.1 La variété des éléments de J de corang k

Reprenons les notations du paragraphe 4.
Proposition 7.1 Soit ¢ un idempotent, et J = J(c,1) ® J(c,3) ® J(c,0) la
décomposition de Peirce relative a cet idempotent. L’application donnée par

J(e1) x J(c,%) X J(e0) = T+ (21,83,30) = 7e(z1) (1 + 70)

1
2
est un difféomorphisme local prés de tout point (z3,29 ,x5) tel que x3 soit inver-

2
sible comme élément de J(c,1).
Démonstration. Soit ® la représentation de l’algebre de Jordan J(c,1) dans
End(J(c,3)) donnée par (13). D’apres les formules (11) on a, en posant, Te(@1)(z1+
o) = Y1 + Y1 + Yo,

Y1 = 21,
yy = ®(z1)ey,
Yo = 2L(e — ¢)L(z1)?x1 + .

Si ’élément z§ considéré comme élément de la sous-algebre J(c,1) est inversible,
I’endomorphisme ®(z$) est inversible. Ceci reste vrai pour z; voisin de z{. Il
en résulte facilement que ’application considérée est un difféomorphisme local
prés de (a:f,:v% ,Z0)- O

Un élément x de J est dit de corang k si son rang est r — k. Pour tout entier
k tel que 0 < k < r, on note dans la suite J; ’ensemble des éléments de J de
corang k,
Jy={zeJ | p=0) =k}

Ainsi, Jy n’est autre que I'ensemble J* des éléments inversibles de J, et J,. =

{0}.

Proposition 7.2 Soit k un entier tel que 1 < k < r — 1. Alors Ji est une
sous-variété de J de codimension k + @d. En particulier, Si k = 1, alors
J1 est de codimension 1, et si k > 2, alors la codimension de Jj, est supérieur

ou égale a 3.

Démonstration. Soit 1 < k < r — 1. Soit 2° € Ji un élément de rang r — k. 11
existe donc une décomposition de Peirce e = Z;:1 c; telle que

r—k
o — . .
z° = E Ajc;
j=1

avec A\; # 0 pour tout j, 1 < j <r — k. Posons ¢ = E;;f

défini est un idempotent de 1’algebre de Jordan J. Soit

¢j. L’élément c ainsi

J=J(el) @ J(c,%) @ J(c,0)
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la, décomposition de Peirce de J relative a cet idempotent. L’élément z° appar-
tient & J(c,1) et est un élément inversible de J{(c,1). Par suite, on peut appliquer
la proposition 7.1. On obtient ainsi des coordonnées locales (y1(x),y1 ().yo(x))
preés de (2°,0,0), telles que @ = 7(y1 (¢))(y1(2) + yo(z)). L’action du groupe L
préservant la notion de rang d’un élément, le rang de x est le méme que le rang
de y1(z) + yo(z). Mais le rang de y; + yo est la somme du rang de ’élément y;
et de I’élément yq, pour tout 41 € J(c,1),y0 € J(c,0). Pour x voisin de z°, y; (x)
est voisin de z° et donc inversible dans 1’algébre de Jordan J(c,1), ou si I'on
préfere de rang r — k. Par conséquent la condition

Yo(z) =0

fournit un systeme d’équations locales de Jy, pres de x°. Ceci montre que Jy est
une sous-variété de codimension égale & dim J(c,0). D’aprés (10) cette dimension
est

k(k—1)

dim J(c,0) = k + 5

d,

puisque "idempotent c est de rang r — k.

Si k =1 alors dim J(c,0) = 1 et J; est de codimension 1.

Si k > 2, alors dim J(¢,0) > 3, puisque 'invariant de Peirce d d’une algebre de
Jordan euclidienne simple est non nul (voir [F-K, page 70]), et donc la codi-
mension de Jj, est supérieure ou égale a 3. O

D’aprés [F-K, Proposition 11.4.2], le gradient de la fonction det est polyno-
mial et vérifie sur J* la formule

Vdet(z) = det(z)z".

Plus explicitement, si z = E;:1 Ajcj est une décomposition de Peirce d’un
élément inversible de J, alors

T

\%
Vdet(z) = Z()‘l X ARG (28)
j=1
L’ensemble J \ J* = Uj_,J; est 'ensemble des éléments x € J tels que

det(x) = 0. C’est une variété (au sens algébrique) de codimension 1, dont on
va maintenant préciser le lieu singulier.

Proposition 7.3 Soit x € U}_, Ji. Alors, Vdet(z) # 0 si, et seulement si,
T € Jp.

Démonstration. Soit & € Jq, alors il existe un repére de Jordan (¢j)i<j<r €t
des nombres réels non nuls (A;)1<j<r—1 tels que z = Z;;i Ajcj. On pose z, =
E;;i Ajc; + ec, pour € > 0 assez petit. D’aprés la formule (28) on a

r—1

\%
\% det(.’EG) = Z 6()\1 s )\j e /\r—l)Cj + ()\1 A )\r—l)cr-
j=1
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Par conséquent, lorsque € — 0, Vdet(z¢) = A1 - -+ Ap_1¢-. Par continuité, on a

donc
Vdet(z) = (A= Ar1)e, #0.

Si par contre z € Uj,_,Ji, un calcul similaire montre que V det(z) = 0. D’ot1 la
proposition.
O

7.2 La stratification du cycle de Maslov

Etant donné un élément o9 € S, et k un entier, 0 < k <r, on pose

St(00) = {0 € 5 | u(o.00) = k.

S(o0) = || Sk(o0)-

1<k<r

Dans le cas ou S est la variété lagrangienne A(r), pour un sous-espace lagran-
gien \g fixé, Si(A\o) coincide avec I’ensemble A*(r) des sous-espaces lagrangiens
A tels que dim(A N Ag) = k.

Proposition 7.4 Si(oo) est une sous-variété de S de codimension k+ @d.

Démonstration. Soit o € Si(0g). Grace & ’action du groupe G, on peut toujours
supposer que g = —e, et o Te. Par la transformation de Cayley, on est ramené
a ’énoncé équivalent pour Ji, qui a été démontré précédemment (proposition
7.2).

O

Proposition 7.5 Le cycle de Maslov X(o¢) est une sous-variété stratifiée de S
(au sens algébrique) de codimension 1. Le lieu singulier de X(og) est de codi-
mension supérieure ou égale a 3 dans S.

Démonstration. Utilisant comme précédemment la transformation de Cayley,
on voir d’abord, grace & la proposition 7.3 que S;(0p) est 'ensemble des points
réguliers de X(oy), et S1(0g) est de codimension 1 dans S. Le lieu singulier est
égal & Ua<p<rSk(00), qui est de codimension > 3 dans S, d’apres la proposition
7.2.

|

7.3 L’orientation transverse du cycle de Maslov

Dans le cas de la variété lagrangienne A(r) (voir [A1]), Arnold montre que
le cycle de Maslov admet un champ continu de vecteurs tangents a A(r) et
transverses & Al(r). Un tel champs de vecteurs est constitué par les vecteurs

v(0) = & (e*0),_, pour o € Al(r) et défini une orientation transverse. Nous
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allons montrer comment cette notion se généralise & S en utilisant sa structure
causale.

Proposition 7.6 Soit og € S, et soit 0 € S1(09) C X(09). Soit H,, (o) l’espace
tangent ¢ X(og) au point o. Les vecteurs tangents aux courbes causales partant
de o sont tous contenus dans un méme demi-espace ouvert de l’espace tangent
a S en o limité par H,,(0).

Par la transformée de Cayley, on est ramené & ’énoncé équivalent suivant.
Proposition 7.7 Soit x € J; C J. Soit H(x) Uhyperplan tangent a J, en x.
Les vecteurs tangents aux courbes causales partant de x sont tous contenus dans
un méme demi-espace ouvert limité par H(x).

Démonstration. On peut supposer que z = Zg;i Ajcj, ol (¢j)i<j<r €st un
repére de Jordan de J et, pour 1 < j <r —1, les A; sont des scalaires non nuls.
On sait alors qu’un vecteur normal (non nul!) est donné par

r—1

Vdet(z) = (H)\j) cr .

7j=1
Si y(t) est une courbe causale telle que y(0) =z et §(0) =w € Q, on a donc

d ‘ r—1
7 (dety ()=, = (§(0)|V det z) = (TTA) (wlen)-
j=1
Comme w € Q et ¢, € O\ {0}, on a (w|c,) > 0, et par suite le signe de
(9(0)|V det z) ne dépend pas de la courbe causale choisie. O

A tout point o € S1(09), on associe le demi-espace ouvert H. & (o) contenant
les vecteurs tangents aux courbes causales passant par o. La famille de ces sous-
espaces définit une orientation transverse canonique du cycle de Maslov X(ay).
De plus ces orientations transverses sont compatibles a ’action de G, en ce
sens que si g € G, alors 'orientation transverse canonique du cycle de Maslov
%(goo) au point go € Si(goo) est donnée par le demi-espace Dg(o)(HJ, (o)) =

H ;Q,O (go), puisque la notion de courbe causale est stable par l’action de G.

8 Le nombre d’Arnold, 'indice d’inertie et 1’in-
dice d’Arnold-Leray-Maslov

Les principales propriétés topologiques des cycles de Maslov démontrées dans
le paragraphe précédent généralisent celles montrées par Arnold dans le cas
de la variété lagrangienne A(r). Dans ce cas particulier, Arnold (voir [A;] et
[Az]) utilise ces propriétés pour construire un indice pour les couples de points

transverses du revétement universel A(r). Les arguments d’Arnold sont encore
valables dans notre situation et nous permettent dans la suite de proposer une
deuxiéme construction, géométrique cette fois-ci, d’une primitive.
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Soit gg € S, et soit v un chemin dans S, d’origine v(0) = o, et d’extrémité
~(1) = 7. Un tel chemin est dit admissible (relativement au cycle de Maslov ¥y =
%(0p)) s’il est de classe C! par morceaux, si ses extrémités o et 7 n’appartiennent
pas & X, si le chemin n’intersecte le cycle de Maslov que pour un nombre fini
de valeurs de t € [0,1], (disons ¢t = ty,ta,...,t), si chaque point d’intersection
v(t;) est un point régulier de Xq (c’est-a-dire v(t;) € Si(0g)), et enfin si en un
tel point, la courbe v est différentiable et transverse & Xg. Le nombre d’Arnold
d’un tel chemin admissible est par définition la somme €; + €2 + - - - + €, ol €;
vaut +1 si 4(t;) € Hf (v(t;)), et €; vaut —1 dans le cas contraire.

Théoréme 8.1 Soient o et T deux points n’appartenant pas au cycle de Maslov
Yo- Toute classe d’homotopie de chemins d’origine o et d’extrémité T contient
un chemin admissible. Deux chemins admissibles d’origine o et d’extrémité
qui sont homotopes ont méme nombre d’Arnold.

La démonstration est identique au cas classique (voir [Az] ou [C-L-M]), au vu
des résultats du paragraphe 7.

Ce théoréme permet d’étendre la notion de nombre d’Arnold & un chemin quel-
conque v d’origine o et d’extrémité 7, en le déclarant égal par définition a I’indice
d’un chemin admissible de mémes origine et extrémité et homotope a 7.

On va maintenant tirer profit de I’invariance par homotopie du nombre d’Ar-

nold pour définir I’indice d’Arnold d’un couple de points du revétement universel
S.
Soient g et Tp deux points de S , de projections respectives o et 79 sur S. Soit
o(t), 0 <t <1 une courbe causale d’origine og, et 7(t), 0 < ¢t < 1 une courbe
anti-causale d’origine 9. On note o(t) (resp. 7(t)) la courbe dans S d’origine g
(resp. 7o) relevant o(t) (resp. 7(t)). D’apres la proposition 4.20, il existe € > 0
tel que pour tout ¢,0 < t < €, les points o(t) et 7(t) n’appartiennent pas au
cycle de Maslov ¥¢ = X(0g). Fixons un tel ¢, et soit y(s), 0 < s < 1 un chemin
admissible (relativement & o) d’origine o(t) et d’extrémité 7(t), dont le relevé
dans S a pour origine 5(t) et pour extrémité 7(t).

To

Ve(s3) A

Fig. 1
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Par définition l’indice d’Arnold v(d¢,To) est le nombre d’Arnold du chemin ;.
Clairement, & t fixé, cet indice ne dépend pas du choix du chemin =, puisque
tout autre chemin ayant les mémes propriétés lui est homotope et donc a méme
nombre d’Arnold.

De plus, 'indice est indépendant du parametre ¢ (voir Fig 1). En effet, soit
t' une autre valeur, avec toujours 0 < t' < €. On peut toujours supposer que
t'" < t. On considére le chemin d’origine o(t') et d’extrémité 7(¢') obtenu en
concaténant le chemin (o(u), # < u < t), le chemin v, de o(t) & 7(t), et enfin
le chemin (7(v), ' < v < t). Il est immédiat que le nombre d’Arnold de ce
chemin concaténé est le méme que le nombre d’Arnold du chemin ~;, puisque
les deux bouts de chemin concaténés & 7, ne rencontrent pas le cycle de Maslov
Yo, comme on le déduit aisément de la proposition 4.9.

Enfin, cet indice est indépendant des courbes (causale ou anti-causale) o(t)
et 7(t). En effet, étant donné deux courbes causales a1 (¢),0 <t < 1 et 03(¢),0 <
t <1 de méme origine og, on peut pour ¢ assez petit, joindre o1(t) & o2(t) par
une courbe qui ne rencontre pas le cycle de Maslov ¥y, comme on le voit en
utilisant la convexité du cone (2.

g1 (t)

0'2(t)

o0 Fig. 2

Un argument analogue vaut pour la courbe anti-causale d’origine 79. Notons
que si 79 est transverse & oy, il n’est pas nécessaire d’utiliser une telle courbe
anti-causale, et on peut supposer que le chemin v, est d’extrémité 7.

La construction de I'indice d’Arnold ne fait appel qu’a des notions invariantes
par transformations causales (courbes causales, cycle de Maslov, transversalité),
et donc l'indice d’Arnold est invariant par ’action de I'.

On va maintenant calculer 'indice d’Arnold “en coordonnées”, comme nous
I’avons fait pour 'indice de Souriau. On fixe pour cela un repére de Jordan
(¢j)i<j<r de J. Grace aux résultats concernant les orbites de I’action de G dans
S x S (voir paragraphe 4), la proposition suivante couvre le cas général.
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Proposition 8.2 Soient les deuzx points de §,

¥4 T
50::3:(—6,—7r) et 7~'0:(—ch+ Zei“’fcj,tp).
=1 =1

On note oy = —e et 179 leurs projections correspondantes dans S. On suppose
que
(’L) _7T<S0j <m, VJJE-’_]'SJST)
(4) ro = —bn + E;=e+1 @ + 2km, avec k € 7.
Alors
v(00,70) = —L+k =k — p(00,70)- (29)

Démonstration. Le point o = 3%, e'%ic; appartient au cycle de Maslov Xy =
Y(—e) si et seulement s'il existe j, 1 < j < r tel que §; € —7 + 27Z. Il est
régulier (c’est-a-dire o € Si(—e)) si et seulement si §; € —7 + 27Z pour une

5o 1s . . _ r i0; .
seule valeur de l'indice j. Si, par exemple, 0 = —c; + ijz eic;, avec pour

2<j<r, 0; ¢ —m+ 277, alors un vecteur normal au plan tangent en o & ¥
donnant l'orientation positive est le vecteur —ic;.

Comme courbe causale d’origine o, choisissons la courbe
T
U(t) — Z ez(—7r+t)cj
=1
dont le relevé dans S partant de og est
o T
a(t) = (Z e — w4 t)
j=1

et pour courbe anti-causale d’origine 7y
l ) T )
) =) T e+ Y eig
j=1 j=0+1
dont le relevé dans S est
1 T
t:(t,—é——t 2k )

0= (O =0+ 3 s+ 20]

On notera que la courbe 7(t) n’est pas, au sens strict, anti-causale, puisque
son vecteur tangent en chaque point est seulement dans la frontiere du cone
causal. Néanmoins, il est vrai que pour ¢ > 0 assez petit, le point 7(¢) n’est pas
dans Xy, et permet donc le calcul de I'indice d’Arnold du couple (6¢,7).
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Ayant fixé un tel £ > 0 assez petit, le chemin ~y; va étre obtenu par concaténation

de plusieurs morceaux de chemins admissibles, dont on va calculer pour chacun
la contribution & I’indice de d’Arnold. Pour la commodité de la lecture, chaque
morceau de chemin est paramétré par s € [0,1].

Le premier morceau de chemin est donné par

Yi(s) = ell=a) (=t ta(=m=tlgy 4§ gis(=rtt) g
j=2

Pour s = 3, %(s) = —c1+ X, et(=mtt)c; et c’est le seul point d’intersection
du chemin v; avec Xo. De plus,i(3) = 2itcy, de sorte que le chemin y coupe
donc transversalement le cycle de Maslov, et la contribution & I'indice est —1.

On continue par le méme type de chemin, pour chaque j, 2 < j < /.
L’extrémité finale de ces chemins est alors le point

4 T
o, = Z el=me¢; Z el
j=1 j=L+1

et la contribution & 'indice d’Arnold est —£.

On considére maintenant le chemin

4 r
’Yt(s) — Z ei(—w—t)cj + Z e((l—s)(—ﬂ"‘l‘t)'i'Sij)cj‘
j=1 j=t+1

Ce chemin ne rencontre pas le cycle de Maslov ¥, et donc la contribution de
ce morceau de chemin a l’indice est nulle. Le point d’arrivée est maintenant

£ T
- i(—m—t) .. 195 .
T = E e ¢ + E e’ic; .
j=1

i=t+1

Un calcul facile permet de déterminer 'extrémité du relevé dans S du chemin
parcouru jusqu’a présent. On trouve que c’est le point

r

7= (hrlt-r =+ Y i)

J=t+1
Pour terminer, on a besoin du lemme suivant.
Lemme 8.3 Soient donnés (vj)1<j<r r nombres réels tels que v; ¢ —m +2n7.

Soit v le chemin défini pour 0 < s <1 par

T
A(s) = eiortasme, 13 i
=2
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Le chemin v est admissible relativement au cycle de Maslov ¥y, et son nombre
d’Arnold vaut +1.

En effet, le chemin v ne coupe ¥y que pour une seule valeur de s, transver-
salement, et dans le sens positif. Donc le nombre d’Arnold de ce chemin vaut
+1.

Ce lemme permet de calculer ’indice d’Arnold de deux points de S ayant
méme projection dans S. En particulier, en passant du point 7; au point 7%, la
contribution & l’indice d’Arnold est k. D’ou la proposition 8.2.

O

Corollaire 8.4 Soient 0,7 deux éléments de S de projections respectives o et

7. Alors 1
v(o,7) = §(m(5,?) — plo,T) —7). (30)

Démonstration. Il suffit en effet de comparer les formules (26) et (29) et d’utiliser

I'invariance des deux membres par I'.
O

Remarque 8.5 Un sous-produit de ce corollaire est que le membre de droite de
la formule (30) est un entier (et non un demi-entier). On tire profit de ce résultat
en introduisant la notion d’indice d’inertie et d’indice d’Arnold-Leray-Maslov.

Definition 8.6 (i) Soient (01,02,03) € S3. On appelle indice d’inertie du

triplet (01,02,03) la quantité

9(01,02,03) = = (1(01,02,03) + p(o1,02) — p(01,03) + p(02,03) + 7).

DN | =

(i4) Soient 01,00 € §, de projections respectives o1,02. On appelle indice
d’Arnold-Leray-Maslov la quantité

n(o1,02) = v(01,02) + pu(o1,02) + 1.

Théoréme 8.7 L’indice d’inertie satisfait les propriétés suivantes :
(1) 7 est a valeurs entiéres.
(i) 7 vérifie la relation de 2-cocycle*

)(01,02,03) — 9(01,02,04) + 3(01,03,04) — 3(02,03,04) =0

pour tous 01,02,03 € S.
(7i1) Vindice d’Arnold-Leray-Maslov est une primitive de lindice d’inertie, c’est-
a-dire
](0’1,(72,0’3) = n(51,52) - n(El ,&3) + ’I’L(&z,&g)

pour tous 01,02,03 € S, de projections respectives 01,02,03.

4. On observera que l’indice d’inertie 3 n’a pas la propriété d’antisymétrie que possede
P’indice de Maslov 2.
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Démonstration. (i) et (ii) sont des conséquences faciles de (i4¢). Pour (i4¢), on
utilise la relation

n(57) = %(m(ﬁ,?) + (o) +7)

valable pour tous 0,7 € S de projections respectives o,7, qui est conséquence
du corollaire 8.4. On voit alors que la relation (i) est équivalente & la propriété
de cocycle pour l'indice de Maslov (19).

O

9 L’indice de Maslov d’une paire de chemins
dans S x S

Dans ce paragraphe, nous allons adapter une méthode due a Cappell-Lee-
Miller [C-L-M] pour expliquer (sans plus de détails) comment on peut définir
I’indice de Maslov d’une paire de chemins de S.

Un chemin [0,1] 3 t — @(t) = (01(t),02(t)) € S x S est propre, si o1(t) est
transverse & o2(t) pour t =0 et ¢t = 1.

Soit w un tel chemin et supposons qu’il est régulier. D’apres le paragraphe
7, si on note

Z={(t,0) € [-1,1] x S, det(o1(t) — o) =0}

alors ZN{t} xS = {t} x X(o1(t)) est sous-variété stratifiée (au sens algébrique),
transversalement orientée, de codimension 1 de {t} x S et dont la singularité est
de codimension > 3 dans {t} x S. Cette singularité est donc de codimension > 2
dans Z. Par conséquent moyennant une petite perturbation du chemin w, tout
en gardant ses extrémités fixes, on peut transformer le chemin ¢ — (¢,02(¢)) en
un autre chemin ¢ — (¢,05(t)) ne rencontrant Z qu’en un nombre fini de points
situés sur la strate supérieure {t} x S1(o1(t)) et ceci d’'une maniére transverse.

Definition 9.1 L’indice de Maslov vp(w) du chemin propre w est par définition
le nombre d’intersections, comptés avec leurs signes, du chemin t — (t,05(t))
avec Z.

La réunion disjointe de toutes les strates supérieures

U {8} x S1(01())

0<t1

est une sous-variété ouverte de Z dont la singularité est de codimension supérieure
ou égale 3 3 dans Z. On en déduit que deux petites perturbations du chemin
(-,05(-)) sont homotopes et par conséquent v,(w) est indépendant du choix de
cette perturbation.
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Remarquons enfin que si le chemin w est seulement continue, on peut ’ap-
procher par un chemin régulier et définir son indice v, (w). Comme la singularité
est de codimension > 3, l'indice v,(w) est indépendant du choix de cette ap-
proximation.

Les deux propositions suivantes sont une conséquence directe de la définition
de I'indice vp,.

Proposition 9.2 Soit w : [0,1] = S x S, t = (01(t),02(t)) un chemin propre
et régulier.
1. Sio1(t) est transverse & oa(t) pour tout t € [0,1], alors vp(w) = 0.
2. Si[0,1] 5t — @w(t) = (01(—t),02(—t)) est le chemin inverse de chemin w,
alors vp(w) = vp(w).
3. Pour tout a €]0,1],

Vp(w) = Vp(w\[o,a]) + Vp(wl[a,l])

4. Soit g = (g¢)o<t<1 une famille d’éléments de G telle que [0,1] 3 t — g¢
soit continue. Si on pose (g * w)(t) = (9:(01(t)),9:(02(t)) pour t € [0,1],
alors

vp(g * @) = vp(w)
O

Proposition 9.3 Si [a,b] x [0,1] 5 (s,t) = (01(s,t),02(s,t)) € S x S est une
application continue, et si pour tout s € [a,b], le chemin w;(t) = (01(s,t),02(s,t))
est propre et régulier dans S x S, alors

vp(w0) = vp(w1)-

O

La fonction f : § +— det(o1(t) —e??o2(t)) a un nombre fini de zéros (modulo

2m). 11 existe donc e €]0,n[ tels que les § qui vérifient 0 < |f] < 7 ne soient pas
des zéros de f. D’ol le lemme suivant :

Lemme 9.4 Soit w :[0,1] = S x S, t = (01(t),02(t)) un chemin régulier dans
SxS. Alors il existe € €]0,m] tel que pour tout 8 vérifiant 0 < |8| < €, le nouveau
chemin perturbé .
@(t) = (01(t),6”03(t))
soit propre.
O

La proposition suivante se déduit facilement de la proposition 9.3 et du
lemme 9.4.

Proposition 9.5 Soit w un chemin régulier dans S x S. Si wy, et wy, sont
deuz perturbations différentes de w en chemins propres, alors

Vp(wal) = Up(w92)
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O

Definition 9.6 Soit w un chemin régulier dans S x S. L’indice de Maslov de
w est par définition l’indice de Maslov d’une perturbation wy de w :

v(w) = vp(wp).

La proposition 9.5 montre que I'indice v(w) est bien défini et ne dépend pas
de la perturbation choisie.

Finalement les propositions 9.2 et 9.3 s’étendent & l'indice de Maslov v(w)
d’un chemin quelconque w. Pour plus de détails nous invitons le lecteur & consul-
ter le travail de Cappell-Lee-Miller [C-L-M] dans lequel cette théorie est tres
bien développée.

10 Le nombre de rotation généralisé

Dans [B—G], les auteurs montrent qu’on peut utiliser une primitive (quel-
conque) du cocycle classique de Maslov pour construire un invariant (pour la
conjugaison) sur le groupe symplectique, baptisé nombre de rotation symplec-
tique. Nous montrons qu’une construction analogue est possible dans la situation
considérée dans ce travail.

Commencons par quelques lemmes & caractere général.

Lemme 10.1 Soit G un groupe de Lie semi-simple o centre fini et conneze.
Soit G = KAN wune décomposition d’Iwasawa de G, et soit r = dim A le rang
déployé de G. Alors

(1) tout élément de N est un commutateur,

(7t) tout élément de A peut s’écrire comme produit d’au plus r commutateurs.
Démonstration. (i) Soit a = Lie(A), H un élément régulier de a et h = exp H.
Alors I’application

n— hnh~n7l, NN

est un difféomorphisme de N sur lui-méme (voir [He;, Ch. VI. Corollary 4.8]).

(#%) Soit X le systeéme de racines restreintes relativement & a et ¥ ’ensemble
des racines positives tel que

Lie(N)=n= @ Ga -

aext

Soit {aq,as,...,a,} les racines simples correspondantes. Pour j,1 < j <7, on
note Hj le covecteur associé & la racine a;. La symétrie orthogonale associée &
la racine a; est un élément du groupe de Weyl, et on en choisit un représentant
m; dans le normalisateur de a dans K. On a alors, pour tout j,1 <j <r

m;j epojmj_1 = exp(—H;). (31)
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Maintenant, soit h = exp H un élément quelconque de A. On a
T T
H=Y t;H;, h=][[expt;H;, t;eRI<j<r.
j=1 j=1
D’apres (31)
t; _ t;
expt;H; =m; exp(—éHj)mj ! exp(EJHj)

est donc un commutateur, et l’assertion (i7) en découle.

Lemme 10.2 Soit

0 y 7 —— T —2 5 @ s 1

une extension centrale d’un groupe de Lie G semi-simple a centre fini et conneze.
Notons T = 1(1). Il existe au plus une application ® : T' — R telle que
(1) @ est continue

(i1) ®(YT)=®(y)+1,Vyel

(797) ®(v1v2) — ®(71) — (72) est bornée sur I' x T

() ®(v™) =nd®(y), VyeT, Vn e Z.
Démonstration. Soit ®1 et ®» deux telles fonctions, D’apres (ii), la fonction
®; — &, passe au quotient et définit une fonction F sur G. D’apres (iii) elle est
uniformément bornée sur les commutateurs, et donc sur N et sur A. D’apres (7)
elle est bornée sur K. Utilisant la décomposition d’Iwasawa et & nouveau (i%),
on voit que F' est uniformément bornée sur G. D’apres (iv), cela implique que
F est identiquement nulle. D’ou ®; = ®,. O

Une telle fonction ® est appelée un quasi-morphisme homogéne®. Un quasi-
morphisme définit, par passage au quotient, une application ¥ : G — R/Z.

Revenant aux notations du paragraphe 5, on va maintenant construire un
quasi-morphisme pour le groupe I'.
Soit 0 un point base dans S, et posons pour v € T’

() = m(y-0,0) -

La primitive m(c,7) est invariante par I, et donc pour tous ;1,72 € T

c(ny2) —e(n) —c(r2) =m(ny2-0,0) —m(y1 - 6,0) — m(y2 - 6,0)
=m(m72 - 0,0) + m(0,71 - 0) + m(y1 - 6,172 - 0)
qui d’apres (22) est I'indice de Maslov des projections sur S des points 12 - 0,

0 et v1 - 0 de sorte que

le(mya) —e(m) —e(r2)| <7
5. Notre définition differe légérement de celle de [B-G].
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Pour tout élément v € T, la suite (c;) := (c(7*))ren satisfait donc la propriété
Vk, £ € N, |Ck+[—ck—Cg|§T.

D’apres un résultat classique, on déduit que

1

7(7) = lim — e(7¥)

existe pour tout élément v € T

Théoréme 10.3 La fonction
1

—=T

2
est un quasi-morphisme sur I'. Elle est indépendante du choiz de 0.

Démonstration. La continuité de 7 se démontre comme dans [B—G, Proposition
2.11]. Les autres propriétés sont des conséquences faciles des propriétés de la
primitive m et notamment (27). L’indépendance du point base résulte du lemme
10.2, compte-tenu de ce que le groupe G est semi-simple, & centre fini et connexe.

d

Par passage au quotient le quasi-morphisme —%7‘ défini une fonction de G
dans R/Z par

p(g) = —57() modZ

ol v est un relévement quelconque de g. Pour g € G, la quantité p(g) est appelée
nombre de rotation généralisé de g. La fonction p est invariante par conjugaison
(toujours d’apres I'unicité).

Proposition 10.4 La fonction p posséde les propriétés suivantes :

(i) si g € G fize un point de S, alors p(g) =0 mod Z.
(i3) siu € U, alors €2 = y(u).

Démonstration. Pour (i), on choisit comme origine ¢ dans S un point qui se
projette sur un point de S fixé par g, et on reléve g en un élément ~y tel que
-0 =0, et donc aussi v* -6 = 6 pour tout ¥ € N. Il en résulte que 7(y) = 0.
Pour (i), choisissons un réel ¢ tel que x(u) = e¥. Un relévement de 1’élément
u est 1’élément v dont ’action sur S est définie par

- =7-(0,0) = (u(0),0 + ),

puisqu’en effet det(u(0)) = x(u) det(o) = ei"?ei"? = ¢ (?+¥) Donc

1 1 o~ 11 pr
Ze(v*) = 7 m(yF - 5.5) = 1~ (B(uF(0),0) — krg) - =2
k k km ™
quand k — +o00, puisque ¥ est une fonction bornée. Par suite,
_er
plu) = o
et donc e2™P(¥) = ¢i"¢ = y(u). O
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