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ALGEBRE DE CLIFFORD D’UN ANTIAUTOMORPHISME

ANNE CORTELLA

RESUME. Nous définissons ’algebre de Clifford d’un antiautomorphisme d’algébre centrale sim-
ple, et la calculons pour les algebres de degré 2.

ABSTRACT. We give a definition of the Clifford algebra of an antiautomorphism of a central
simple algebra, and compute it for the algebras of degree 2.

L’algebre de Clifford d’une involution linéaire de type orthogonal sur une algebre centrale simple
A a été définie par Jacobson dans [ﬂ], par descente galoisienne, pour généraliser la partie paire de
I’algebre de Clifford d’une forme quadratique. Tits [@] I’a ensuite définie comme un quotient de
I’algebre tensorielle de I'espace vectoriel sous-jacent a A.

Dans cet article, une définition de 'algebre de Clifford pour un antiautomorphisme o, linéaire,
non nécessairement involutif, sur une algebre centrale simple A, est proposée (définition ) Elle
généralise la définition de Tits. Cela définit un nouvel invariant de la classe d’isomorphie de (A4, o)
(théoréme E), se comportant bien par extension des scalaires. Pour A déployée, c’est la partie
paire de ce qu’on peut définir comme la généralisation aux formes bilinéaires non necessairement
%métriques de Talgebre de clifford classique des formes quadratiques (théoréme E et définition

).

Avant de détailler cette définition et ces propriétés dans la deuxiéme partie, nous commencerons,
dans la premiere partie, par rappeler les définitions du discriminant et de ’algebre de Clifford dans
le cas involutif orthogonal, puis celles d’invariants des antiautomorphismes issus de [@] et utilisés
dans notre définition principale.

Enfin, une troisieme partie est consacrée au calcul de notre nouvel invariant si I’algebre A est de
degré 2. On fait alors le lien avec le discriminant et ’asymétrie de ’antiautomorphisme (proposition

B.1).

NOTATIONS - Soit F' un corps de caractéristique différente de 2. Si V' et W sont deux F-espaces
vectoriels, si ¢ : V' — W est une application F-linéaire et si L est une extension de F', on pose Vj, =
V ®p L et on note ¢, : Vi, — Wy, Papplication L-linéaire 1 @ pIdy,. Si ¢ est un F-endomorphisme
de V, on pose Sym(V,0) = {v € V | o(v) = v} et Skew(V,0) = {v € V | o(v) = —v}. L’algebre
tensorielle de V' sur F sera notée T(V).

Si A est une F-algebre centrale simple, on note A ’espace vectoriel sous-jacent a A, A°P I'algebre
opposée. On note respectivement Trd : A — F et Nrd : A — F la trace réduite et la norme réduite.

1. QUELQUES RAPPELS

1.1. Le discriminant et 1’algébre de Clifford d’une involution de type orthogonal. Ici, A
est une algebre centrale simple sur F et o est une involution de type orthogonal sur A, c’est-a-dire
un antiautomorphisme F-linéaire involutif de 'algebre A tel que : si L est un corps qui déploie A,
en identifiant A;, ~ Endy (L"), alors oy, est 'adjonction o, pour un forme bilinéaire symétrique
non dégénérée b sur V= L™ :

(1.0) VfeEndLV, Va,y eV, b(f(x),y) =b(z,00(f)(y))-
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2 A. CORTELLA

Si A est déployée, la classe de similitude de b est un invariant de la classe d’isomorphie de (4, o).

Proposition 1.1 (Knus-Parimala-Sridharan [@, proposition 7.1, page 81]). Si deg A = 2m est
pair, alors Skew(A,0)NAX # & et Nrdx € F*/(F*)? est indépendant de x pris dans cet ensemble.

Cela leur permet de définir le discriminant pour les algebres de degré pair 2m :

Définition 1.2. On appelle discriminant de (A, c), et on note disco, la classe de (—1)™ Nrd z
dans F*/(F*)%, ou x est un élément quelconque de Skew(A, o) N AX.

Cela définit un invariant de la classe d’isomorphie de (A, o) qui étend la notion de discriminant
(& signe) des formes bilinéaires symétriques : si b est une telle forme sur un espace vectoriel V' de
dimension n, on définit discb = (—1) "5 det b € F>*/(F*)2, qui est un invariant de la classe de
similitude de b ; si de plus n = 2m, alors discb = discogy. De plus, le discriminant se comporte

bien pour I'extension des scalaires , proposition 7.3, page 81].

L’algebre de Clifford d’une involution de type orthogonal a été a ’origine définie par Jacobson
[0, et c’est le centre de cette algebre qui a donné la premiere définition du discriminant. Tits [[T1]
en a cependant donné une définition plus facile & mettre en ceuvre. Pour cela, il utilise le sandwich.

L’application Sand : A ® A’ — Endr A, 2 ® y — (a — zay) est un isomorphisme d’algebres
appelé sandwich. Si o est une involution orthogonale sur A et si v € A ® A, alors a —
(Sand u)(o(a)) est un élément de Endp A, donc il existe o2(u) € A ® A°? tel que, pour tout
a € A, (Sandos(u))(a) = (Sandu)(o(a)). Cela définit une application linéaire involutive oy sur
Pespace vectoriel A ® A. Notons encore y la multiplication : A® A — A ; u— (Sand u)(1).

Définition 1.3 (Tits [BOI, definition 8.7, page 92]). L’algébre de Clifford C(A, o) est le quotient
C(A,0) =T(4)/(Ji1(A;0) + J2(4,0))
ot

(1) Ji(A,0) est lidéal de T(A) engendré par les s — 5 Trd s pour s € Sym(4, o).
(2) J2(A,0) est lidéal de T(A) engendré par les u — %u(u) pour u € Sym(A® A, 02).

Cela définit encore un invariant de la classe d’isomorphie de (A,o). En particulier, si A est
déployée et o = oy, avec b bilinéaire symétrique sur V, alors, en identifiant via ¢, : V@V 5 A =
EndrpV ; v®@w — (2 — vb(w,x)), on trouve C(A,0) = T(V @ V)/(I1 + I2), ot I est I'idéal
engendré par les v @ v — %b(v, v),vE€V,et Iy parlesu@vvw — %b(v,v)(u@w), u, v, w €V,
et donc C(A, o) est la partie paire de P'algebre graduée T(V)/ < v ® v — b(v,v),v € V >, qui n'est
autre que P'algebre de Clifford classique pour une forme quadratique (ceci ne dépendant que de la

1

classe de similitude de b, on peut enlever le facteur 3).

De plus, C(A, o) se comporte bien par extension des scalaires.

Signalons encore une propriété structurelle importante.

Théoréme 1.4 (, théoréme 8.10, page 94]). Si deg A = 2m, le centre de C(A, o) est lalgébre
étale Z = F[X]/(X? — disco). Si c’est un corps, alors C(A, o) est une Z-algébre centrale simple
de degré 2m~1. Sinon, Z ~ F x F et C(A, o) est le produit de deuz F-algébres centrales simples
de degré 21,

Enfin, o induit sur T'(A) une involution par : g(a;1 ® --- ® a,) = o(a,) ® --- ® o(a1), qui passe
au quotient et définit ainsi une involution dite canonique sur C(4, o).

1.2. L’asymétrie et le discriminant d’un antiautomorphisme. Soit maintenant une algebre
centrale simple A sur le corps F' munie d’un antiautomorphisme F-linéaire o non nécessairement
involutif. Par extension des scalaires a un corps L scindant A et en identifiant A7, ~ Endy V,ou V'
est un L-espace vectoriel, I’antiautomorphisme o, est I’adjonction pour une forme bilinéaire non
dégénérée b : V x V — L non nécessairement symétrique, définie & similitude pres par la classe
d’isomorphie de o, c’est-a-dire que o, vérifie E
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Proposition 1.5 (@, propositions 3 et 4]).

(1) Sib est une forme bilinéaire non dégénérée sur V, il existe une unique application linéaire
Y sur Endp V' satisfaisant

Va,yeV,V fe€EndrV, bz, f(y)) = by, v(f)(x)).

(2) Sio est un antiautomorphisme sur A (F-linéaire), il existe une unique application linéaire
Yo sur A telle que si L scinde A, si 0 est un isomorphisme de Ay = A®p L = Endy V et si
b est une forme bilinéaire sur V telle que @oor 00~ = oy, alors 0o (v, @ Idy) o0~ = ;.

De plus, pour tous x, y, z € A, Vo (zyz) = 0(2)7,(y)o () et v2 =1d4.
Définition 1.6. L’asymétrie de (A, o) est ’élément a, = v,(1) € A*.

Cet élément vérifie en particulier :
(1) Si o = oy, alors, pour tous =, y € V, b(x,y) = by, as(x)).
(2) Pour tout a € A, v, () = o(a)a,.
(3) 0% =inta,.
(4) o(ay) =a;t.
(5) o est une involution orthogonale si et seulement si a, = 1, et ¢ est une involution sym-
plectique si et seulement si a, = —1.

De plus, la classe d’isomorphie du couple (A4, v, ) et la classe de conjugaison de a, sont des invariants
de la classe d’isomorphie de (A4, o).

Nous pouvons alors, si deg A = 2m, étendre la définition du discriminant de (A, o) aux antiau-
tomorphismes en utilisant ~,,.

Proposition 1.7 ([CT, lemme 3]). Si deg A = 2m est pair, alors Skew(A,v,) N AX # @ et
Nrdx € F*/(F*)? est indépendant de x pris dans cet ensemble.

Définition 1.8. On appelle discriminant de (A,o), et on note disco, la classe de (—1)™ Nrdx
dans F* /(F*)%, ot = est un élément quelconque de Skew(A,~,) N AX.

- . . n(n—1) . . .
En particulier, si 0 = oy, disco = (=1)7 2  detb et, si o est une involution orthogonale,

le discriminant est bien celui de la definition E Par ailleurs, si 1 — a, est inversible, alors
disco = (=1)™ Nrd(1 — ay).

2. L’ALGEBRE DE CLIFFORD D’UN ANTIAUTOMORPHISME

2.1. Définition et invariance. Fixons une F-algebre centrale simple A, munie d’un antiauto-
morphisme F-linéaire o. Nous définissons ici I’algeébre de Clifford de (A, o) en suivant la définition

[[.3 de Tits.

Définition 2.1. L’algébre de Clifford C(A, o) est le quotient
C(A,0) =T(4)/(J1(A, o) + J2(4,0))
ol
(1) Ji(A,0) est Uidéal de T(A) engendré par les s — £ Trd s pour s € Sym(A,7,).
(2) J2(A,0) est Uidéal de T(A) engendré par les u — 3, (u) pour u € Sym(A® A, vs2), avec
e 5 est lantiautomorphisme 6 = (int a,)oo de A et donc vz est Uapplication linéaire in-
volutive de A définie par vs(x) = as¥o(T)as ; alors vz o est Uapplication linéaire involutive
induite par v5 sur A® A grdace au sandwich par
Yue A® A’ VYax e A (Sandvsa(u))(z) = (Sand u)(vs(x));
esiuc A®A, po(u)= (Sandu)(as).

Avec cette définition, il est clair que si o est une involution de type orthogonal, alors C'(A4, o)
n’est autre que 'algebre de Clifford de (A, o) définie par Tits.
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Théoréme 2.2. La classe d’isomorphie de C(A, o) est un invariant de la classe d’isomorphie de
(A,0).

Démonstration. Supposons (A, o) et (A, p) isomorphes, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme
§: A A tel que p= 6000t On peut alors supposer que A = A’ et, comme elle est centrale
simple, d’apres le théoreme de Skolem-Noether, 0 est intérieur. Il existe donc w € A* tel que
d = intw. Ainsi, p = int(p(w)w) o 0. Nous allons alors relier ay & a,, Yo & 7, €t Vo2 & Yp2.

Proposition 2.3. Si o et p sont deux antiautomorphismes isomorphes de A et siw € A* vérifie
pointw = intw o g, alors
(1) a, = wa,w™'.
(2) ypointw = intw o 7,
(3) Yp2oint(w@w™!) =int(w @ w™t) o vy0.
Démonstration. (1) est un calcul direct & partir de [CT], proposition 7] : si p = (intu) o o, alors
a, = uo(u)"ta, que 'on applique & u = p(w)w = wo(w).
(2) est alors obtenu grace & v,(a) = o(a)a, si a € A.
Pour (3), on utilise la structure d’algébre donnée sur A ® A par A ® A°, qui fait du sandwich
un isomorphisme d’algebres. On peut alors démontrer :

Lemme 2.4. Siw € A et u € A® A°P, alors Sand(int(w ® w™!)(u)) = int w o Sand u o int w™L.
Eneffet, siu=a® 8 € AR A°? et x € A, alors

[Sand(int(w @ w )@ ® B))(z) = [Sand((w e w (@ ® F(wew ) )()
= [Sand(waw™ @ wpw )](z)
= waw lzwfw?
— wl(Sand(o ® B)(w ew)w !,
d’out le lemme.

De ce lemme on déduit que si w est comme dans I’énoncé de la proposition et u € A® AP, alors

Sand[int(w @ w™') o Yo,2 © int(w ® w™ ) (w)]

= intw o Sand[y, o(int(w ™' ® w)(u))] o intw™*

= intw o Sand(int(w™ ® w)(u)) 0y, o intw™*

= intwointw " o Sand(u) ointw o7, ointw™?

= Sandu oy, = Sand(y,2(u)).

Donc finalement
Yoo = int(w @ w ) 07,9 0 int(w @ w )7L

comme annoncé. m

D’apres cette proposition, Sym(A,vy,) = (int w)(Sym(A4, v,)) et donc, en notant T'(w) I'automorphisme
de lalgebre T'(A) induit par 'application linéaire int w sur A, J1 (A4, p) = T(w)(J1(4,0)) : en effet,
si s € Sym(A4,7,), alors T'(w)(s — 2 Trd s) = wsw™ — 1 Trd(wsw™!).

Remarquons maintenant que ¢ = (inta,) oo et p = (inta,) o p = (int w) o 5 o (int w) . Donc
d’apres le (3) du lemme précédent, 7520 (intw @ w™!) = (int w @ w™t) 0¥ 2, ce qui redonne pour
les éléments symétriques Sym(A® A, v5,2) = (intw@w™!)(Sym(A® 4,75,2)). Il ne reste plus qu’a
remarquer que intw ® w~! est la restriction de T'(w) & A ® A et que, sur A® A, on a I'égalité

tip o T(w) = T(w) o pig
d’apres le lemme @

On en déduit que J2(A, p) = T'(w)(J2(A4, 7)), ce qui achéve la démonstration du théoreme.
]
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2.2. Le cas déployé.

Théoréme 2.5. L’algébre de Clifford est compatible a l’extension des scalaires : si L est une
extension de F, alors C(Ap,or) = C(A,0) ® L. De plus, si A est déployée et si 0 = ap, ot b est
une forme bilinéaire sur lespace vectoriel V sur F, alors C(A, o) est la partie paire Co(V,b) de

Palgébre C(V,0) =T(V)/ < ap(v) @ v — b(v,v),v € V >.

C’est cette deuxieme partie du théoréme qui justifie que ’on prenne dans la définition de Js les
éléments symétriques pour 75,2 au lieu de prendre tout simplement ceux symétriques pour 4,2 :
méme si cette autre définition donnerait aussi, en utilisant la proposition @, un invariant de la
classe d’isomorphie de (A4, o), il ne serait pas en général dans le cas déployé la partie paire d’un
quotient de T'(V).

Ce théoreme conduit a la définition suivante :

Définition 2.6. Soit b une forme bilinéaire non dégénérée sur l’espace vectoriel V sur F. On
appelle algébre de clifford de b l’algébre C(V,b) =T(V)/ < ap(v) @ v — b(v,v),v € V >.

Cette algebre n’est en général pas du type de celles définie par Hannabus dans [E], en particulier
elles different des que b est antisymétrique, ou plus généralement deés que I'asymétrie de b admet
—1 comme valeur propre.

Démonstration. La premiere assertion est claire. Montrons la deuxieme : supposons que A est
déployée, A=EndpV et c =0, oub:V xV — F est bilinéaire non dégénérée. Pour simplifier,
on oubliera ici d’indexer a, v et ¢ par 0. Rappelons que ¢ est Ilisomorphisme V @ V = A ;
v®@w — (x — vb(w,z)). Il induit un isomorphisme d’algebres T'(p) : T(V @ V) = T(A). Nous
devons alors calculer T'(p)~1(J1) et T(¢)~1(J2).

Pour calculer T'(¢)~*(J1), nous allons utiliser le lemme calculatoire suivant :
Lemme 2.7. Soient v,w € V. Alors

gop(v@w) =pla(w)®v), e w)=ypLaw))oa et aop(vw)=pla(v)®w),
dont on déduit que v o p(a(v) ® w) = p(a(w) @ v).
En effet, comme o = oy, il vérifie V f € Endp(V), V z,y € V, b(f(x),y) = b(x,0(f)(y)). En
particulier, si f = ¢(v ® w), alors pour x,y € V,

bz, o(p(v@w))(y)) = blplv®w)(w),y)

b(vb(w, z),y)

(
(
(v, y)b(w, )
(
(

Il
o

= b(z,a(w))b(v,y)
= bz, p(a(w) @v)(y))
d’ol la premiere égalité. De méme
b(p(v @ a(w)) o a(z),y) = b(
= b(v,y
= b(vy
= blp(v@w)(z),y)
ce qui prouve la deuxieme égalité. La troisieme se montre de la méme maniere. On déduit de ces
trois égalités que v o p(a(v) @ w) = g o p(a(v) ® w) o a = p(a(w) ® a(v)) o a = p(a(w) ®v), ce qui
acheve la preuve du lemme.
1
Soit maintenant f € EndV, elle est symétrique pour y si et seulement si f = 5( f+( f))

Ecrivons f comme I'image par ¢ d’une combinaison linéaire de tenseurs élémentaires :

f= w(i:l Aia(v;) ® w;). Alors d’apres le lemme f + y(f) = Z Ai(p(a(v) @ wi) + @la(w;) ® v;)).
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On en déduit que f € Sym(A4,~) si et seulement si elle est combinaison linéaire de termes de la
forme p(a(v) ® w) + ¢(a(w) ® v). Or ceci n’est autre que p(a(v +w) @ (v +w)) — p(a(v) @ v) —
o(a(w) @ w). Ainsi f est symétrique si et seulement si p~1(f) est combinaison linéaire d’éléments
du type a(w) ® w avec w € V. De plus, si v, w € V, p(v ® w) a pour trace b(w,v) = b(v, a(w)),
donc Trd(p(a(w) ® w)) = b(a(w), a(w)) = b(w,w). Ainsi T(p)~1(J1) est I'idéal I =< a(w) @ w —
b(w,w),w eV >.

Pour déterminer T'(¢)~!(Jz), nous utiliserons encore un lemme calculatoire :
Lemme 2.8. Soient y,z,v,w,s,t € V. Alors
(Sand(p(v ® w) ® p(s ® ) (p(z ©y) = (Sand(p(v ®a(5) ® pla(w) ® 1))y ©2) el
Yo2(pv@w) @ (s ®1) = PvDa(s)) @ pla () @1).
En effet, si de plus x € V, alors

(Sand(p(v @ w) ® p(s @ 1)) (p(z @ Y))(x) = P w)op(z®@y)op(s®t)(x)
= wb(w, 2)b(y, $)b(t, x)
= wb(a™!(s),y)b(z, a(w))b(t, x)
= pleal(s)oply®z)opla(w) ®1t)(x)

d’ou la premiere égalité. Alors si u € A ® A, v5 2(u) est défini par : siy, z €V,
Sand(yz,2(u))(¢(y ® 2)) Sand u) (75 (¢ (y © 2))
andu( oo<p y®z) )
and u) ((a. ®y).a’))

Sand u) (( (z ® y) %))
Sand(u.a® ® a*))(p(z ® y))
d’apres le lemme R.7. Si de plus u = (v ® w) @ (s @ t), toujours d’apres ce lemme,

(
(S
(S
(
(

(Sand s 2(u))p(y,z) = (Sand(p(v @ w)a® @ a’p(s ®1)))((z @ y))
(Sand(p(v ® a™*(w)) ® p(a’(s) ® 1)) (e(z @ y))
= (Sand(p(v®a(s)) @ p(a™ (w) @ 1)) (p(y ® 2))

en utilisant la premiere égalité. D’otu le résultat.
n
Un élément u = Y. Ajmele; ® ale;)) @ pler @ aler)) € A® A est done symétrique pour
3,7,k l=1

n n
v&,2 si et seulement si Vi, l € {1,....,n} > Aijmaler)®ej = Y, Aijmale;) Q ey, c’est-a-dire, en
k= =

J,k=1 J k=1
n

appliquant 1 ® a, si et seulement si les vecteurs > A;jma(e;) ® eg, sont tous symétriques pour .
Jik=1
On en déduit que u € Sym(A4A ® A, 75 2) si et seulement si T'(p) ! (u) est combinaison linéaire
de tenseurs de la forme (v®a(s)) ® (s®@1t) avec v, set t € V. Or, pour u = p(v®@a(s)) @ (s 1)
etxeV,

fo(u)(z) = ((Sandu)(a))(z)
(e als) oaopls 1) (@)
= (p(v®a(s))opla(s) @1))(z)
= w.b(a(s),a(s)).b(t, z)
= . (s, s).b t,:z:)
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Donc T(p) () =< v®a(s) ® s®t — 2b(s,s)v @ t,v,s,t € V >. Ceci acheve de démontrer le
résultat, quitte a prendre la forme similaire %b ala place de b. m

2.3. Dimension finie de ’algébre de Clifford.

Théoréme 2.9. L’algebre de Clifford d’une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel
V est de dimension finie inférieure ou égale a 24™ V.

L’algébre de Clifford d’un antiautomorphisme d’une algébre centrale simple A est de dimension
finie inférieure ou égale ¢ 298 A1,

Démonstration. D’apres le théoreme E, il suffit de montrer la premiere partie de ’énoncé pour
une forme bilinéaire non dégénérée b d’asymétrie trigonalisable sur le corps F'. Placons nous alors
dans une base (€;)i=1,....n de V dans laquelle la matrice de a = a3 est la matrice triangulaire
supérieure (j)i j=1,.n. Notons (b;;) la matrice de la forme b dans cette base.

Alors C(V,b) = T(V)/I ou I est I'idéal engendré par les éléments a(e;) ®e; —b;; pour i € {1,..n}
et a(e;) ® ej +ale;) ® e; — bjj — by; pour 4,5 € {1,...,n} tels que i < j.

En notant u X v le produit dans C(V,b) des classes des éléments u,v € V, on obtient ainsi si i, j
sont comme ci-dessus :

E apier X e; = by et E Qagier X €5 + E Qje; X e; = bij + bgz
k=1 k=1 =1

Or a est inversible donc les ay; sont tous non nuls, ce qui permet d’écrire

i—1 7

j—1
_ b Qi _ bij + by iy Qi
€ X e = — — —ep X e et ej X e = ——""—— —er X e — —ep X ej.
Qii oy i %jj =1 o1 4

Cette derniere égalité signifie que si ¢ < j, alors e; x e; est combinaison linéaire de 1, des e; X e;
pour [ < j et des ej x e; pour k < i < j. En appliquant alors successivement ce résultat a chacun
des e; x e; pour © < [ < j, on prouve que e; X e; est combinaison linéaire de 1 et des e, X e; pour
k <i <1< j: nous appellerons cela des formules de commutation.

Revenons alors a la premiere égalité. Elle implique que e; X e; est combinaison linéaire de 1 et
des ey x e; pour k < 4. Donc finalement, si 41, ..., 9% € {1,...n}, le produit e;; x ... x e;, dans C(V,b)
peut s’écrire comme combinaison linéaire de 1 et des produits e;; X ... X e; pour tous les [-uplets
g1y -1 € {1,...n} satisfaisant j; < jo < ... < j; (et | de méme parité que k) : si r est le plus grand
indice tel que 4, > 4,41, On pousse e;. successivement vers la droite en utilisant les formules de
commutation. On recommence pour les indices plus petits si nécéssaire.

Ainsi 1 et les ej, X ... X ej, pour ji < jo < ... < j; forment une famille génératrice de I’algebre
de Clifford. =

3. CALCULS EXPLICITES EN DEGRE 2

Calculer C(A, o) est difficile en général, méme pour une involution. Je n’effectue ici les calculs
que pour le plus bas degré possible pour montrer :

Proposition 3.1. Si deg A = 2, alors C(A,0) ~ F[X]/(X? — Nrd(a, + 1)disc(a)) et donc en
particulier, si a, —1 € A%, alors C(A,0) ~ F[X]/(X? — Nrd(a2 — 1)).

Bien sfir si ¢ est une involution de type orthogonal, a, = 1 et on retrouve le cas particulier du
théoreme [[4 : C(A,0) ~ F[X]/(X? — disc(0)).

La preuve se fait au cas par cas. On étudie d’abord le cas ou A est déployée en utilisant les
formes possibles de a,. Si A est une algebre de quaternions, on utilise le fait que o = (intu) o p,
pour u € A et p I'involution canonique sur A et on exprime les calculs en fonction de u.
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3.1. Le cas déployé. On suppose ici que A = EndV et que lantiautomorphisme o = oy,
d’asymétrie a, = a, est adjoint & la forme bilinéaire b : V x V — F non dégénérée sur V = F2.
Dans [@, Théoreme 1], on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que a € A* soit
une asymétrie. En particulier, il est nécessaire que a soit conjugué a son inverse. Donc si \ est
valeur propre de a, alors A™! est aussi valeur propre de a. Ainsi, pour toute asymétrie a, il existe
une base (i,7) de V dans laquelle a a une matrice de 'une des formes suivantes :

@) o) G 64

ou une matrice non trigonalisable. Parmi elles, seules les matrices <3 )\91) et <01 _11 et

certaines non trigonalisables vérifient les autres conditions nécessaires (avec les notations de ,
11 . . . 1 0 _ . . .
pour (0 1), V3! est de dimension paire, et pour (0 1), |4 1 est de dimension impaire, donc
ce ne sont pas des asymétries). Il reste donc trois cas & étudier.
On note ici I I'idéal de T'(V') engendré par les éléments du type a(w) ® w — b(w,w) pour w € V.

Premier cas - Si a a pour matrice 0 ) dans la base (i, j), supposons tout d’abord A = 1.

A

0 A1t

Alors b est bilinéaire symétrique et c’est le cas classique. Supposons maintenant A # 1. Alors,

comme, pour tous x,y € V, b(z,y) = b(y, a(x)), on montre que la matrice de b dans (4, j) est, & un
0 1

AL oo)

L’idéal I contient ainsi les trois éléments

facteur multiplicatif pres, la matrice

a(i)®i—b(i,i) = N®i,
a(j)@j—0b(j,j) = Aj@j
et a(i)®j+a(j)®i—b(,7)—b(,i) = N@j+AjRi— 1+,

Donc la partie paire de T'(V)/I est engendrée par i X j, et comme dans le quotient j x i =
(A +1) — A\2(i x j), on en déduit que (i x 5)2 = (A +1)(i X j) et donc

C(A,0) = FIX]/(X(X = (1+ 1))

qui est isomorphe & F? si A # —1 et a F[X]/(X?)si A = —1.
Or disco = —detb = A7t et Nrd(a + 1) = (A + 1)(A~! + 1), donc Nrd(a + 1) disc(o) = 0 si
A = —1 et appartient & (F*)? si A # —1. Dot le résultat.

1

. . . -1 . . o
Deuxiéme cas - Si a a pour matrice 0 1) dans la base (4, j), la matrice de b dans (4, j) est

\ . . 0 1
(& un facteur pres) la matrice (1 1/2).

L’idéal I contient ainsi —i ® i, —j ® j + % et —i®j—jRi+i®i—14+1. On en déduit que
C(A, o) est engendré par i x j, que dans T(V)/I, j x i = —i x j et donc que (i x j)? = 0. D’olt
C(A,0) = F[X]/(X?), ce qui est le résultat attendu car Nrd(a + 1) = 0.

Troisiéme cas - Si a n’a pas de valeur propre sur F. Alors sur la cloture algébrique de F, elle a
deux valeurs propres distinctes inverses I'une de I'autre A et A~1. Notons o = A+ A~L. Alors le
polynéme minimal de a est P = (X — A\)(X — A7) = X? — aX + 1 = det(X — a). En particulier,

Nrd(a+1) =det(a+1)=P(-1) =2+«
et disc(c) =—Nrd(l—a)=-P(1) =-2+a.
Finalement disc(o) Nrd(a + 1) = —4 + a? est le discriminant de P, et ainsi

F[X]/(P) = F[X]/(X? — disco Nrd(a + 1)).
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De plus, P étant irréductible sur F, il existe une base (i,7) de V dans laquelle la matrice de a
est la matrice compagnon ((1) _al) de P. On en déduit que la matrice de b est (_01 11) a un
facteur multiplicatif pres.

L’idéal I contient alors j®i—1, —i®j+aj®j—let jRj—i®i+aj®i—1— (a—1), donc
aussi j ® j — i ®4. On en déduit que C(A, o) est engendrée par j x j, que dans T(V)/I,

jXj=ixi, iXj=ajxj—1 et jxi=1
et donc que
(Gxg)?=0xi)x(@xj)=ixj=ajxj—1

Ainsi j x j a pour polynéme minimal P et C'(A4,0) = F[X]/(P). Ceci acheve la preuve dans le cas
déployé.

3.2. Pour une algébre de quaternions. Soit A = (a,3)r une algeébre de quaternions sur F,
dans laquelle on note (14,1,7, k) la base usuelle (telle que i2 = o, j2 = B et ij = —ji = k). Soit p
I'involution canonique (de type symplectique, p : A — A; ¢ = x+yi+zj+tk— v —yi—zj—tk).

Rappellons que d’apres le théoreme de Skolem-Noether, si ¢ est un antiautomorphisme de A, il
existe u € A* tel que o = intu o p. D’apres [@, proposition 7], et puisque a, = —1, cela donne
ao = up(u)ta, = —up(u)~t.

Notons enfin que si g € A alors Trd ¢ est la coordonnée de g + p(q) sur 14.

Nous distinguons trois cas.
Premier cas - si o est une involution orthogonale, il est connu que C(A4,0) = F(u). Or 1 = a,
donc wu est un quaternion pur, et quitte a changer de base, on peut supposer que u = i et donc que
o(q) = x —yi+2j+tk. Ainsi, C(A,0) = F(i) = F[X]/(X? - a), et comme i € Skew(A,~,)[)A*,
Nrd(as + 1) disco = — Nrd 2 Nrd i = 4, on obtient le résultat souhaité.

Deuziéme cas - Si o = p (la seule involution symplectique).

Comme v,(q) = —p(q), g € A est symétrique pour 7, si et seulement si sa trace est nulle et J;
est engendré par les quaternions purs, c’est-a-dire par i, j, k.
De plus

seSymAR A, v2) & Vge A Sands(—p(q)) = Sands(q)
& Vge A Sands(q+p(q)) =0
< Sands(1) = pu(s) =0.

De plus i = —p,, donc Jo est engendré par les s + %M(s) pour u(s) =0, et n’est autre que l'idéal
engendré par ker p.
Ainsi l'algebre C(A, p) = T'(A)/(J1 + J2) est engendrée par 14, et comme

wafla®@la+k®k)=aflals+kk=0,
on obtient 14 = 0 dans C(A, p). Ceci signifie que cette algebre est exactement

C(A,p) = FIX]/(X?) = F[X]/(X? — Nrd(a + 1) disc p).

Troisiéme cas - Si maintenant o n’est pas involutive, c’est-a-dire si a, # +1, alors u n’est ni un
scalaire, ni un quaternion pur. Donc u est de la forme A\(1+ ip) ol i est un quaternion pur. Ainsi
intu = int(1 +4p) et on peut donc se ramener & une base (14,4, j, k) de A telle que u =1+ ig.

Remarquons que I'on peut écrire tout élément de A de maniére unique sous la forme ¢ = v + wj
avec v, w € F(i), et que ce sous-corps commutatif F'(i) de A est stable par p et o et contient u et
donc aussi a,. De plus si v € F (i) alors vj = jp(v).
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Nous pouvons maintenant écrire :

4 L+
a, = —up(u) =1 |
Yola) = olg)ae =—(1+i)p(q)(1 + i)‘lg = —(1+)p(g)(1 — )"
_ (1 +1)? 1414
ot 15(a) = aco(g)ag=—"7— p(q)(1 —7

cest-a-~dire si ¢ = x + yi + zj + tk = (z + yi) + (2 + ti)j, alors

1ola) = (~a+y) s+ (410 et ela) = (- yi) (1) (2 1)
Ainsi
Yo(q) = ¢
& (—z+yi)(1+1d) = (z+yi)(1 -1
= T = Qay.

On en déduit que Sym(a,v,) =< ala + 1,7,k > et donc

1 1 1
Ji=<alati—gTrd(ala+i),j = 5 Trdjk— 5 Tedk >=<i+a(la = 1r). 5k > .
De plus
v5(q) = —q

14 i\3
& z=t=0 et (—z+yi)(1+l,) =—x—yi
—1

& z=t=0 et y(l+3a)=2az(a+3).

Alors comme 1 + 3 et a + 3 ne sont pas conjointement nuls, Skew(A,~5) est un sous espace
vectoriel de A de dimension 1. Or il contient (1 + )3, qui en est donc un générateur.

Mais s € Sym(A,vs52) © Ve € A (Sand s)(v5(z) —x) = 0, et comme 75 est une une application
linéaire involutive, cela équivaut encore a Vo € Skew(A4,v5) (Sand s)(z) = 0 et donc a

(Sand s)(1414)® = 0.

Finalement, dans C'(A,0), j =k =0et i = a(lp—14), ce qui signifie que C(A4, o) est engendrée
par 14 (ou par i). Mais comme 14 et i commutent dans A avec 1 + i et donc avec (1 + 1) et a,
on obtient

(Sand(ala @14 —i®@i)(1+i)? = a(l+i)? -1 +i)>=0 et
po(alg®14—i®i) = —aa+i’a=0.
On en déduit que I'élément al g @14 — i Qi — %u(odA ® 14 —i®1) est dans Jo et donc que dans
C(4,0),
alg x1g=ixi=(a(lp —14))%

Ceci prouve que 14 a pour polynéme minimal (a—1)X?2—2aX +a, dont le discriminant modulo

les carrés est a, d’ou
C(A,0) = FX]/(X? - a)

(et est isomorphe, comme dans le cas d’une involution orthogonale au sous-corps F'(u) de A).

De plus, ici a; — 1 # 0 donc disco = — Nrd(a, — 1) et ainsi

4
disco Nrd(a, +1) = — Nrd(aZ — 1) = Nrd((l _ZZ-)2) -«

dans F*/F*2 ce qui achéve la démonstration.
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