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RÉSUMÉ. On développe dans ce travail quelques solveurs temporels implicites d’ordre élevé pour
la résolution des problèmes dynamiques non linéaires des structures élastiques en transforma-
tions finies. Ces solveurs se basent sur la méthode de perturbation, la transformation homoto-
pique et sur des techniques de discrétisation temporelle et spatiale. On montre que l’efficacité de
ces algorithmes augmente par l’introduction des approximants de Padé. La performance et la
comparaison de ces algorithmes avec d’autres solveurs classiques sont testées sur la vibration
non linéaire d’une poutre élastique 2D et d’une plaque élastique.

ABSTRACT. We develop in this work, some implicit temporal high order solvers for solving non lin-
ear elastic structural dynamic problems involvingfinite deformations. These solvers are based
on the perturbation method, the homotopical transformation and time space discretization tech-
niques. Their accuracy is improved by the introduction of Padé approximants. Numerical cal-
culations, compared with others classical solvers, are illustrated on forced nonlinear vibration
problems of a 2D elastic beam and an elastic plate.

MOTS-CLÉS : solveurs implicites d’ordre élevé, dynamique non linéaire des structures, homotopie,
perturbation.

KEYWORDS: implicit high order solvers, non linear dynamics of structures, homotopy, perturba-
tion.
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1. Introduction

Plusieurs activités de recherche ont été consacrées, durant ces deux dernières dé-
cades, à la mise au point d’algorithmes efficaces permettant d’accéder numérique-
ment à la réponse d’une structure élastique non linéaire soumise à des sollicitations
dynamiques. Il existe dans la littérature, portant sur la thématique, une panoplie d’ap-
proches numériques destinées à résoudre cette classe de problèmes non linéaires ins-
tationnaires [ARG 91] et [BAT 96]. Certaines d’entre elles, sont actuellement inté-
grées dans plusieurs codes de calcul. Les plus populaires sont soit de type itérative
soit de type prédiction-correction. Ces méthodes sont, généralement, basées sur des
intégrations directes des équations qui gouvernent la dynamique non linéaire du pro-
blème étudié et font appel aux procédures de discrétisation spatiale classiques MEF,
MDF, MVF. L’intégration en temps est effectuée par un schéma en temps du type
explicite-implicite. Ces méthodes fonctionnent très bien et permettent d’obtenir la ré-
ponse dynamique non linéaire mais elles peuvent exiger des temps de calcul CPU très
importants surtout pour les algorithmes implicites.

On propose dans ce travail, deux types d’algorithmes implicites d’ordre supérieur
pour la résolution des problèmes de dynamique non linéaires des structures élastiques.
L’intégration en temps est faite par le schéma classique implicite de Newmark. Ces
algorithmes sont des variantes de la Méthode Asymptotique Numérique (MAN). Ils
sont développés en couplant les transformations homotopiques, les procédures de dis-
crétisation temporelle et la discrétisation spatiale et l’approche des développements
asymptotiques. L’idée d’associer la technique d’homotopie avec la méthode asymp-
totique numérique pour la résolution des problèmes instationnaires non linéaires est
apparue pour la première fois dans le travail de Cochelin et Compain [COC 00] axé sur
l’étude de la vibration non linéaire d’une poutre 2D. Ce couplage a permis d’utiliser la
même triangularisation de matrice pour de nombreux pas de temps. Une autre variante
a été testée et validée sur des modèles de propagation des ondes non linéaires modé-
lisés par les équations de Korteweg-De-Vries (KdV), de Fisher et sur le problème des
oscillations non linéaires d’un pendule élastique bidimensionnel [JAM 02], [BRA 02]
et [BRA 04].

Le point important de ces algorithmes est la possibilité de choisir la matrice d’ité-
ration et de calculer ainsi plusieurs pas de temps à l’aide d’une seule triangularisation.
Les algorithmes proposés diffèrent principalement par le choix de l’ordre d’applica-
tions des étapes de base : discrétisation en temps, technique d’homotopie et technique
de perturbation.

Nous montrerons que l’introduction des approximants de Padé permet d’augmen-
ter la robustesse des algorithmes proposés. La performance de ces algorithmes est
testée sur des exemples de vibrations non linéaires d’une poutre élastique 2D et d’une
plaque élastique. Une comparaison des résultats obtenus par ces solveurs avec ceux
des méthodes itératives et de Newton Raphson est présentée. Une discussion de l’effet
du pas de temps sur la convergence des méthodes utilisées est aussi donnée.
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2. Formulation du problème en élasticité non linéaire

2.1. Les équations dynamiques du système

Considérons une structure élastique 3D, occupant un volume de référence Ω de
frontière ∂Ω. La structure, faite d’un matériau homogène et isotrope de densité volu-
mique ρ, est soumise à un déplacement ud sur une partie ∂Ωu, à des forces surfaciques
F sur la partie complémentaire ∂ΩF et reçoit eventuellement des forces de volume f.
Les quantités ud, F et f sont des données définies respectivement sur Ω et ∂Ω. La for-
mulation variationnelle traduisant l’équilibre gouvernant le mouvement dynamique de
cette structure et la loi de comportement sont :⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

ρüδudΩ +
∫
Ω

S : δγdΩ =
∫
Ω

fδudΩ +
∫

∂ΩF
Fδuds

S = D : γ(u) = D :
(
γL(u) + γNL(u, u)

)

u(t = 0) = u0, u̇(t = 0) = u̇0

[1]

où u et ü représentent respectivement le déplacement et l’accélération, S est le second
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, D est le tenseur d’élasticité, γ(u) est le
tenseur non linéaire de déformation de Green-Lagrange, γL(u) et γNL(u, u) sont res-
pectivement les parties linéaire et non linéaire de γ(u) avec γL(u) = 1

2 (∇u + t∇u),
γNL(u, u) = 1

2
t∇u∇u, u0 et u̇0 sont les conditions initiales à l’instant t = 0.

2.2. Discrétisation par éléments finis

La discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis des équations (1) conduit
à [CRI 91], [BAT 96] :⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∑
e

∫
Ωe ρt[N ][N ]dΩe{q̈} +

∑
e

∫
Ωe

t[B(q)]{S}dΩe = {F}

{S} = [D]{γ} = [D]([BL] + 1
2 [BNL(q)]){q}

{q(t = 0)} = {q0}, {q̇(t = 0)} = {q̇0}

[2]

où {q} et {q̈} sont respectivement les vecteurs de déplacement et d’accélération no-
daux, [N ] est la matrice des fonctions de forme telle que {u} = [N ]{q}, [B(q)] =
[BL] + [BNL(q)] avec [BL] et [BNL(q)] correspondant respectivement à la discré-
tisation des parties linéaire et non linéaire de γ et Ωe est le volume élémentaire. Le
vecteur résidu R est donné par l’expression :

{R} =
∑

e

∫
Ωe

ρt[N ][N ]dΩe{q̈} +
∑

e

∫
Ωe

t[B(q)]{S}dΩe − {F} [3]

Le problème (2) est généralement résolu, après discrétisation en temps, par des al-
gorithmes de prédiction correction de type Newton [BAT 96], [ARG 91], [CRI 97] ou
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par des méthodes itératives [BAT 96], [ZIE 87], [GER 93]. L’intégration temporelle
est faite par le choix d’un schéma en temps de la famille de Newmark [NEW 59]. Ces
méthodes permettent d’accéder à la solution du problème (2) selon une description
point par point. Elles sont opérationnelles, quelle que soit la nature des non linéarités
impliquées, mais elles peuvent exiger d’importants temps de calcul CPU.

Nous proposons par la suite deux familles d’algorithmes implicites d’ordre élevé
pour résoudre le problème dynamique discrétisé (2).

3. Algorithmes implicites d’ordre élevé proposés

On propose deux algorithmes qui se différencient par le choix de l’homotopie.
Dans le premier, l’homotopie est choisie à partir d’une linéarisation par rapport à
l’instant initial et dans le second, elle est choisie à partir d’une linéarisation par rapport
à l’instant t.

3.1. Linéarisation par rapport à l’instant initial

Le principe de cet algorithme, pour résoudre le problème (2), repose sur les étapes
suivantes : transformation homotopique, discrétisation temporelle et méthode pertur-
bative.

i- Transformation homotopique : on introduit le changement de variable suivant :
⎧⎨
⎩

{q(t)} = {q0} + {v(t)}

{S(t)} = {S0} + {s(t)}
[4]

où {v(t)} et {s(t)} sont les nouvelles inconnues et {S0} représente la contrainte à
l’instant t = 0. On injecte (4) dans (2) et on remplace, dans la partie linéaire de
l’équation obtenue, la nouvelle expression de la loi de comportement, on obtient :

⎧⎨
⎩

[M ]{v̈} + [Kt]{v} + {FQ1(v, v)} + {FQ2(v, s)} = {g}

{s} = [D][B(q0)]{v} + {fq(v, v)}
[5]

où [M ] est la matrice masse classique, [Kt] est la matrice tangente évaluée en {q0},
condition initiale, {FQ1(v, v)} et {FQ2(v, s)} représentent respectivement les par-
ties quadratiques en (v,v) et en (v,s), {g} = {F} − ∑

e

∫
Ωe

t[B(q0)]{S0}dΩe et
{fq(v, v)} = 1

2 [D][BNL(v)]{v}.
Le principe de l’homotopie consiste à modifier (5), en introduisant un paramètre ε

dans le terme non linéaire :

[M ]{v̈} + [Kt]{v} + ε({FQ1(v, v)} + {FQ2(v, s)}) = {g} [6]
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Ainsi, la solution {v(t, ε)} qui dépend du paramètre ε et du temps t de (6) passe
d’une manière continue de la solution {v(t, ε = 0)} à la solution {v(t, ε = 1)} du
problème (5). {v(t, ε = 0)} est la solution d’un problème linéaire obtenu à partir de
(6) en faisant ε égal à zéro. La solution cherchée est obtenue en écrivant {q(t)} =
{q0} + {v(t, ε = 1)}.

ii- Discrétisation temporelle : pour la résolution du problème instationnaire non
linéaire (6), on utilise ici le schéma implicite de Newmark, largement utilisé dans la
résolution des problèmes dynamiques [NEW 59]. Ce schéma donne l’expression de la
vitesse et de l’accélération nodales à l’instant (n + 1)Δt [GER 93] :

⎧⎨
⎩

{v̇n+1} = {v̇n} + Δt[(1 − β){v̈n} + β{v̈n+1}]

{v̈n+1} = a0({vn+1} − {vn}) − a1{v̇n} − a2{v̈n}
[7]

où a0 = 1
αΔt2 , a1 = 1

αΔt et a2 = 1
2α − 1, α et β sont les constantes de Newmark. En

utilisant (7), le problème (6) discrétisé en temps s’écrit :

[K0
T ]{vn+1}+ε({FQ1(vn+1, vn+1)}+{FQ2(vn+1, sn+1}) = {gn+1}+{Hn} [8]

où [K0
T ] = a0[M ] + [Kt] et {Hn} = [M ](a0{vn} + a1{v̇n} + a2{v̈n}).

iii- Méthode de perturbation : pour résoudre le problème non linéaire (8), on pro-
pose ici deux choix de développements asymptotiques :

1er choix : on suppose que les quantités ({vn+1}, {sn+1}, {Hn}) s’écrivent sous
la forme d’un développement en séries entières tronquées à l’ordre p par rapport à ε
comme dans [COC 00]. Ainsi les termes {vn+1

k }, {sn+1
k } et {Hn

k } sont solutions de
la séquence de problèmes linéaires suivants :

[K0
T ]{vn+1

0 } = {gn+1} + {Hn
0 } ; [K0

T ]{vn+1
k } = {Hn

k } − {FQnl
k } [9]

avec {FQnl
k } =

∑k−1
r=0{FQ1(vn+1

r , vn+1
k−r−1)} +

∑k−1
r=0{FQ2(vn+1

r , sn+1
k−r−1)}.

2ème choix : ici, on développe seulement les inconnues {vn+1} et {sn+1}
en série par rapport à ε. L’introduction de ces développements dans (8) donne la
séquence de problèmes linéaires :

[K0
T ]{vn+1

0 } = {gn+1} + {Hn} ; [K0
T ]{vn+1

k } = −{FQnl
k } [10]

La différence entre les deux choix réside dans le second membre. En effet, le
terme {Hn} à l’instant précédent apparaît complètement dans le second membre du
deuxième choix à l’ordre zéro. Dans la formule similaire du premier choix, il n’y avait
que le premier terme {Hn

0 } du développement en série de {Hn}. Ainsi, si la série
{Hn} = {Hn

0 } + ε{Hn
1 } + · · · + ε{Hn

p } converge difficilement, le premier choix
récupère cette convergence lente à l’instant suivant.

Les représentations polynomiales ont généralement un domaine de validité fini,
pour décrire toute la branche solution, on applique une méthode de continuation pas à
pas en définissant un nouveau point de départ pour chaque nouveau pas. Le domaine
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de validité de la solution est défini par le critère suivant εms = (κ ||{v1}||
||{vp}|| )

1
p−1 où κ est

un paramètre qu’on suppose petit.
Même si on détermine un grand nombre de termes de la série, on peut espérer

reconstruire la fonction même au-delà du rayon de convergence de la série en intro-
duisant les approximants de Padé [PAD 92]. Dans ce travail, seules les fractions ra-
tionnelles ayant le même dénominateur [BRA 97], [NAJ 98] seront considérées. Pour
une telle représentation, la fin du pas de continuation est caractérisée par le critère
‖{Pp(εmp)}−{Pp−1(εmp)}‖

‖{Pp(εmp)}−{v0}‖ = δ où δ est un paramètre supposé petit, {Pp(εmp)} et
{Pp−1(εmp)} correspondent aux Padé des séries respectivement aux ordres successifs
p et p − 1 [ELH 00].

3.2. Linéarisation par rapport à l’instant t = nΔt et introduction d’un
préconditionneur

Cet algorithme est basé sur les mêmes étapes de l’algorithme précédent. Après
discrétisation en temps, on utilise une homotopie différente avec introduction d’un
préconditionneur [K∗].

i- Procédure de discrétisation temporelle : en utilisant le schéma implicite de
Newmark, on peut écrire le problème (2) sous la forme :∑

e

∫
Ωe a0ρ

t[N ][N ]dΩe({qn+1} − {qn}) +
∑

e

∫
Ωe

t[B(qn+1)]{Sn+1}dΩe =

{Fn+1} +
∑

e

∫
Ωe ρ t[N ][N ]dΩe(a1{q̇n} + a2{q̈n})

[11]
ii- Transformation homotopique : on introduit dans (11) et dans la formule de la

loi de comportement (2 - b), le changement de variable suivant :⎧⎨
⎩

{qn+1} = {qn} + {Δq}

{Sn+1} = {Sn} + {ΔS}
[12]

où {Δq} et {ΔS} sont des incréments qui représentent les nouvelles inconnues. En
remplaçant dans la partie linéaire de l’équation obtenue la nouvelle expression de la
contrainte {ΔS}, le problème verifié par {Δq} et {ΔS} s’écrit :⎧⎨

⎩
[Kn

T ]{Δq} + {FQ1(Δq, Δq)} + {FQ2(Δq, ΔS)} = {Rn+1}

{ΔS} = [D]([B(qn)] + 1
2 [BNL(Δq)]){Δq}

[13]

où [Kn
T ] est la même matrice que dans (9) ou (10) mais évaluée à l’instant

nΔt, {FQ1(Δq, Δq)} et {FQ2(Δq, ΔS)} sont les mêmes que dans le paragraphe
précédent et {Rn+1} = {Fn+1} +

∑
e

∫
Ωe ρ t[N ][N ]dΩe(a1{q̇n} + a2{q̈n}) −∑

e

∫
Ωe

t[B(qn)]{Sn}dΩe.
Pour éviter la décomposition de la matrice tangente [Kn

T ] à chaque pas de temps, on
utilise une transformation homotopique qui consiste à introduire une matrice arbitraire
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[K∗] (un préconditionneur) et un paramètre ε. L’équation (13) est écrite alors sous la
forme :

[K∗]{Δq}+ε([Kn
T ]−[K∗]){Δq}+{FQ1(Δq, Δq)}+{FQ2(Δq, ΔS)} = ε{Rn+1}

[14]
Dans les applications numériques, nous allons choisir le préconditionneur [K∗]

égal à la matrice tangente évaluée en temps au début de chaque grand pas de conti-
nuation.

iii- Méthode de perturbation : on cherche la solution de (14) sous la forme d’une
série entière tronquée à un ordre p par rapport à ε. L’injection de ce développement
dans (14) conduit à la séquence de problèmes linéaires ayant tous la même matrice
[K∗] :

[K∗]{Δq1} = {Rn+1} ; [K∗]{Δqk} = [[K∗]− [Kn
T ]]{Δqk−1}−{FQnl

k } [15]

avec {FQnl
k } =

∑k−1
r=1{FQ1(Δqr,Δqk−r)} −

∑k−1
r=1{FQ2(Δqr,ΔSk−r)}. Finale-

ment la solution du problème de départ est donnée par : {qn+1} = {qn} + {Δq1} +
· · · + {Δqp}.

4. Application numérique

Pour tester la performance des algorithmes proposés, on étudie la vibration non
linéaire d’une poutre élastique 2D et d’une plaque carrée élastique. La solution obte-
nue est comparée avec celle obtenue par la méthode classique utilisant le schéma de
Newmark couplé avec l’algorithme de Newton-Raphson (NR), ainsi qu’une méthode
itérative semblable à celle utilisée dans divers secteurs de la physique [FOR 78], elle
est décrite dans [JAM 02]. Dans ces deux méthodes itératives, la convergence de l’al-
gorithme est évaluée en considérant que l’écart relatif entre deux itérations est infé-
rieur à une tolérance donnée. Dans les deux exemples la matrice [K∗] a la même forme
que [K0

T ] définie aux conditions initiales. Dans les calculs présentés, on fixe l’ordre
de troncature des séries et donc le nombre de seconds membres à calculer (NSM),
ainsi l’efficacité des algorithmes est mesurée d’une part par le nombre de matrices à
inverser (NIM) et, d’autre part, par la petitesse de la norme du résidu ||{R}|| (équation
3).

4.1. Vibration non linéaire forcée d’une poutre élastique 2D

Les caractéristiques mécaniques et géométriques de la poutre considérée sont :
module d’Young E = 10+5MPa, coefficient de Poisson ν = 0, 3, masse volumique
ρ = 10−4Kg/m3, longueur L = 200mm et largeur l = 10mm. La poutre étudiée est
encastrée d’un côté et chargée de l’autre côté d’une force concentrique λ(t)F (voir
figure 1) où λ(t) est un facteur de chargement dépendant du temps t comme indiqué
sur la figure 1 et F = 200N est l’intensité de la force appliquée au nœud (100, 0). La
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structure est discrétisée en 12 éléments Q8. Les constantes de Newmark et le pas du
temps choisis sont : α = 0, 25, β = 0, 5 et Δt = 2.10−4s. La solution est cherchée
dans l’intervalle du temps [0, 4s] pour une condition initiale nulle.

F

0.1

1.

Facteur de chargement

Temps(s)
0

2

4

6

8

10

12

14

16
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Figure 1. (a) Poutre élastique 2D et facteur de chargement en fonction du temps.
(b) Déplacement Uy suivant l’axe oy en fonction du temps

Les résultats numériques obtenus par les algorithmes proposés, LP1( Linéarisation par
rapport à l’instant initial 1er choix), LP2 (Linéarisation par rapport à l’instant initial
2ème choix) et LPK∗ (Linéarisation par rapport à l’instant t = nΔt et introduction
de [K∗]), sont reportés sur le tableau (1) et la figure (1-b). Le tableau (1) illustre une
comparaison entre les solutions série et Padé obtenues par les algorithmes proposés
tronquées aux différents ordres : 6, 10, 12 et 15 pour Δt = 2.10−4. La petite valeur
de Δ(t) est due au fait que le problème étudié est fortement non linéaire. En effet,
l’amplitude du déplacement d’après la figure (1-b) est presque de l’ordre de la largeur
de la poutre étudiée.

LP1 LP2 LPK∗

Série Padé Série Padé Série Padé
p NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}||

6 21 10−2 21 10−1 31 10−2,5 31 10−2,5 11 10−1,6 11 10−1,6

10 11 10−1,5 11 10−2 11 10−1,5 11 10−2 1 10−2,7 1 10−4,5

12 11 10−1,5 11 10−2 1 10−2 1 10−3,2 1 10−3,7 1 10−6,2

15 6 10−1,5 6 10−2 1 10−3,5 1 10−5,7 1 10−5,4 1 10−7

Tableau 1. Comparaison entre les trois algorithmes LP1, LP2 et LPK∗ (avec série et
Padé) pour les ordres 6, 10, 12 et 15 et pour Δt = 0, 0002s

Ce tableau montre, qu’au-delà de l’ordre 10, l’algorithme LP1 utilise plus de dé-
compositions de matrices que les deux autres. On remarque que l’introduction des
approximants de Padé conduit à une bonne qualité de la solution quand l’ordre de
troncature augmente surtout pour la solution calculée par LP2 et LPK∗.

L’algorithme couplant le schéma de Newmark et la méthode de Newton-Raphson
a eu besoin de 40 000 inversions de matrice pour calculer la solution sur [0, 4] et LP1 a
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nécessité 11 inversions de matrices tandis que LP2 et LPK∗ n’ont eu besoin que d’une
seule inversion de matrice pour l’ordre 12.

4.2. Vibration non linéaire forcée d’une plaque élastique

On considère ici une plaque mince carrée, de côté l = 100mm, d’épaisseur 1mm,
encastrée d’un côté et chargée du côté opposé par une force concentrée λ(t)F au nœud
(100,0,0) avec F = 200N et λ(t) est donné dans la figure (1-a). Elle est caractérisée
par E = 2, 0810+6MPa, ν = 0, 3 et ρ = 2.10−3Kg/m3. La plaque considérée
est discrétisée en 162 éléments de type DKT18 (voir figure 2 - a). On a choisi pour
l’intégration temporelle : α = 0, 25, β = 0, 5 et Δt = 2.10−4s. Ici aussi, à cause de
la forte non-linéarité, les pas de temps doivent être choisis assez petits.

La solution est cherchée sur l’intervalle temporel [0, 4s]. Le tableau (2) illustre une
comparaison des solutions série et Padé tronquées aux ordres 7, 9 et 11, obtenues par
les algorithmes proposés. D’après ce tableau, on remarque que la solution obtenue par
LP2 et LPK∗, en introduisant les approximants de Padé, a une qualité meilleure que
celle obtenue par la série. La solution obtenue, voir figure (2-b) sur l’intervalle [0, 4s],
a nécessité 40 000 inversions pour l’algorithme couplant le schéma de Newmark avec
la méthode de Newton-Raphson et 17 seulement pour l’algorithme proposé LP1 tan-
dis que les algorithmes LP2 et LPK∗ n’ont exigé qu’une seule inversion. On voit
aussi qu’on peut améliorer la qualité de la solution (i.e. diminuer la norme du résidu)
uniquement en augmentant l’ordre de troncature. Il semble qu’on puisse atteindre une
qualité de solution aussi bonne que l’on désire, en particulier avec l’algorithme LPK*.

F=200N
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Figure 2. (a) Plaque carrée encastrée soumise à un chargement dynamique.
(b) Flèche en fonction du temps

Les résultats obtenus par les solveurs proposés, dans le cas de l’exemple de la
plaque élastique, sont comparés à ceux calculés par l’algorithme couplant le schéma
de Newmark avec la méthode de Newton Raphson et la méthode itérative (tableau
(3)). Il est à souligner que la méthode itérative utilisée dans ce travail est une amélio-
ration de la version classique. La différence réside dans l’actualisation de la matrice
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LP1 LP2 LPK∗

Serie Padé Serie Padé Serie Padé
p NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}|| NIM ||{R}||

7 40 10−2,5 40 10−2 2 10−1,5 2 10−1,3 1 10−2,6 1 10−2,8

9 23 10−2,2 23 10−2 1 10−2,2 1 10−2,8 1 10−4 1 10−5,2

11 17 10−2 17 10−2 1 10−3,6 1 10−4,8 1 10−5,6 1 10−7

Tableau 2. Comparaison entre les trois algorithmes LP1, LP2 et LPK∗ (avec série et
Padé) pour les ordres 7, 9 et 11 et pour Δt = 0, 0002s

d’itération dès qu’il y a divergence. Une comparaison de cette version améliorée avec
l’algorithme couplant le schéma de Newmark avec la méthode de Newton Raphson
est donnée dans le tableau 3 pour un pas de temps Δt = 0, 0002s.

Méthode itérative Méthode de Newton Raphson
Tolérance NSM NIM ||{R}|| Tolérance NIM ||{R}||

10−7 62260 26 10−4 10−4 40000 10−6,5

10−9 84469 19 10−5 10−5 40000 10−6,5

10−10 113472 5 10−5 10−6 42690 10−6,5

10−11 130088 3 10−5,5 10−7 42690 10−7

Tableau 3. Comparaison de la méthode itérative améliorée et la méthode de Newton
Raphson pour Δt = 0, 0002s, NSM : nombre de seconds membres, NIM : nombre
d’inversions de matrice et ||{R}|| : norme euclidienne du vecteur résidu.

On voit, sur le tableau 3, que le nombre d’inversions de matrice (NIM) est beau-
coup plus petit dans le cas de la méthode itérative comparativement à celui de l’algo-
rithme couplant le schéma de Newmark avec la méthode de Newton Raphson. Quant
aux qualités des deux méthodes (||{R}||), elles sont presque du même ordre de gran-
deur. La méthode itérative est un bon compromis, peu d’inversions de matrices et un
nombre de seconds membres raisonnables ( 3 ou 4 itérations par pas avec une tolérance
de 10−7 ou 10−9).

Enfin, pour mettre en lumière l’efficacité des algorithmes itératifs, nous avons re-
pris ce calcul sur un intervalle de temps plus grand [0, 6s] et avec de plus grands pas de
temps (2.10−2s, 4.10−2s, 8.10−2s) (voir tableau (4)). Ces pas de temps sont certes un
peu trop grands pour donner une solution très précise, mais cela permet d’avoir une
première approximation de la solution dynamique avec assez peu de pas de temps.
Les paramètres définissant le calcul (tolérance, ordre, résidu admissible) ont été choi-
sis de telle sorte que le résidu maximal soit le même dans les trois cas (environ 10−4).
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On constate que l’algorithme d’ordre élevé (LP2, ordre 14) converge toujours, même
pour le pas de temps le plus grand, alors que l’algorithme couplant le schéma de New-
mark avec la méthode de Newton-Raphson diverge dans ce cas. Comme on pouvait
s’y attendre, la méthode itérative ne converge que pour le pas de temps le plus petit.
Mais dans ce cas, elle demande plus de 10 fois moins d’inversions de matrices avec un
nombre de seconds membres raisonnables. En résumé, les algorithmes d’ordre élevé
sont des solveurs non linéaires les plus performants, ils sont meilleurs que l’algorithme
couplant le schéma de Newmark avec la méthode de Newton-Raphson (NR) qui est
à son tour meilleure que la méthode itérative (MI). Toutefois cette dernière, qui est
simple et peu coûteuse, méritera d’être davantage utilisée en calcul des structures.

Δt(s) 8.10−2 4.10−2 2.10−2

NR diverge 779 inversions 1200 inversions

MI diverge diverge
{

108 inversions
4908 SM

LP2 ordre 14
{

9 inversions
1125 SM

{
9 inversions
2250 SM

{
2 inversions
4500 SM

Tableau 4. Comparaison des trois algorithmes : LP2, NR et MI pour différents pas de
temps sur l’intervalle de temps [0, 6s].

5. Conclusion

Nous avons proposé une famille d’algorithmes implicites d’ordre élevé pour la
résolution des problèmes de la dynamique non linéaire des structures. Ces algorithmes
diffèrent entre eux selon l’ordre de l’application de la transformation homotopique, de
la discrétisation en temps et de la méthode de perturbation. Le préconditionneur a
introduit beaucoup de souplesse à l’algorithme LPK∗. Le résultat le plus intéressant
est la capacité d’appliquer un schéma implicite LPK∗ et LP2 avec peu de matrices à
triangulariser. L’introduction des approximants de Padé a permis une amélioration de
la qualité de la solution.
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