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Résumé — Deux des auteurs ont récemment établi que la régularité R, d'un fractal continu isotrope de dimension n (nD) est égale a celle
sa projection R, dans un espace (n-1)D diminuée de 0.5, ou plus clairement, R, = R4 - 0.5. Dans un premier temps, |’ objectif de cette
étude est d'expliquer brievement ce résultat et de I'illustrer sur des volumes fractals synthétiques, continus et binaires, et leurs
projections. Pour les fractals continus, les résultats sont proches de @®ux qu'il convient de trouver pour H faible. Pour H éevé, il

apparait des difficultés liées essentiellement aux défauts de la méthode de synthese retenue. Pour les fractas binaires, I’ écart de 0.5 qu'il

est possible de trouver entre la régularité du volume et celle de sa projection n'est pas clairement éablie. Dans un deuxiéme temps, nous
avons expérimentalement étudié s cette relation est valide pour I'os trabéculaire et sa projection. Nous avons analysé 22 échantillons de
téte de fémur imagés par micro-scanner. Nous trouvons une différence entre la régularité 2D et celle en 3D de 0.53 + 0.046. Ceci
indique que le la relation qui lie la régularité 3D d'un volume fractal a celle de sa projection s applique pour cet objet binaire. Une
simple mesure 2D permettrait dors de quantifier la structure trabéculaire 3D et pourrait se révéler d’une grande force pour le diagnostic
précoce de |’ ostéoporose.

Abstract — Two of the authors have recently shown that the regularity R, of an isotropic continuous n dimensona (nD) fracta is equa
to the regularity of its projection R, in a (n1)D space decreased of 0.5 (R, = R,; - 0.5). At first, the purpose of this study was to
briefly explain this result and to illustrate it on continuous and binary synthetic fractal volumes and their projections. For continuous
fractals, the results were close to those expected for low H values. For high H, difficulties mainly linked to the synthesis method
appeared. For binary fractals, the difference of 0.5 expected between the regularity of the volume and that of its projection remains
unclear. Secondly we have studied experimentally if this relation could be applied to trabecular bone and its projection. We considered
22 bone samples of femora head acquired using a micro-scanner, calculated the regularity of their projections, and found a difference
between the 3D and 2D regularities of 0.53 + 0.046. This indicates that the result of the fractal projection could be applied on this kind
of binary object. A smple 2D measurement could help to quantify the 3D trabecular structure and could be very helpful for the
diagnosis of osteoporosis.

volumes fractals de synthése isotropes type mouvement
brownien fractionnaire (fBm pour fractional Brownian
motion) et nous calculeronsleur régularité et celledeleur
projection. Ensuite, nous éudierons cesrel ations pour des
fractals binaires type éponge de Sierpinski. Enfin nous
appliquerons cette anayse a des volumes dos
trabéculaire imagés par un micro-scanner.

1. Introduction

Dans de nombreux domaines tels que par exemple la
science des matériaux, le contrle non destructif, ou
I'imagerie médicale, il est souvent difficile d’accéder
directement aux informationstridimensionnelles. En effet,
les systemes d’ acquisition 3D sont souvent trés onéreux
ou parfois I’exploration 3D n’'est pas envisageable. Une

méthode simple pour éviter cet écueil consiste a imager
ces volumes en deux dimensions au prix d'une perte
d'information souvent irrémédiable. On peut aors
pratiquer des analyses a partir de lames minces du
matériau, ou ausculter ce dernier par échographie ou
radiographie par exemple. Un examen radiographique
revient a projeter les objets 3D sur des surfaces 2D.

Lorsque cela est possible, il est extrémement intéressant
de remonter a des caractéristiques 3D a partir d'indices
simplement cal cul és sur leurs projections. Récemment, un
théoréme établi par deux des auteurs stipule que la
régularité R, d'un fractal continu isotrope dans un espace
an dimensions (ND) est égale acelle de saprojection R, ¢
dans un espace (-1)D diminuée de 0.5 [1][2]. Plus
clairement, R, = R,.; - 0.5. Ce résultat fort indique qu’il
est possible d' accéder alarégularité 3D d'un objet fractal
continu par simple mesure de celle en 2D.

L’ objectif de cette étude est dans un premier temps de
présenter ce résultat. Puis nous I'illustrerons sur des

2. Théorie

Cette étude découl e de discussions pluridisciplinaires sur
le diagnostic de I’ ostéoporose a partir de radiographies
0sseuses. Sansaucune perte de généralité, nousalons tres
brievement montrer que R;, la régularité d'un fractal
isotrope 3D et R,, larégularité de sa projection 2D sont
reliéespar R;= R, - 0.5.

Soit B4(x,y,z) un fBm de paramétre H dans I'intervalle
10,1[ défini par sa représentation spectrale suivante :

(ei(xx1+yx2+zx3)_ 1)

BH(X,y,Z)=Q3(

dwix) 1)

H+3
XE+X3 +x§) 2
ol dW est une mesure brownienne. Pour le fBm, H est
aussi larégularité de ce processus, soit R; = H. Projetons
cet objet suivant la direction verticale par exemple. On
obtient un processus 2D noté Yy(X,y) :



Yi (% Y)=CBH (xy.2) (9dz )
A

j (t) étant une fenétre qui assure la convergence de
I'intégrale. Y, n’ est pas un fBm mais est gaussien et a des
incréments stationnaires. Nous pouvons alors calculer la
variance des incréments qui vaut :
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Nous utilisons un résultat général pour les processus
gaussiens aaccroissements stationnaires[ 1] : si le spectre
des incréments de dimension nD se comporte comme

';&12+x22+...+xr?)a quand la fréquence tend vers I'infini,

alors sa régularité vaut (a-n)/2. Ce spectre est déduit de
I’ équation précédente et valt :

(3)
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Pour une fréquence (x,X,) tendant vers I'infini, nous
obtenons al ors un spectre se comportant comme :

c 12+x22)2H'3 avec C=y(1 )’dl . 5)
A

Nous trouvons donc que R, = H + 0.5. En tenant compte
du fait que R; = H, nous avons montré |e résultat essentiel
i.e. R3 = R2 - 0.5.

Plusieurs remarques peuvent étre faites.

- En premier lieu, larégularité du projeté est supérieure a
celle du volume. Cela est assez naturel car la projection
est identique a un processus de moyennage qui a pour
effet de lisser les données et donc augmente larégularité.
- Pour que larelation soit valide, larégularité du projeté
doit étre calculée pour les hautes fréguences, ce qui

correspond pour |’ objet d’ étude a des zones de scrutation
apetite échelle.

- Le projeté n’est pas fractal mais est asymptotiquement
fractal aux hautes fréguences de parametre H+0.5. Le
paramétre d’ autosimilarité du projeté varie entre 0.5 et
1.5. Cela suggere d'imaginer un processus fractal ou la
barriere H<1 serait rompue. C'est par exemple ce qui a
été fait dans [3]. Le paramétre H du nouveau processus
issu du fBm peut évoluer entre n-1 et n, avec n un entier
strictement positif.

- Pour les basses fréquences, on peut montrer que le
projeté est localement fractal de paramétre H [1]. En
résume, le projeté est autosimilaire de paramétre H aux
basses fréquences et autosimilaire de parametre H+0.5
aux hautes fréguences. Cela suppose aussi quel’ on puisse
définir un modéle fractal par morceaux. Ceci est I objet
d’ une autre communication [4].

Nous allons maintenant illustrer le résultat R, = R; + 0.5
sur des objets fractal s synthétiques continus type fBm.

3. lllustration sur des fractals

synthétiques continus

La synthése de signaux fractals type fBm est une tache
délicate. Il existe deux méthodes exactes: celle dite de
Choleski et celle basée sur la méthode de la matrice
circulante [B][6]. Pour des images, ces deux méthodes
sont difficilement applicables et, a notre connaissance, il
N’ existe pas de méthode de synthese 2D exacte. Pour le
3D, le probléme est encore plus difficile.

Nous avons synthétisé des volumes fractal s continus type
fBm de paramétre O<H<1 en utilisant la méthode de
Fourier inverse qui est facilement programmable en
pratique [7]. Elle consiste a remplir dans le domaine
fréquentiel un objet dont le spectre vérifie la loi en
(F12+£2%+£3%)"*¥2 3 phase étant aléatoire uniformément
distribuée sur [0,2p[ et respectant lasymétrie hermitienne.
Lapartieréelledel atransformée de Fourier inverse de cet
objet est un fractal continu 3D isotrope, la partie
imaginaire étant nulle.

Nous avons alors projeté ces volumes. Lafigure suivante
montre un fractal 3D et sa projection 2D.

FIG. 1 : unfractal 3D typefBm et sa projection 2D

Nous allons maintenant estimer larégul arité de cesobjets.
Pour unfBm, le paramétre H est égal asarégularité. Nous
avons mesuré la régularité 3D par la méthode de la
variance. Elle consiste areprésenter en échellelog-log la
variance des incréments en fonction du pas incrémental

[8]. Ladroite qui appardit est de pente 2H. Le paramétre
H peut étre estimé par régression linéaire.

Nous avons montré que larégularité 2D doit étre mesurée
aux hautes fréquences, ou de maniére équivalentepour les
petites échelles d'analyse. Nous avons appliqué la
méthode de lavariance pour estimer larégularité et limité
laplage de régression aux premiers points.

Nous avons synthétisé 10 images de 256° pour desvaleurs
de H valant respectivement 0.2, 0.5 et 0.8. Les résultats
sont présentés dans le tableau 1 pour une régression



effectuée sur les 50 premiers points en 3D et les 5

premiersen 2D.

TAB. 1 : vaeursdelarégularité 3D d un fractal type
fBm, de celle de sa projection 2D, et del’ écart constaté

entre ces deux valeurs
RThéorigue 012 0,5 0,8
0,268 0,458 0,634
R + + +
0,004 0,004 0,014
0,578 0,717 0,785
R, + + +
0,023 0,025 0,033
0,310 0,258 0,151
Ecart + + +
0,020 0,024 0,031

Ces vaeurs de R; sont semblables avec ce qu'il convient
de trouver pour H faible. Pour H éevé, on voit apparaitre
des écarts peu conformes a ceux attendus. Ceci provient
essentiellement des difficultés liées aux défauts de la
méthode de synthése retenue [5]. Concernant |’ écart de
régularité qui devrait valoir 0.5, les résultats sont
acceptables pour H faible et mauvais pour H élevé. Ceci
illustre bien la difficulté expérimentale pour mettre en
évidence | e résultat théorique.

4. Cas des fractals synthétiques
binaires

Le théoreme de la projection pour les fractals s applique
uniquement aux fractals continus. |l apparait pour le
moment difficilement extrapolable aux fractals binaires.
En effet, la notion de régularité pour ce type d objet n'a
pas de sens physique. Par contre, la notion
d’autosimilarité quantifiée par le parametre H est plus
parlante, que ce soit pour un fractal continu ou un fractal
binaire. Par abus de langage, nous utiliserons le terme de
régularité pour un objet fractal binaire, étant sous entendu
gue c'est du parameétre d’autosimilarité H qu'il s agit.
Pour cesobjets binaires, H et ladimension fractale D sont
reliés par :

D=E- H (6)

avec E la dimension euclidienne de I’ espace dans lequel
I'objet fractd est inclus. Pour les volumes, E=3.
L’ estimation de la dimension fractale se fera donc par la
méthode des boites [9]. Puis nous en déduirons le
paramétre H par H=3-D, cette derniére valeur étant aussi
larégularité 3D del’ objet.

Nous alons maintenant conduire des expériences
numériques qui vont permettre d’ évaluer si le résultat sur
la projection est transposable a des fractals binaires.

Pour cefaire, nous avons généré des fractals synthétiques
binaires isotropes type éponges de Sierpinski. Cette
méthode consiste a creuser al éatoirement et itérativement
un volume plein de départ. Nous avons synthétisé 10
images de taille 512° pour H=0.4, 0.6 et 0.8 par la
méthode décrite dans [10]. Nous avons smulé leur
projection. Detellesimages sont présentéesdans| afigure
2.

Concernant la régularité 3D mesurée par la méthode des
boites, la régression est effectuée sur les 9 premiers

points. Larégularité 2D est mesurée par laméthode de la
variance et la régression est faite sur les 5 premiers
incréments. Les résul tats sont présentés dans | e tableau 2.
La régularité 3D est conforme a ce qu'il est convenu de
trouver. Par contre, I'écart de 0.5 qu'il était possible de
d’ obtenir entre R, et R; n’ est pas présent dans le cadre de
I’expérience que nous avons menée. On remarque
notamment que les valeurs de régularité du projeté sont
plus faibles qu’ attendu. Cela vient probablement du fait
gue les cubes qui sont enlevés aléatoirement ont une
forme trop abrupte. La projection faite dans la direction
des arétes des cubes est al ors fortement discontinue. Pour
étayer cette explication, nous avons enlevé des sphéres
qui ont desformes plus douces que celles des cubes. Nous
obtenons donc un volume creusé sphériquement avec une
taille de sphéere qui varie. Nous mesurons larégularité 3D
et celle de son projeté comme pour I’ éponge de Sierpinski
et nous trouvons les résultats présentés tableau 3.

A

FIG. 2 : unfractal 3D binaire et sa projection 2D

TAB. 2 : valeursdelarégularité 3D d’ un fractal binaire et
de celle de saprojection 2D

Rrnoriqe 0.4 0.6 0.8
0.383 0.602 0.811

Rs + + +
0.010 0.009 0.011
0.373 0.303 0.244

R, + + +
0.001 0.003 0.002

TAB. 3: valeursdelarégularité 3D et de celledela
projection 2D pour des volumes creusés sphériquement

Rs

0.091

0.116

0.127

Ry

0.326

0.435

0.523

Les écartsentre R, et R; sont assez proches de 0.5.

En conclusion de ce chapitre,
encourageants mais

les résultats sont
conviendra d'apporter des

arguments, expérimentaux ou théoriques, plus étoffés
pour pouvoir établir le lien pssible entre la régularité
d'un fractal binaire 3D et celle de saprojection 2D.



5. Applications a des volumes osseux
trabéculaires

Parmi lesfacteursqui conditionnent lafragilité osseuse, la
micro-architecture trabéculaire joue un réle majeur dans
la détermination des risques de fractures liées a
I’ ostéoporose. Récemment, des analyses de textures et
plus précisément les méthodes fractales ont été utilisées
pour quantifier les changements de ce matériau sur des
images de radiographies [11]. De telles données
représentent une projection 2D d'un volume osseux
complexe. Le probléme dans beaucoup d' applications est
de relier directement les parametres estimés en 2D aux
modifications architecturales osseuses 3D. Dans[12], en
utilisant des images de tomographies 3D et leurs
projections, nous avons montré qu’il existait de fortes
corrélations entre les paramétres morphologiques de la
structure osseuse d’ une part, et les parametres fractals de
leurs projections d autre part.

A lalumiére du résultat théorique liant la régularité d’ un
objet fractal 3D et celle de sa projection 2D, nous alons
évaluer s'il peut s appliquer a nos objets expérimentaux.
Nous allons conduire notre étude en examinant des
images hautes résolutions d’ échantillons prélevés sur des
cols de fémurs et acquis al’ aide d’ un micro-scanner ainsi
gue sur leurs projections comme le montre la figure
suivante. Les tracés cubiques sur les faces de I'objet
symbolisent le processus qui permet de calculer la
régularité 3D par la méthode des boites.

= "'———v—— .

| £ N

:ﬁik : ‘~t .“'.""d‘l

FIG. 3 : volume trabéculaire osseux et sa projection

Nous avons analysé 22 os et calculé la régularité 3D par
laméthode des boites. Celle deleur projection est estimée
par la méthode de la variance. Nous trouvons une
différence entre ces deux valeurs de 0.53 + 0.046 ce qui
indique que le théoréme de la projection fractae
Sapplique pour cet objet binaire. La mesure de la
régularité 2D permet de remonter a celle de I’ objet 3D,
elle méme étant fortement corrélée avec des paramétres

delastructure 3D. Pour e montrer plus précisément, nous
avons calculé les paramétres morphol ogiques 3D qui sont
habituellement utilisés comme le nombre de travées par
unité de surface (Th.N), la proportion de volume osseux
(BVITV), I'épaisseur moyenne des travées (Th.Th),
I’espace inter-travées (Th.Sp), la proportion de surface
par unité de volume (BS/'TV) [12]. Nous avons calculé
ces valeurs pour nos 22 échantillons et calculé le
coefficient de corrélation avec larégularité 3D d'une part
et larégularité 2D d' autre part. Les résultats obtenus sont
regroupés dans e tableau 4.

TAB. 4 : coefficients de corrélation entre les paramétres
de régularité et les paramétres morphol ogiques 3D

Corr. | TbN | TbTh | Th.Sp |BV/TV |BSTV | R

R, |-0,687|-0,656| 0,668 | -0,769 | 0,693 | 0,845

R; |-0,784|-0,872] 0,784 | -0,955 | 0,879 | 1,000

Cesrésultatsindiquent une trés bonne corrélation entrela
régularité et | es paramétres morphol ogiques. On remarque
aussi que ces corrélations sont plus faibles pour la
régularité 2D que pour larégularité 3D.

Cette étude montre qu'une simple mesure sur des
radiographies permettrait de quantifier la structure
trabéculaire 3D et pourrait se révéler d'une grande force
pour le diagnostic précoce de I’ ostéoporose.
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