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Résumé

We study basic properties of the category of smooth representations of a p-adic group
G with coefficients in any commutative ring R in which p is invertible. Our main purpose
is to prove that Hecke algebras are noetherian whenever R is; a question left open since
Bernstein’s fundamental work [E] for R = C. In a first step, we prove that this noetherian
property would follow from a generalization of the so-called Bernstein’s second adjointness
property between parabolic functors for complex representations. Then, to attack this second
adjointness, we introduce and study “parahoric functors” between representations of groups
of integral points of smooth integral models of G and of their “Levi” subgroups. Applying
our general study to Bruhat-Tits parahoric models, we get second adjointness for minimal
parabolic groups. For non-minimal parabolic subgroups, we have to restrict to classical and
linear groups, and use smooth models associated with Bushnell-Kutzko and Stevens semi-
simple characters. According to recent announcements by Kim and Yu, the same strategy
should also work for “tame groups”, using Yu’s generic characters.
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1.1 Le probleme : Soit K un corps local non archimédien d’anneau des entiers O et de corps
résiduel k de caractéristique p, et G un groupe algébrique réductif connexe défini sur K. On pose!

OClassification AMS : 20E50
1De maniére générale, nous noterons les K-schémas par des lettres calligraphiées et leurs K-points par les lettres

ordinaires correspondantes.



G := G(K). Si H est un sous-groupe ouvert compact de G, on peut former 'anneau de Hecke
H(G, H) := Z|H\G/H] des doubles classes de H dans G. Un célébre théoreme de Bernstein [g]
affirme qu’apres extension des scalaires de Z a C, ces anneaux sont noethériens. La preuve de Bern-
stein est tres indirecte car il étudie principalement la catégorie Modc (G) des représentations com-
plexes lisses de G. Le principe fondamental qui soutient toute sa théorie est qu'une représentation
irréductible supercuspidale complexe est un objet projectif (“modulo le centre”) de Mode(G).
Ainsi, la méme preuve fournirait le méme résultat apres extension des scalaires & n’importe quel
corps de caractéristique suffisamment grande (banale dans la terminologie de Vignéras [P2]), mais
ne fonctionne pas, ne serait-ce que pour un corps de caractéristique non-banale, sans parler du
cas d’un anneau. Il est pourtant naturel de s’attendre & ce que ces anneaux de Hecke vérifient une
propriété de type “théoreme de Hilbert” : R noethérien = R[H\G/H]| noethérien. C’est ce que
nous étudions — entre autres — dans cet article, avec ’hypothese supplémentaire que p est inversible
dans R, car notre méthode aussi passe par I’étude de la catégorie Modgr(G) des RG-modules lisses
et que pour faire le lien avec les algebres de Hecke, on a besoin d’une mesure de Haar.

Bien-str, 'intérét de passer par la catégorie Modgr(G) vient des foncteurs d’induction et restric-
tion paraboliques qui permettent de faire des raisonnements par récurrence sur le rang semi-simple
de G. Si P est un K-sous-groupe parabolique de G et M un sous-groupe de Levi de P, la réciprocité
de Frobenius nous dit que la “restriction” parabolique ch\f p est adjointe a gauche de I'induction
jICV’VL p- Dans un article non publié [ mais bien connu des spécialistes, Bernstein a découvert (avec
surprise) que pour les représentations complezes, il existe une deuxieéme propriété d’adjonction,
entre le foncteur j?v;[, p a gauche et le foncteur & prgfﬁ a droite, ot P est le parabolique opposé a

P par rapport & M et ép le module de P. Bushnell a publié ] une preuve différente de cette
deuxieme adjonction, mais chacune de ces preuves repose de maniere cruciale sur la propriété de
noethériannité des algebres de Hecke complexes.

1.2 Principaux théorémes : Dans le présent article nous procédons dans l'autre sens. Dans
la section H nous prouverons en effet, pour un anneau de coefficients R noethérien et ou p est
inversible, que la deuzriéme adjonction implique la noethériannité

Théoréme 1.3 Si pour tout sous-groupe parabolique de tout sous-groupe de Levi de G, les fonc-
teurs paraboliques vérifient la seconde adjonction, alors la catégorie Modgr(G) est noethérienne,
ainsi que les algébres de Hecke Hp(G, H) pour tout pro-p-sous-groupe ouwvert H de G.

La preuve de ce résultat utilise les propriétés des représentations a coefficients dans des corps
valués étudiées dans L.

Des lors, la majeure partie de cet article vise a établir la propriété de seconde adjonction.
Pour cela on utilise un nouvel outil baptisé induction parahorique. Identifions I'immeuble étendu
B(M, K) de M & un sous-M-espace de celui de G. Si x € B(M, K), on définit un certain idem-
potent €, p normalisé par M,, dans l'algebre Z[%]GI des Z[%]-distributions sur G,. Par produit
tensoriel avec le (M, Gy)-bimodule e, pC% (G4), on obtient des foncteurs d’induction I, p et re-
striction R, p entre M,-modules lisses et G -modules lisses a coeflicients dans R. La motivation
initiale pour introduire ces foncteurs vient des relations de commutation remarquables suivantes,

dans le cas ot P est minimal (c¢f [6.91i) et B.5)
(1.4) indgm ol pr~ jgﬁp o jnd%m et Reshi o rg{P ~R,po Resg””.

Notons que ceci est nouveau aussi pour R = C. Nous expliquons alors en @ comment la seconde
adjonction (pour les paraboliques minimaux) découle de ces formules.

Malheureusement, il semble que ces relations de commutation entre foncteurs paraboliques
et parahoriques soient spécifiques aux paraboliques minimaux. En général on introduit la notion
d’idempotent P-bon de RM, cf @ Il s’agit grosso-modo d’un idempotent € pour lequel il existe
un z € B(M, K) tel que ¢ € RM,, et

M, N G
e.Resy,” o rgp ~e. Ry poRes;”.

S'il existe “suffisamment” de tels idempotents (i.e. s’ils engendrent la catégorie Modr(M)), alors
d’apres @, la seconde adjonction est vérifiée pour P.



Reste donc & produire des familles génératrices d’idempotents P-bons. Ceci semble une tache
ardue en général, aussi difficile que la construction de strates/types “raffiné(e)s”. Pour un groupe
linéaire ou classique, nous montrons dans les sections E et E que la famille des idempotents associés
aux caracteres semi-simples de Stevens [@] convient. Nous devons au passage prouver des résultats
apparemment nouveaux dans cette théorie (propositions @ et @) On obtient donc sur tout
anneau de coefficients R ou p est inversible :

Théoréme 1.5 Soit G un groupe linéaire, classique (on suppose alors p # 2), ou de rang relatif 1,
alors pour tout parabolique de tout sous-groupe de Levi, les foncteurs paraboliques associés vérifient
la seconde adjonction.

Outre la propriété de noethériannité B, on a aussi les conséquences suivantes :

Corollaire 1.6 Avec la méme hypothese sur G,

i) Pour R noethérien, les foncteurs de restriction parabolique de Jacquet préservent la R-

admissibilité, cf 3.} i).

it) Support uniforme : Pour tout pro-p-sous-groupe H de G il existe un sous-ensemble Sy de
G, compact modulo le centre et indépendant de 'anneau R supportant toutes les fonctions
cuspidales dans C&,(H\G/H), cf B.4.

111) Irréductibilité générique : Si R est un corps algébriquement clos, alors pour tout sous-groupe
parabolique P = MU et toute w € Irrg(M), la famille i%yp(mp) pour ¥ : M/M¢ — R* est
génériquement irréductible, cf @

Signalons que le dernier point pour R de caractéristique positive n’est nouveau que lorsque K est
aussi de caractéristique positive, cf . Quant au point ii), il peut étre utile & ceux qui s’intéressent
aux congruences entre formes automorphes.

L’ingrédient essentiel pour produire des idempotents P-bons est une sorte de généralisation
d’un résultat de Howlett-Lehrer [E] ou l'on remplace les foncteurs paraboliques des groupes de
Lie finis par nos foncteurs parahoriques pour des modeles entiers de G, cf partie E, qui dans
les applications seront les modeles de Bruhat-Tits (cas minimal) ou les modeles entiers associés
aux types de Bushnell-Kutzko-Stevens (cas général pour les groupes classiques). On peut aussi
appliquer cet ingrédient aux modeles entiers de Yu [@] associés a ses types “modérés” [@], voir la
partie []. En utilisant un résultat d’exhaustivité (analogue de 7. et B.]) annoncé récemment par
Yu et Kim pour les groupes modérés (ceux dont tout tore se déploie sur une extension modérée),
on doit pouvoir prouver le théoreme pour de tels groupes, avec formellement la méme preuve
que pour les groupes classiques.

Enfin, on obtient aussi quelques résultats partiels sans conditions sur G; outre la seconde
adjonction pour les paraboliques minimaux déja mentionnée, on prouve la noethériannité de la
sous-catégorie pleine de Modg(G) des objets “de niveau zéro”, ainsi que la seconde adjonction des
foncteurs paraboliques restreints a ces sous-catégories, cf .

1.7 Organisation de larticle : L’induction parahorique est définie dans la premiere section.
C’est un cas particulier d””induction” pour des groupes munis d’une décomposition d’Iwahori
“abstraite”, et c’est par une discussion de cette situation générale que la section commence; le
résultat fondamental est la proposition E

La partie 3 étudie les propriétés de commutation entre foncteurs parahoriques et foncteurs
paraboliques (notamment @) On y dégage la notion d’idempotent P-bon, et on prouve la seconde
adjonction en 3.7, sous réserve qu’il existe “suffisamment” de tels idempotents. Puis la partie 4
prouve que “la seconde adjonction implique la noetheriannité”.

Dans la partie 5 on considere des modeles entiers lisses de G et on étend implicitement la
notion d’induction parahorique a ces groupes. On prouve alors un énoncé d’indépendence du sous-
groupe parahorique @, analogue a 1’énoncé principal de ] sur 'indépendance du sous-groupe
parabolique pour l'induction parabolique des groupes finis.

Dans la partie 6, on spécialise la précédente aux modeles de Bruhat-Tits et on applique les
résultats obtenus aux foncteurs paraboliques minimaux et aux représentations de niveau zéro. Dans



les partiesﬁ et , on spécialise la partie [p| aux modeles entiers associés aux caracteres semi-simples
de Stevens, et on prouve le théoreme [L.5. Dans la partie H on spécialise la partie E aux modeles
entiers de Yu et a ses caracteres génériques; il ne manque qu’un résultat crucial d’exhaustivité
pour en déduire la noetheriannité.

Remerciements : je remercie B. Lemaire pour quelques discussions sur les strates et autres modeles
entiers, S. Stevens pour quelques explications sur sa théorie, et G. Henniart pour son intérét dans
ce travail. Je remercie aussi M.-F. Vignéras pour m’avoir transmis ce probléme de noetheriannité,
qu’elle a abordé dans [[? Signalons aussi, outre les travaux non-publiés de Bernstein sur ce sujet
(a peine évoqués dans [[l|, 5.4, Rk 1]) une autre approche imaginée par Bezrukavnikov, trés naturelle
mais qui a ma connaissance n’a pas abouti, consistant a essayer de prouver la noetheriannité du
gradué des algebres de Hecke pour une certaine filtration “géométrique” [E, I1-2].

1.8 Notations : Pour tout groupe localement compact totalement discontinu H et tout anneau
commutatif unitaire R on note :

~ Cp°(H), le R-module des fonctions localement constantes & valeurs dans R et & support
compact.

— RH le R-module des distributions a support compact et a valeurs dans R. Le produit de
convolution en fait une R-algebre unitaire qui se plonge dans le commutant Endrp(Cp(H))
des translations a droite par H. Lorsque H est compact, ce plongement est un isomorphisme,
et si (H,)nen est une base de voisinages de 1'unité formée de sous-groupes normaux, on a
un isomorphisme de R-algebres RH — 1(£nR[H /H.,).

— Modg(H) la catégorie des représentations lisses de H a coefficients dans R. Tout objet de
Modgr(H) est canoniquement muni d’une action de RH, ce qui donne un plongement pleine-
ment fidele Modgr(H) — Mod(RH). S’il existe une mesure de Haar dh sur H & valeurs dans
R, alors le sous-R-module Hp(H) := Cp “(H)dh de RH formé des distributions localement
constantes est un idéal bilatere de RH engendré par ses idempotents, et 'image essentielle
de Modgr(H) dans Mod(RH) s’identifie & la catégorie des modules “unitaux” sur Hp(H).

Si K est un sous-groupe compact de H de pro-ordre inversible dans R, la mesure de Haar dk

de volume total 1 sur K définit un idempotent de RH que nous noterons ex. Son action sur un
objet (m, V) de Modg(G) est donc donnée par ex * v = [} w(k)vdk.

2 Deécompositions a la Iwahori et induction parahorique

Au début de cette section, la lettre G ne désigne pas un groupe réductif p-adique.

Définition 2.1 Soit G un groupe profini, muni de deuz sous-groupes fermés U et U normalisés par
un troisiéme sous-groupe fermé M. Nous dirons que le triplet (U, M,U) induit une décomposition
d’Iwahori de G si :

i) L’application produit U x M x U — G est bijective.

ii) Il existe une base (G;)ien de voisinages de G formée de sous-groupes ouverts normauz de la
forme G; = (U n Gl)(M n Gz)(U N Gz)

On obtient par exemple de telles décompositions lorsque U, U, M et G sont les points entiers
de groupes algébriques affines lisses U, U, M et G définis sur un anneau complet de valuation
discrete a corps résiduel fini tels que Iapplication produit U x M x U — G est une immersion
ouverte induisant un isomorphisme des fibres spéciales (voir aussi p.10)).

Proposition 2.2 Soit G = UMU un groupe profini muni d’une décomposition d’Iwahori comme
ci-dessus. On suppose que M contient un sous-groupe ouvert normal M tel que Uensemble Gt :=
UM'U soit un pro-p sous-groupe (owvert) de G. Alors il existe une unique distribution centrale
inversible z; 7 € Z(Z[;|M)* telle que la distribution z

1 1
. P UU
Z[21G.

eyeg soit un idempotent de l’anneau



Preuve : Comme premiere conséquence de la décomposition d’Iwahori, I’application

Z[%]M — eUZ[ |Ger

(2.3) Foe eUfe—

est un isomorphisme de Z[%]M -modules. Elle est en effet injective par 'axiome i) de @, et lorsque

G est fini elle est surjective, puisqu’alors la multiplication induit un isomorphisme de Z[%] modules
Z[%][U] ®Z[%][M] ®Z[%][U] = Z[%][G]. Pour G profini, on se ramene au cas fini grace a axiome
ii) de .1 qui donne une présentation de G sous la forme G ~ limG/G; ol les G/G; sont des

groupes finis munis de décompositions d’Iwahori G/G; = U/(U N G;).M/(M N G;).U/(U N G;).
L’isomorphisme @ est alors la limite projective des isomorphismes correspondants pour les G/G;.
Par E, il existe un unique élément z;, 7 € Z[%]M tel que

eUeﬁeUeﬁ = eUzUﬁeﬁ = zUﬁeUeﬁ.

Par unicité et puisque M normalise U et U, cet élément est central dans Z[ |M. Reste & prouver

qu’il est inversible. Par application de ce qui précede & GT, on constate que 2y € RM f, et ceci
nous ramene au cas ou G est pro-p. Il nous suffit alors de prouver que pour tout i la d1str1but10n
lisse z;; 77 * emng, est un élément inversible dans 'anneau Z[p][M /M N G,], et ceci nous ramene
au cas ou G est fini.

Supposons dorénavant que GG est un p-groupe fini. Pour montrer que Zyp est inversible, il
suffit de prouver que la multiplication par z;; 7 dans le Z[%]—module libre de type fini Z[%][M |a
un déterminant inversible, car alors elle sera surjective et son image contiendra l’unité 11 suffit

donc de montrer que pour tout corps R de caractéristique différente de p, 'image zUU de z;

dans R[M] est inversible.
Pour un tel corps R, les catégories Modg (M) et Modgz(G) sont semi-simples. Notons I, le

foncteur
I§,: Modr(M) — Modg(G)
W R[G]€U€ﬁ®R[M]W

ot 'on considere R[Geyer; comme R[M]-module & droite et R[G]-module & gauche par la formule
(g,m).f := gfm. L’isomorphisme @ induit I’isomorphisme

R[M] — eUR[G]eUeU
f - eUereﬁ

puisque ey f = ey fey. On a donc eyl§, (W) ~u W pour tout W € Modg(M). Par ailleurs,
puisque
R[G]GUR[G]GUeﬁ = R[G]eUeﬁ,

le sous R-module ey I§; (W) engendre IS, (W) en tant que RG-module. Par semi-simplicité de
Modg(G), on en déduit que I§; envoie irréductibles sur irréductibles.
Maintenant, nous prétendons que ’application

R[M] — egR[Glevey
f = egfevey

est aussi un isomorphisme. En effet, on en construit un inverse comme ceci : la restriction des
fonctions R[G] — R[MU] est une application M U-équivariante & droite et & gauche qui induit
une application M-équivariante & droite et & gauche egR[Gleir — e R[MUleg ~ R[M]. Celle-ci
induit I'inverse cherchée.

Il sensuit que pour tout W € Modg(G), on a egI§; (W) =~y W. Supposons de plus W
irréductible, alors le R-module eﬁlfj (W) étant non-nul, il engendre le RG-module irréductible



15;,(W). Ainsi Vinclusion R[Glegever C R[Gleveg induit pour tout W € Irrg(M) (qui rappelons-
le est R[M]-projectif) un isomorphisme :

R[G]eﬁeUeﬁ Qprpn W = R[G]eUeﬁ Qppn W.

Par semi-simplicité de Modgr(M), cet isomorphisme est valable pour tout W € Modg(M) et en
particulier pour R[M], ce qui nous fournit I’égalité

R[G] eﬁeUeﬁ = R[G]eUeﬁ.

En particulier, il existce [ € R[G] telle que fegevey = eyey. On peut choisir f telle que f = ey fer
et on peut alors écrire f = eUfﬁeﬁ = fﬁeUeﬁ avec fit € R[M]. On a alors fﬁz[};ﬁezjeﬁ =
fﬁeUeﬁeUeﬁ = eyeg. Par I'isomorphisme @, ceci montre que f1i est un inverse de Zg;ﬁ dans
R[M].

O

2.4 Exemple de calcul de I'élément z; pour SL(2) : Nous incluons ce calcul explicite en
réponse a une question de G. Henniart : on suppose que G est le pro-p-radical du sous-groupe
d’Iwahori “standard” de SL(2,Q,), c’est & dire le groupe formé des matrices & coefficients entiers
dont la réduction modulo p est unipotente supérieure. On prend alors pour U les matrices de
G qui sont unipotentes supérieures et pour U les unipotentes inférieures. Pour M on prend les
diagonales. On a donc des isomorphismes

m: 1+4+pZ, — M u: Zp — U [T - U
. 2710 , . 1 =z et
: 0 = * 0 1
Un calcul élémentaire montre que 1'unique élément de M tel que T(y)u(z) € UmU est m(1+pxy).
On peut alors exprimer la distribution zy sous la forme

2yy = / (1 + pxy)dzdy,
Loy X7,

ce qui signifie que si ¢ est une fonction lisse sur M, alors < z; 7, ¢ >= fz 7. ®(1 + pry)dzdy on
) P P

dz et dy sont des mesures de Haar normalisées. En particulier si M,, est I'image de 1+p"*1Z, dans
M par l'isomorphisme précédemment décrit, on obtient en notant 1, la fonction caratéristique de
?:

2y * lm, = Z a(2)lm(11pz)M,,
2€Z/p"Z
ol a(2) = = #{(z,y) € B/p 72, wy =z},

2.5 Foncteurs associés: On considéere par la suite un groupe profini G muni d’une décomposition
d’Iwahori G = UMU satisfaisant I’hypothése de la proposition @ Au (RG, RM)-bimodule lisse
E 7 = CF(G)ever est associé le couple de foncteurs adjoints (I, Ry) défini par :

Iz Modr(M) — Modg(G) Ry Modr(G) — Modgr(M)

A — EUﬁ QRM A et B +— Hompgg (EUﬁ’ B)OO
et au (RM, RG)-bimodule £} - = epeiC (G) est associé le couple adjoint (R, I} ) olt
Illjﬁ : MOdR(M) — MOdR(G) ot R/Uﬁ : MOdR(G) — MOdR(M) .
A — HOIHRM (E;]ﬁ’ A)Oo B ~ E;]U QORG B

Le signe oo désigne la partie lisse du RG ou RM-module concerné.



Corollaire 2.6 Les foncteurs Ry et R/UU sont isomorphes au foncteur B — eyemB, et les
foncteurs Iz et IlﬁU sont isomorphes.

Preuve : L’assertion sur R et R’ est une conséquence immédiate de la propriété d’idempotence
1 - ye 1oy 2 1
de 2y peUer et de l'inversibilité de Zuo
Pour lassertion concernant I et I’, on remarque d’abord que pour tout 7 le diagramme suivant
est commutatif (“infl” désigne l'inflation et on pose U; := U N G, etc...) :

Modr(M/M;) 2~ Mody (M)

J{IU/UiU/Ui J{Iuv

Modr(G/Gi) 22 Modg (@)

ainsi que son analogue pour I’. Ceci nous raméne au cas ou G est fini. Dans ce cas I’application

RG]®r A — Homgr(R[G],A)
Ygec a9 = (9 ag

est un isomorphisme de (RG, RM)-bimodules qui, puisque z,

isomorphisme de (RG, RM )-bimodules

%eyeﬁ est idempotent, induit un

¢: R|Gleyey @r A -~ Homp (egey R[G], A).

Maintenant [;;77(A) = (R[Glever ®r A)m et Ifz, (A) ~ Homp(egev RG], AYM | donc la composée
de ¢ avec la trace sur M induit un morphisme des co-invariants vers les invariants

@ o TY]\/] . IUU(A) — II (A)

uu
Puisque R[Gleyeg est projectif sur R[M], le lemme suivant montre que c’est un isomorphisme. [J

Lemme 2.7 Soit M un groupe fini et R un anneau commutatif. Pour toute paire de R[M]-modules
(B, A), si B est projectif alors Uapplication trace

Tra : (B ®RrR A)IV[ - (B R A>M
b®a +— Y mb®ma
est un isomorphisme de R-modules.
Preuve : On se ramene au cas out B est libre de rang 1 sur R[M] que l'on vérifie “&4 la main”. O

On étudie maintenant la dépendance des foncteurs ci-dessus en la décomposition d’Iwahori de

G:

Lemme 2.8 Soit G = VMV une seconde décomposition d’Iwahori de G telle que Gt = VMV, et
“compatible” a la décomposition G = UMU, au sens ot V = (VNU)VNU), U = (UNV)(UNV)
etc... Alors Uapplication
Cx(GQlevey — Cr(Qlevey
f = fxey
est un isomorphisme de (RG, RM)-bimodules.

Preuve : En effet, on a
eUeﬁeV = eUeVeﬁeV = eUeVeV
ce qui montre que ’application est bien définie et qu’elle est surjective puisque les inclusions

C?(G)evevevev Q C%O(G)e[]evev g C%,O(G)evev



sont des égalités par la proposition précédente. Elle est de plus injective, car I'application f +—
f* z;%eUeﬁ en est un inverse a droite. ([

Comme cas particulier de ce lemme, les bimodules Ey 17 et Er; sont isomorphes. Posons alors
Iﬁ} = Iy et Rg := Ry Ces foncteurs ne dépendent pas, a isomorphisme pres, de I'ordre entre
UetU.

Corollaire 2.9 Sous les hypotheses de la proposition @ et avec les notations ci-dessus,
i) Les foncteurs Iﬁl et jo sont adjoints des deuz cotés.
it) Le composé jo o Iﬁl est isomorphe au foncteur identité de Modg(M).
iii) Le foncteur Iﬁl envoie objets irréductibles sur objets irréductibles.

Preuve : La premiere assertion découle du corollaire E et du lemme précédent. Pour la deuxieme
assertion, il suffit de vérifier que le morphisme de (RM, RM)-bimodules

CF(M) — evegCx(Gever
[ — evegfever

est un isomorphisme. Or, la décomposition d’Iwahori montre qu’il est surjectif, et la propriété @
de presqu’idempotence de eyezz montre qu’il est injectif. La troisieme assertion a été démontrée
au cours de la preuve de la proposition @ dans le cas ou G est fini d’ordre une puissance de p.
Le cas ou G est pro-p s’ensuit, par axiome ii) de @ Dans le cas général, il faut commencer par
vérifier la propriété de commutation aux foncteurs d’oublis ResgT ) I%Z ~ ICA;;T ) Res%f, ce que
nous laisserons au lecteur. Fixons ensuite W € Modgr(M) irréductible. Sa restriction & M est
semi-simple. Par le point iii) pour GT et le point ii), on a la propriété suivante : pour tout sous-RG-
module V de I, (W), on a longpe: (V) = long gt (RY (V). Ainsi, si V est un sous RG-module
non-nul, alors le RM-module RICV;[ (V') est non-nul et, par exactitude de Rg , est un sous-module
de RY (I§,(W)) ~ W donc lui est égal. On en déduit que long gt (IS, (W)) = longpps (V) et donc
v =I5w. 0

2.10 Induction parahorique: Reprenons les notations de 'introduction. Au K-groupe réductif G,
Bruhat et Tits ont associé un immeuble affine “étendu” B(G, K), muni d’une action “affine” de G.

Cet immeuble n’est défini qu’a isomorphisme pres; en fait le groupe des automorphismes affines et
G-équivariants de B(G, K) s’identifie canoniquement au R-espace vectoriel ag := Homg — g{(Grn, Z(G))®
R.

Si M est un K-sous-groupe de Levi de G, alors le sous-ensemble M.A(G,S, K) des points
de B(G, K) dont la M-orbite rencontre 'appartement A(G,S, K) associé & un K-tore déployé
maximal & de M ne dépend pas du choix de ce K-tore et est un immeuble étendu pour M
relativement & K. Nous le noterons donc B(M, K); il est muni d’une action de aps commutant &
M que nous noterons (z,\) — z+ A ou A € ay et x € BIM, K).

Siz € B(G, K), on note G, son stabilisateur dans G ; c’est un sous-groupe ouvert compact de
G. La théorie de Bruhat et Tits (notre référence sera [21], 3.4]) associe &  un modele entier lisse
G de G tel que G, (0) = G,.. Par lissité, la réduction w : G, = G,(0O) — G, (k) est surjective.
On pose G := w1 (“Gy r(k)) ot “G, 1 désigne le radical unipotent de la fibre spéciale G, 5 de
G, ; c’est un pro-p-sous-groupe ouvert et normal de G,, parfois appelé pro-p-radical. Supposons
de plus que z € B(M, K); le méme procédé que ci-dessus fournit un pro-p-radical M qui fort
heureusement coincide avec I'intersection M NG (voir aussi @ pour une situation plus générale).
De maniére générale, pour tout sous-groupe H de G, on notera H, := H NG, et H} := HNGJ.

Soit P = MU un K-sous-groupe parabolique et P = MU son opposé par rapport & M (i.e
I'unique sous-groupe parabolique de G tel que P NP = M). Si 2 € B(M, K), on sait [[, 4.6.8]
(voir aussi p.10) que G admet une décomposition d'Twahori GF = UF M U, au sens de 1.
Il s’ensuit que le groupe G, p = G} P, admet la décomposition d’Twahori UIMIU: et satisfait
I’hypothese de la proposition E avec M pour M. Celle-ci nous fournit donc un élément

(2.11) ze,p € Z(RM,;)™ tel que z; pey,eq+ est un idempotent de RG p.



On obtient aussi deux foncteurs reliant Modgr(M,) et Modr(G,) qui sont adjoints des deux
cOtés :

(2.12) Lpi=indGs olIfi” et Ry p:=RY: oResg'"
avec les notations du corollaire @

Par un léger abus de langage que nous expliquons ci-dessous, nous dirons que G, p est un
sous-groupe parahorique de G,. Le foncteur I, p mérite alors le nom d’induction parahorique en
ce qu’il relie les représentations de M, et G, en passant par le groupe parahorique G p, comme
I'induction parabolique relie les représentations de M a G en passant par P. L’innocent foncteur
d’inflation des représentations de M a P est ici remplacé par le foncteur I]CCIZ ¥, Ce dernier n’est
pas si facile a définir mais partage certaines des propriétés de 'inflation : il envoie irréductibles
sur irréductibles et la composée avec son adjoint est I'identité de Modg(M,), cf@.

Dans la terminologie de Bruhat-Tits [E, 5.2.6], un sous-groupe parahorique de G est un sous-
groupe de la forme w1 (Py(k)), ot Py, est un k-sous-groupe parabolique de la fibre spéciale conneze

[e]

° - En posant M7 = w ™' (M3 ,(k)), on a une application surjective

{K — ss-gr paraboliques contenant M} —  {k — ss-gr paraboliques contenant M3 ; }

{ss-gr parahoriques de G, contenant M_}

qui n’est injective que si x est un sommet hyperspécial. Dans la terminologie usuelle, le sous-
groupe parahorique associé & un parabolique @ = MYV sécrit GF M2V, tandis que dans cet
article, nous appelons sous-groupe parahorique les sous-groupes de la forme G, ¢ := G M, V, ; les
deux terminologies peuvent différer mais sont “en bijection”. Quoiqu’il en soit, le petit diagramme
ci-dessus montre qu’'un méme parahorique peut étre associé a deux paraboliques contenant M
différents. Malgré les apparences, nos foncteurs d’induction-restriction ne dépendent, eux, que du
parahorique :

Lemme 2.13 5i Q = M.V et P = M.U sont deuz sous-groupes paraboliques tels que Gz p =

G.Q, les foncteurs I p et I, o sont canoniquement isomorphes.

Preuve : D’apres [@, 3.1], les décompositions d’Iwahori G, p = UIMIU;r et Gzo = VZMZV;r

sont “compatibles” au sens du lemme @ Il suffit donc d’appliquer ce lemme. (]
Une fois réglé ce probleme, une autre question apparait naturellement : les foncteurs para-

horiques dépendent-ils du groupe parahorique ¥ Dans le cas des groupes réductifs finis (sur Fp),

Howlett et Lehrer ont montré dans [E] que I'induction parabolique pour les représentations & co-

efficients dans Z[%] ne dépend pas du choix du parabolique contenant un Levi donné. En s’inspirant
de leur preuve, on est amené a la question suivante :

Question 2.14 Soit P = MU un K -sous-groupe parabolique de G. A-t-on pour tout x € B(M, K)
1 1
eyreg, € (Z[E]Gm)eUxeﬁI et ev.eg+ € ev, ey, (Z[}—)]GI)?

Si cette question avait une réponse affirmative, alors 'application

ev,egtC®(Ge) —  eg,ey+C™(Gy)

I = eg *f

serait un isomorphisme de (M, G;)-bimodules et induirait des isomorphismes I, p = I, 5. Mais
I'intérét principal de la question apparaitra dans la prochaine section. Le seul cas ol nous

pouvons lui donner une réponse positive “sans restrictions” est celui ot P est minimal, ¢f @

3 Commutation aux foncteurs paraboliques

Soit P = MU un sous-groupe parabolique. Rappelons que le foncteur de Jacquet (ou restriction
parabolique) associe a V' € Modr(G) le M-module lisse Vi := V/V(U) ou V(U) := Uy ker ex



ou K décrit I’ensemble des sous-groupe ouverts compacts de U. On notera aussi parfois r]g p ce

foncteur et jgj p son adjoint & droite (induction parabolique), ainsi que jy : V — Vy la surjection
canomque Nos conventions sur les immeubles sont celles du paragraphe , et on note toujours
= MU le parabolique de G opposé & P par rapport & M.

Proposition 3.1 Soit P = MU un sous-groupe parabolique ety € B(M, K). Soit € un idempotent
de RM, et € := z;};eUy eﬁze lidempotent de RG, associé. Supposons que pour tout x € y + aur,
on a

epreq, € € (RGy)ey,ep € et eey, et € eeu, e, (RGy).

Alors pour tout objet V- € Modr(G), la projection canonique V ELN Vo induit un isomorphisme
gV =5 eV de R-modules.

Rappelons que pour tout z € y + ay, on a M, = M, de sorte que I'idempotent ¢, vu dans
RG,, commute aux idempotents ey, , e, etc...

Preuve : Le fait que jy envoie €V dans eV est une simple conséquence de sa M,-équivariance.
Fixons un élément zp; du centre de M dont action par conjugaison sur U (resp. U) soit strictement

contractante (resp. dilatante). L’action de zps sur B(M, K) est la translation par un vecteur noté

Zym € apr. On s’intéresse au comportement de U;Jr) et Ufj) lorsque x décrit la demi-droite d’origine

y et de vecteur directeur Zp;s. On note pour cela z(t) := y + tZ .

Lemme 3.2 II existe un ensemble discret I, = {0 < t1 < to < --- < t, < ---} C Ry tel que si
t €ti, tiy1] alors :
= Usiry = U 0 = Uz(t)

+
T U"L‘(ti+1)

- Tony = Usyy = Usie) = Ustrinn)
w et Uaiy & V-

Preuve : Voir [, 6.7]. O

et tel que pour tout i, on a U7, o(t) G Uy

En particulier, les applications ¢t — U (53 et t — U i(t)) sont respectivement croissante et
décroissante. Rappelons aussi la proprlete suivante :
+)

Fait 3.3 On a Ut>0 z(t% =U et ﬂt>0 I(t) =1.
Soit maintenant V' € Mod(G), on veut montrer d’abord que eV NV (U) = 0. Soit w un élément
de cette intersection, alors par définition de V' (U) et par le fait précédent, ’ensemble

w = {tE R+,€U

oy W = 0}

est non vide. Il admet donc une borne inférieure t,, qui, par g (semi-continuité supérieure)
appartient encore a I, et donc nécessairement a I,,. Toujours par (méme notation) on a t,, =0
ou t, € I, \ {0}. Le premier cas est trivial : on obtient ey, w = w = 0. Dans le deuxieme cas, on
considere I'élément w’ = e;;+  w, alors

z(tw)

— w' # 0 car il existe € > 0 tel que U;r(tw) = Uy, —) d’apres .

—w € et

Ua:(tw
On a donc w' = e+
@ (toy)
existe ¢ € RGy ) tel que ¢ey, ,  w’ =w' ce qui contredit la non-nullité de w’. On a donc obtenu

I'injectivité de la restriction de jy a V.
Pour la surjectivité, fixons v € V' et remarquons que pour ¢ assez grand, précisément lorsque

egt v = v, I’élément et v de V a la méme image que v dans V/V(U). On a donc Vi =
z(t
Urer, ju (e o+ )V). En conséquence, si on fixe maintenant w € €V, 'ensemble
z(t

= —=+ .
) U+5V Ceyt €7, )EV car Uy,) C U, , toujours par .

x(tw)
€w,,,,, ¥ bour un certain v € V et ey, )w’ = 0. Or par hypothese il
x(tw w

Jw:={teR,we ]U(e—+ EV)}
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est non vide et admet une borne inférieure ¢,, qui comme précédemment appartient a J,, et a I,,.
Supposons t,, # 0 et fixons v € V tel que jU(eU+ ev) = w. D’apres notre hypothese, il existe
@ (tw)

— __ ? 3
[ € RGy,,) telle que 6Uw<tw>eﬁj(tw)€ = eUm(tw)eUI(tw)sf. Il s’ensuit que

w = jU(eUz(tw)eﬁj(tw)Ev) = jU(eUmw)eﬁm(tw)Ef”) = jU(eUm(tmEfU)

ce qui contredit la minimalité de t,,, car Ul(t ) & Uz(tw) U:(tw_e), pour € assez petit. On en
déduit que t,, = 0, donc eV = jU(€—+€V> = ju(EV).

O

Remarque 3.4 Comme cas particulier de la proposition précédente, l’application

G — C"OC(U\G
[ (g [y flug)du)

induit un isomorphisme €Cp “(G) = eCRr °(U\G) de RG-modules.
En effet, l’apphcatlon f— (g~ fU (ug)du) se factorise par jy et induit un isomorphisme
Cr (G — Cr(U\G).

Gardons les notations de la proposition précédente et notons Mod(s RM,e) la catégorie des
modules sur I'anneau e RMe = e RMye, olt x € y + apr. On a la paire de foncteurs

T.: Mod(eRMye) — Modgr(My) ot EF Modr(M,) — Mod(eRMye)
B C ( )5®8RMEB V — eV ’

Corollaire 3.5 Sous les mémes hypothéses que la proposition @, pour tout x € y + ap on a

. G My M :
i) Les foncteurs e.Ry p o Resi” et e.Res)* org p sont isomorphes.
.. .G . M . .G .
i) Les foncteurs iy; p o indyy o T. et indg o I, poT. sont isomorphes.

Preuve : Le premier point est une conséquence immédiate de la proposition @ appliquée a =
au lieu de y (I’hypothese de est en effet “invariante” par translation sous aps) et du fait que
Papplication jy est M,-équivariante.

Le deuxieme point ne se déduit pas formellement du premier par adjonction. Soit 7, un objet
de Modg(M,). Rappelons que par définition, on a

iy, p (indyy, (72)) = (12 ®r Cp*(U\G))™

ou M, agit diagonalement sur le produit tensoriel. Pour prouver le point ii), il nous faut d’abord
modifier cette expression en remplacant “invariants” par “coinvariants”. Pour cela rappelons que
I’action de la fonction caractéristique 1,7, de M, induit un morphisme du foncteur des coinvariants
vers celui des covariants : pour tout objet W de Modgr(M,), on a donc une application “trace”
Trar, © Wy, — WMe

w — lpyw
Nous allons prouver que pour W = (7, ®r Cp“(U\G)), cette application est bijective, bien que
le pro-ordre de M, ne soit pas inversible dans R. Pour cela, on peut supposer 7, de type fini
et choisir un pro-p-sous-groupe ouvert normal M, , de M, dans le noyau de 7, et dont on note
M, = M, /M, » le quotient. On a alors une factorisation Tra;, = Trm o Tryy, .. Puisque My,
est pro-p et p est inversible dans R, Trys, . est un isomorphisme, et on a donc

R-linéaire (dépendant du choix d’une mesure de Haar sur M)

Trar, , (72 @rCy (UNG)) sy, — (12 @R C(U\G))Mor ~ 1, @ Co (M, - U\G).

On est donc ramené & étudier la trace sous le groupe fini M,. D’apres le lemme @ il nous suffira
de prouver que le R[M,]-module Cyy (M, ,U\G) est projectif. Celui-ci est somme directe des
R[M,]-sous-modules

C?’C(Mm,TU\MIUgH)
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pour g € M, U\G/H, et on H désigne ici un sous-groupe ouvert compact fixé. Soit (H,)nen une
suite décroissante et d’intersection triviale de pro-p-sous-groupes ouverts et normaux dans H assez
petits pour que gH;g~* N (M, \ M, )U = 0 pour tout i. Alors, pour tout i, Paction de M, sur

lensemble M, ,U\M,UgH/H, est libre, et donc le R[M,]-module B; ::_R[MLTU\MIUgH/Hi]

est libre. Comme H; est pro-p, 'inclusion B; < B;1 est scindée sur R[M,] et par récurrence on
construit une base de lim B; = CR (M U\M,UgH).

Finalement, on a dorllc prouvé que
iy p(indyy, (2)) ~ (12 ®r C “(U\G)) m, = 7o ®ru, Ci(U\G)

pour tout objet 7, € Modr(M;). Prenons alors 7, de la forme T.(B) pour un e RM e-module B;
on obtient

iy, p (indjy, (Te(B))) = B ®:pa,e € Cp “(U\G)

D’autre part, toujours pour un objet 7, € Modgr(M,,) général on a par définition
indg, (L,p(72)) = (72 @nas, v, ¢ CF (Ga)) @, C“(G) = 7 @, ev, e+ Cy (G,
En appliquant ceci & 7, de la forme T.(B), on obtient
ind% (I, p(Te(B))) ~ B ®:ru,= ECp°(G).

On conclut donc grace a la e RM, e-équivariance de I'isomorphisme de la remarque @ (]

Pour énoncer le corollaire suivant, donnons quelques définitions :

Définition 3.6 Soit P = MU un sous-groupe parabolique.
- Un idempotent € de RM sera dit P-bon s’il existe y. € B(M, K) tel que ¢ € RM,,_ et les
hypothéses de la proposition @ sont vérifiées.
— Une famille £ d’idempotents de RM sera dite génératrice si Cj“(M) =" o Cp“(M)e.

Remarquons simplement qu’un idempotent P-bon est aussi P-bon et que la famille & un élément
{1} est génératrice.

Corollaire 3.7 Soit P = MU un sous-groupe parabolique. Supposons qu’il existe une famille
génératrice £ d’idempotents P-bons de RM . Alors
i) Propriétés de finitude : linduction parabolique 1'%;47 p respecte la propriété d’étre de type
fini, et la restriction parabolique I‘]C\;{P celle d’étre admissible. De plus, pour tout pro-p-sous-
groupe ouvert H de G admettant une (P, P)-décomposition, l’application canonique V1 LN
& p(VYIOM est surjective.

i1) Seconde adjonction : le foncteur 5;1rg{P est adjoint a droite du foncteur 1?4? d’induction

par rapport au parabolique opposé P tordu par le module. De plus, pour tout objet V de
Modr(G), on a1 pV =0 si et seulement si Ijg?V =0.

Preuve : Remarquons pour commencer, que si une telle famille £ existe, alors on peut en déduire
une autre, génératrice aussi, et dont les éléments sont des idempotents lisses, i.e. dans Cp, "“(G) : en
effet, si ¢ € £ et M, , est un pro-p-sous-groupe ouvert normal de M,_, alors ¢ commute a epy,_
(qui est central dans RM,, ) et le produit ey, , est donc un idempotent. La famille obtenue
en prenant pour chaque € une base de voisinages de 'unité formée de tels sous-groupes ouverts
normaux dans M,,_ est génératrice et satisfait I’hypothese de I’énoncé. Nous supposerons désormais
que les idempotents de & sont lisses.

Soit € € &€ et € I'idempotent de RG,, associé. Par construction cet idempotent est lisse dans
RG puisque € 'est dans RM. Il s’ensuit que la représentation Cpy"“(G)€ est de type fini. Or, d’apres
le corollaire @ ii) appliqué au eRM,_e-module libre de rang 1, on a

jzcv;f,P(C?;’C(M)E) ~ Cp°(G)E,
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de sorte que I'induite parabolique de la représentation Cp“(M)e est de type fini. D’apres notre
hypothese, la famille des Cp; (M )e est génératrice dans la catégorie Modg (M ). Puisque 'induction
parabolique est un foncteur exact, on en déduit qu’elle envoie objets de type fini sur objets de
type fini.

Pour montrer 1"’ admissibilité” de la restriction parabolique, il suffit bien-stir de prouver la
derniere assertion du point i). Fixons donc H = (H NU)Hy;(H NU) un pro-p-sous-groupe ouvert
VHﬁU

de G. Comme Hj; est pro-p, il nous suffira de prouver que la restriction de jy a — W

est surjective. Pour cela, il suffit de voir que pour tout € € &, I'image jy (V7 HU) contient eV .
Choisissons alors y. tel que U;: SDHNU.On a

Jo(VH) 3 ju(eg V) 2 ju(EV) = eV,

d’ou la surjectivité recherchée.

Venons-en maintenant a la propriété de seconde adjonction. En déroulant la définition du
foncteur d’induction parabolique, on peut en trouver un adjoint a droite. Ceci est di & Bernstein
[[] et nécessite sa notion de “complétion” : pour V € Modg(G) on définit sa complétion V par

V := Homg (Hr(G),V)

Le R-module obtenu V est canoniquement un RG-module puisque Hz(G) est un idéal bilatere de
RG. L’action de G sous-jacente n’est en général pas lisse, mais en prenant la partie lisse, on retombe
sur V, i.e. Ve = HR(G)V = V. En fait, un peu d’abstract nonsense montre que le le foncteur
“complétion” de Modg(G) dans Mod(RG) est un adjoint & droite du foncteur “lissification”. En
clair, on a la relation d’adjonction Homg (V*°, W) ~ Homg (V, W) pour tout RG-module V' et
tout RG-module lisse W.

Soit maintenant (7,V) € Modr(M) et notons encore 7 l'inflation de 7 & P. Par définition on

a iﬁﬁ(V) = C>(G, V)P ol P agit sur une fonction f par (5f)(g) = (p)(f(gp)). L’application

R-linéaire _
[ C®¢G,V) — C=(G,V)F
e Jz7(®) f(gp)dp)
induit une application G-équivariante C*>*¢(G, 5%1‘/)? — C>(G, V)ﬁ, ou ép = 5;1 désigne le
caracteére-module de P. En utilisant la décomposition de Cartan (G = GoP pour Gy compact
spécial), on vérifie que c’est un isomorphisme.
On a donc pour tout W € Modgr(G) :

Homg (i, 5(V),W) =~ Homg((C3“(G) @r 6pV)p, W)
= Hompg(CX°(G) ®g 6pV, W)S*F
Hompg (5pV, Homp (C37°(G), W))S*F
7(0pV, Homg (C°(G), W))
= Hompy(5pV, W)
= HomM((SpV,W )

= HOHI]M ((Sp‘/, (WU)OO)

= Homs

(Prendre garde que dans la derniére ligne, W désigne la complétion de W en tant que G-module
et (WU)> désigne la partie lisse de WU en tant que M-module.) Ceci montre que le foncteur 1% -
est adjoint & gauche du foncteur W + §5" (WU Nous allons maintenant expliciter une fleche
M-équivariante WU — Wy fonctorielle en W. Pour ce faire, prenons un sous-groupe ouvert
compact U, de U, et considérons la composée

g o W)= Xow 2% wy.

13



La premiere fleche est donnée par action de ey, a gauche; son image est dans la partie lisse W de
W, car pour tout w € (W), on peut trouver H = (HNU)Hy (HNT) tel que (HNU) C U, et
H); fixe w, qui est aussi fixé par U donc par U N H. Par définition de j7, la composée Ju ci-dessus
est indépendante du choix de U,, et par suite est M-équivariante et fonctorielle en W.

Puisque la famille £ est supposée génératrice, pour montrer que j;; est un isomorphisme, il suffit
de vérifier que pour tout € € £, la restriction de j;; induit un R-isomorphisme E(WU)OO =Wy
Choisissons un point y de B(M, K) tel que e € RM,, et que 'hypotheése de la proposition @ soit
vérifiée. On a la factorisation . ,

e(WY)>= S EW 2 Wy

et on sait déja par la proposition @ que la fleche de droite est un isomorphisme. Pour étudier
la fleche de gauche, remarquons tout d’abord que WU ~ Homg (C3°(G)g, W). On a donc
eWU ~ Homg (C3°(G)ye, W) et par ailleurs, on a aussi EW =~ Homg (Cx°(G)E, W). Via ces
identifications, on vérifie que la fleche notée ey, ci-dessus devient la fleche

Home (€ (GYge, W) - Home (C33(G)E, W)

uale de la fleche j77 : ’ g — ’ €. Or celle-ci, par la proposition est un isomor-
duale de la fleche ji : C (G _C%,OCGU Or cell 1 t t
phisme ; en effet les groupes U et U jouent un role parfaitement symétrique dans les hypotheses,

et donc dans la conclusion aussi.
O

Avant d’énoncer le prochain résultat, rappelons qu'une fonction ¢ € C3(G) est dite cuspidale
si pour tout sous-groupe parabolique P = MU de G, on a fU f(ug)du = 0 quel que soit g € G.

Proposition 3.8 Supposons que pour tout sous-groupe parabolique P = MU de G, il existe une
famille génératrice d’idempotents P-bons de RM . Alors pour tout pro-p-sous-groupe ouvert H de
G il existe un sous-ensemble Sy de G, compact modulo le centre et indépendant de la R-algebre
R supportant toutes les fonctions cuspidales dans C;(H\G/H).

Preuve : Fixons pour commencer un sous-groupe parabolique P = MU. D’apres notre hypothese,
il existe un ensemble fini £y d’idempotents P-bons de RM et des distributions localement con-
stantes a support compact f. € Hr(M) pour € € € telles qu'on ait I'égalité epnn = D ¢, €fe
dans Hg(M). Choisissons un sous-groupe ouvert compact Uz de U suffisamment petit pour avoir
les égalités ez, e feenr = efee dans HR(G) pour tout € € £y, puis choisissons pour chaque € €
un point y. € B(M, K) tel que Uyg C Up. Choisissons enfin un sous-groupe ouvert compact Up
suffisamment grand pour contenir chaque Uy, . On a alors 'égalité dans Hr(G) :

€Uy EeH = €Uy g €y feem.
eefy

Appliquons cette égalité & un élément H-invariant v d’une représentation V € Modg(G) dans
le noyau de la projection jy sur Vy. Chaque f.v est encore dans ker ji, donc par définition de
“P-bon” et par @, on obtient ey, v = 0.

Soit maintenant ¢ € C§(H\G/H) une fonction cuspidale. Pour tout parabolique P, on a donc

ey * @ = 0. Il s’ensuit que pour tout élément g € G tel que Uy C gHg™ !, on a

em*g9 (1) = /H o(gh)en = ¢(g) = 0.

Il nous reste a utiliser le résultat suivant sur la géométrie de G : l’ensemble des g € G tels que

pour tout P, on a gHg= '\ Uy # 0 est compact modulo le centre de G.
O

Pour terminer cette section, voici une étape facile pour construire des familles génératrices
d’idempotents P-bons. Néanmoins, on ne s’en servira pas dans la suite.
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Lemme 3.9 Supposons que pour tout sous-groupe parabolique @ = N'V contenant P, il existe une
famille Eg d’idempotents Q-bons de RN qui engendre la partie cuspidale de Modgr(N), dans le
sens swivant : pour tout objet V cuspidal de Modgr(N), il existe € € € tel que eV # 0. Alors il
existe une famille génératrice £ d’idempotents P-bons de RM .

Preuve : Pour tout Q et tout ¢ € &g, on choisit un point y € B(N,K) adapté a e et tel que
(VnM),=VnM)}et (VAM),=(VNM)}. Onpose alors ey := Z;égmMe(VﬂM)ye(VmM);E'
C’est un idempotent de RM,,. Si z € y+ Ay, on a

-1
ey+ey,EM = €y+ey 2 €€ RGey, ey, € = RGey, ey, EM

et de méme on vérifie eprey, eg+ € EMeU, e, RG,. L’idempotent e,; est donc P-bon. Appelons
& l'ensemble des €3y obtenus en faisant varier Q, € € &g et en saturant par M-conjugaison. Il
nous reste a vérifier que cette famille £ est génératrice. Puisqu’on a saturé par conjugaison, il
suffit de prouver que la famille des C°(M)eps engendre la catégorie Modgr(M), et pour cela, il
suffit de montrer que pour tout objet W de Modg(M), il existe un ep; tel que ey W # {0}.
Soit alors @ = VAN un parabolique contenant P et maximal pour la propriété Wy nas # 0. Alors
la représentation Wynn € Modg(N) est cuspidale et par hypothese il existe ¢ € £ tel que
e(Wyan) # 0. Or par la proposition @, onaceyW — eWvam).

([l

4 Noethériannité

Dans toute cette section et sauf précision supplémentaire, R désigne toujours une Z[%]—alg‘ebre
noethérienne. Nous allons prouver que la seconde adjonction implique la noetheriannité. Com-
mengons par une mise au point :

Lemme 4.1 Pour un objet V' de Modg(G), les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout pro-p-sous-groupe ouvert H, le ey Hr(G)er-module VH est noethérien.

i1) Tout sous-objet W de V' engendré par ses invariants sous un sous-groupe ouvvert suffisamment
petit est de type fini sur G.

Une représentation V satisfaisant ces propriétés sera dite localement noethérienne.

Preuve : i) = ii) : soit W C V et H tel que W engendre W. Alors WH < V# est un sous-
errHr(G)eg-module donc est de type fini. Or, tout sous-ensemble de W# engendrant W sur
egHr(G)em engendre W sur G.

ii) = i) : fixons H C G pro-p et ouvert, et M un sous-egHg(G)eg-module de V. Le G-
module (M) engendré par M satisfait ((M)g)? = M. Soit vy, -, v, des générateurs de (M)g.
On peut les écrire v; = > g;jm,; pour des éléments g;; € G et m;; € M adequates. Donc les m;;

obtenus (en nombre fini) engendrent M sur egHp(G)eq.
(]

Lemme 4.2 Si V € Modg(G) est cuspidale et de type fini, alors V est localement noethérienne.

Preuve : (voir aussi @, A.1.1]). Soit W C V un sous-objet et H suffisamment petit pour que
W et V soient respectivement engendrés par W et VH. Si v € VH, alors par définition de
la cuspidalité, la fonction g — eggv est a support compact modulo le centre Z de G, donc le
enHr(G)ey-module engendré par v est de type fini sur Panneau R[Z/Z N H|. Ainsi, puisque V#
est de type fini sur egHr(G)ep, il est aussi de type fini sur R[Z/Z N H]. Alors par noethériannité
de R[Z/Z N H], le R-module WH est de type fini sur R[Z/Z N H], donc a fortiori de type fini sur
egHr(G)ep. Ainsi W est bien de type fini sur G. O

Dans la suite de cette section, on soumet le groupe réductif G a I’hypothese suivante que nous
appellerons (Adj) :
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Pour tout sous-groupe parabolique Q = NV de tout sous-groupe de Levi M de G, le foncteur jl]\\?é
est adjoint a gauche du foncteur éalr%,Q.
D’apres le corollaire E, cette hypothese est vérifiée si pour tout parabolique P = MU de G, il

existe une famille génératrice d’idempotents P-bons de RM, au sens de @ Nous allons prouver :

Proposition 4.3 Sous Uhypothése (Adj), tout V€ Modr(G) de type fini est localement noethérien.
En prenant V = ind% (1), on en déduit :

Corollaire 4.4 (Toujours sous la méme hypothése) Pour tout pro-p-sous-groupe ouvert, l’algébre
de Hecke ey Hpr(G)en est noethérienne.

Par ailleurs, on étendra dans l'appendice E, des résultats de Vignéras, Moy et Prasad de
décomposition de la catégorie Modr(G) par le “niveau”. Ces résultats montrent qu’une représenta-
tion lisse de type fini V de G est localement noethérienne si et seulement si elle est noethérienne,
de sorte que :

Corollaire 4.5 Sous l'hypothése (Adj) et sous Uhypothése de validité des constructions de Moy et
Prasad, la catégorie Modr(G) est noethérienne, i.e. tout sous-objet d’un objet de type fini est de
type fini.

Comme ’énoncé de la proposition @ est clairement vrai pour un groupe de rang semi-simple
nul, on fera ’hypotheése de récurrence (HR) qu’il est aussi connu pour tout sous-groupe de Levi
strict de G. Pour manier cette hypothése de récurrence, il sera commode d’utiliser le langage
des sous-groupes paraboliques standards. On fixe donc un K-sous-groupe parabolique minimal
Po = Moldy de G; les sous-groupes paraboliques standards sont ceux qui contiennent Py et les
sous-groupes de Levi standards sont leurs composantes de Levi qui contiennent M. Comme les
sous-groupes paraboliques standards sont uniquement déterminés par leur composante de Levi
standard, on ommettra de préciser le parabolique dans les notations : on notera rg pour r]g pet

@ pour rlgﬁ, etc... On notera de plus M < G pour “M Levi standard de G”.

Lemme 4.6 Les foncteurs paraboliques préservent la type-finitude et le fait d’étre engendré par
ses invariants sous un sous-groupe ouvert.

Preuve : Le fait que la restriction parabolique respecte la type-finitude est une conséquence

immédiate et classique de la décomposition de Cartan. Pour voir que l'induction 1'%2 respecte

la type finitude, rappelons quun objet V € Modgr(G) est de type fini si et seulement si pour
tout systeme inductif filtrant (dénombrable) (V;);ez, I'application canonique limHomg (V, Vi) —%

Homyg (V,limV;) est surjective. Si V = i, (W) pour W dans Modg(M), alors par la seconde

adjonction et le fait que @ commute aux limites inductives (puisqu’il est adjoint & gauche de E),
on a un diagramme commutatif :

Homg (V,limV;) 144 limHomg (V, V;)

Homy (W, 6p (imrd (V;))) —— limHomy (W SarM (Vi)

Si W est de type fini dans Modgr (M), 'application vy est surjective donc vy aussi et V' est de
type fini.

La deuxieme propriété annoncée dans 1’énoncé est une conséquence de la premiere : vérifions-le
pour i§; par exemple : un objet W € Modgr (M) est engendré par ses Hj-invariants s'il existe un

R-module U et un épimorphisme ind} (1) ® U — W. Soit alors H ouvert dans G assez petit

G

" — iy (ind%M (1)). Puisque i§; admet un adjoint &

pour qu’il existe un épimorphisme jndg (1)
droite, il commute aux limites inductives et on obtient un épimorphisme ind% (1)@ U™ — i{,(W).
(I
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Notons £(G) V'ensemble fini des sous-groupes de Levi standards. On le munit d’un ordre to-
tal < raffinant 'ordre partiel défini par I'inclusion. On obtient donc une numérotation £(G) =
{Mo,---, My = G} telle que M; C M; =i < j.

Lemme 4.7 Soit V € Modgr(G), il existe une filtration
{0} =F_1(V)CF(V) CR(V)C - CF(V) =V

fonctorielle en 'V telle que :

i) pour tout i = 0,---,g, le gradué G;(V) := F;(V)/Fi—1(V) est un quotient d’un objet de la

forme 1'16;}1_ (W) pour un quotient cuspidal W de das,s (V).

it) les G;(V') sont de type fini, resp. engendrés par leurs invariants sous un sous-groupe ouvert
suffisamment petit, si V [’est.

Preuve : Pour M sous-groupe de Levi standard de G, notons
GM := coker (1%:4 [©) 5M¥ a—dj> 1MOdR(G))

le conoyau dans la catégorie (abélienne) des endofoncteurs de Modr(G) de la fleche d’adjonction
entre i, et 0 mrY conformément & notre hypothese (Adj). Remarquons que la fleche rY o i§ 0

(adj) =3
OMTes ™ G—>] rG est un eplmorphlsme de foncteurs, pulsque par définition de I’adjonction et torsion

(adj)'r L (adj) —7F
par (5M, la composée rgf —>G rM o 1M o 5MrM G—> rG est l'identité. Ainsi, rG oGy = 0.

Posons alors pour tout ¢ > 0
Fi = ker (1M0dR(G) — Gyp, 0GMm, 00 GMO)

On obtient une filtration du foncteur identité de Modr(G) dont les quotients s’identifient
Fi/Fior =~ ker(Guy, ,0---0Gpry — Gu,0---0Gag)
~ im (1%:41 o 5Mirgi oG, 00 Gy a4, Gur,_,0---0Gp)

Puisque G, 0- - -0 Gy, est un quotient de Gy, , o- - -0 Gy, on voit par une récurrence immédiate

que rGj oGy, 00 Gy, = 0 pour tout j < i. En particulier, @o G,y 000G, (V) est un
M;-module cuspldal pour tout V' € Modr(G). Pour un tel V, la filtration F, (V) remplit le cahier

des charges du point i) et le point ii) en découle par le lemme @ O

D’apres ce lemme, pour montrer que tout RG-module V' de type fini est localement noethérien,
il suffit de le faire pour V de la forme i§; (W) avec W cuspidal de type fini. De plus, d’apres le
lemme Q on peut supposer M #@G.

Soit alors U C % o (W) un sous RG-module engendré par ses invariants sous un sous-groupe

ouvert suffisamment petit ; on veut montrer que U est de type fini. Pour 0 < i < g, le gradué G;(U)

est d’apres [L7 1) un quotient de 1M 0 ST (U). Or, ri(U) est un sous-objet de " (i%; (W)),

engendré par ses invariants sous un sous-groupe ouvert suffisamment petit. Par I’hypothese de

récurrence (HR) appliquée & dpr, 12y (i5; (W)) (qui est de type fini sur N) et le lemme bd, 6;(U)
est donc de type fini. Il reste & prouver que le dernier quotient de la filtration G4 (U) (le quotient
cuspidal) est aussi de type fini.

Nous allons utiliser le fait que i§; (W) est muni d’une structure supplémentaire : si z est un
élément du centre de M, il agit par fonctorialité de fagon G-équivariante sur 1'% (W); on note
i§; (2) cette action. Fixons alors un réseau cocompact Zyr du centre de M ; on obtient ainsi une
structure de R[Z]G-module lisse sur V = i, (W).

Il n’y a aucune raison pour que U soit stable par cette action de R[Z)], mais on peut considérer
la sous-représentation U := R[Zy].U de i§; (W) somme des translatés de U sous Zy;. Pour
0 < i < g, la sous-représentation F;(U) est stable sous R[Zy;] et contient F;(U), par fonctorialité
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de 1a filtration [1.]. Par la seconde adjontion et par définition, la représentation F,_; ([7 ) n’a aucun

quotient cuspidal et on a donc Fy_1(U) NU = Fy_1(U); en d’autre termes, G4(U) est un sous-
objet de gg(ﬁ). Ainsi d’apres Q, si on montre que gg(ﬁ) est de type fini, on pourra en déduire
que G4 (U) est de type fini et on aura terminé la preuve de la proposition @

D’apres la preuve du lemme @, W est une R[Z);]|M-représentation admissible. Puisque I'in-
duction i§; respecte Padmissibilité, i (W) est elle-aussi R[Z]-admissible. Ainsi, pour tout pro-
p-sous-groupe ouvert H, les invariants (gg(ﬁ ) forment un R[Z)]-module de type fini. Si I'on
montre que la restriction de ce module & R[Zg], ou Zg := Zy N Z(G) est de type fini, alors en
prenant H suffisamment petit pour que (gg(ﬁ ) engendre gg(ﬁ ), on en déduira la type-finitude
de Gy(U) sur G.

On peut effectuer une réduction supplémentaire en présentant W comme un quotient
Wo ® RIM/M¢] = indjje (R ® Wopre) — W

ou Wy € Modz[%] (M) est de type fini et Z[%]—admissible. Pour cela il suffit de choisir un ensemble
fini de RM-générateurs de W, de considérer la Z[%]M c-représentation W, qu’ils engendrent (et
qui est Z[%]-admissible puisque W est cuspidale et Zp;NM© = {1}), d’étendre celle-ci trivialement
& M¢Zy puis de poser Wy := ind}]. 7, (We). L'avantage de cette réduction apparaitra dans la

preuve du lemme suivant. Remarquons seulement que i$;(Wo ® R[M/M¢]) est munie d’une action
de R[M/M¢®] qui prolonge l'action naturelle de R[Z)s]. Maintenant, gg(ﬁ) s’identifie & un sous-
quotient R[Zy]-équivariant de i§; (W @ R[M/M€]), mais le méme argument que ci-dessus nous
dit qu’il suffit de prouver la type-finitude de son R[M /M €]-saturé.

En d’autres termes, il nous suffit maintenant de prouver :
Lemme 4.8 Soit M sous-groupe de Levi standard et Wy € ModZH(M) cuspidale de type fini
P

et admissible. Alors tout R[M/M¢|G-sous-quotient cuspidal de i$; (Wo @ R[M/M°®)) est R[Zg]-
admissible.

Preuve : Commencons par fixer un pro-p-sous-groupe ouvert H de G. Si B est un idéal premier
de R[M/M?¢], nous noterons Ky le corps résiduel du localisé R[M /M|y,

Premicére étape : si P est dans le support de X pour un R[M/M€]G-sous-quotient cuspidal
X de i§;(Wy ® R[M/M?)), alors Uinduite i$;(Wo @ Ky) posséde un KyG-sous-quotient cuspidal
non-nul.

Comme le foncteur “localisation en P” est exact, le R[M/M|pG-module Xqg est un sous-
quotient cuspidal non-nul de Yap := i$,(Wo @ R[M/M€]sys). Soient U C V' C Yy tels que V/U = Xgp.
Par le lemme de Nakayama, on a UZ NPVH ¢ VH et par le lemme d’Artin-Rees, il existe un
entier k tel que ‘ﬁkYg NV BV, Ainsi le quotient U/(PV + U) est un sous-quotient cuspidal
non nul de Yip /PB* = i§; (Wo @ R[M /M€y /BF).

Posons Y;, := Yy /‘]3’“ et fixons Uy, C Vi C Y; de quotient non-nul et cuspidal. On a une suite
exact

(Vi N BY%) /(U N BYy) — Vi /U — (Vi +BY%)/(Ux + BYr)

dans laquelle le terme de gauche est un sous-quotient de Y} et celui de droite est un sous-quotient
de Y7 =Y, /B. Choisissons un systeme de r générateurs (r € N) de 'idéal 93 ; il lui est associé un
épimorphisme Y, ; — BY}; pour chaque k > 1. On voit donc par récurrence descendante que Y
admet un sous-quotient cuspidal non-nul.

Deuzieme étape : si l'induite 1'%;4 (Wo ® Kq) posséde un KypG-sous-quotient cuspidal non-
nul, alors Ky est de caractéristique positive | # p, et il existe une représentation irréductible
o € Modg,(M) telle que Uinduite i$;(o @, Ky) posséde un KqpG-sous-quotient cuspidal non-nul.

D’apres la théorie classique de Bernstein, on sait que sur un corps de caractéristique nulle, une
induite parabolique n’a pas de sous-quotient cuspidal, d’ou ’assertion sur la caractéristique. Le
reste est évident puisque une représentation cuspidale admissible de type fini sur un corps est de
longueur finie.
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Troisieme étape : si 1'%;4(0 ®F, Kq) posséde un KyG-sous-quotient cuspidal non-nul, alors pour
tout parabolique Q contenant M, linduite 1']%,@(0 ®r, Kg) posséde un KypG-sous-quotient cuspidal
non-nul. _

Notons R := R/(PNR); c’est une Fj-algebre integre et on note K son corps des fractions. Par
hypothese, induite i, (0 ® E[M /M¢€]) a un sous-quotient cuspidal dont le support contient B.
Par argument de [[I3, 7.3], la représentation o ® K(M/M¢) est (P,Q)-régulicre au sens de i3,
2.10], et il existe donc un opérateur d’entrelacement non-nul :

Joip(o @ K(M/M®)) : § (0 @ K(M/M¢)) — i§; o (0 © K(M/M°)).

Cet opérateur est injectif, par le théoreme d’irréductibilité générique [E, 5.1] que 'on peut appli-
quer grace au lemme @ ci-dessous. En effet, soit K une cloture algébrique de K. Choisissons une
décomposition de la représentation o ® F; en une somme directe de représentations 7; € Modg, (M)
irréductibles. Chaque 7; ®f, K (M/M¢) est (P, Q)-réguliere et lui est donc associé un opérateur
d’entrelacement. Par définition, 'opérateur Jg, p(oe@K(M/M¢)) induit par extension des scalaires
de K 4 K la somme directe des opérateurs Jop(c; @ K(M/MF®)). Maintenant par 3, 5.1] chaque
i (7; ® K(M/M¢)) est irréductible, d’ot l'injectivité cherchée ('opérateur Jg p étant non-nul).

Puisque la représentation i$; (o ® R[M/M¢)) est de type fini, il existe un élément f € R[M/M¢]

tel que Popérateur f.Jg p induise le R[M /M °]G-morphisme injectif :
Fdqip(o @ ROM/M®) : (0@ RIM/MC)) — i, o (0 @ RIM/MC)).

On en déduit I'existence d'un sous-quotient cuspidal de support contenant ‘B dans l'induite
jICV’}’Q (c @ R[M/M°¢]) et par la premiere étape, lexistence d’un sous-quotient cuspidal non-nul
dans I'induite jf/[,Q (0 ® Kgp).

Quatriéme étape : si R[M/M€)/PB n'est pas fini sur R[Zg] alors il existe une valuation v :
Ky — R et unm € M N[G,G] tels que v(yp(m)) # 0, ot ¢ : M — Kg désigne le caractére
tautologique.

Pour abréger, notons Rg l'image de R[Z¢g]| dans R[M/M€]/PB et K¢ son corps de fractions.
L’anneau R[M/M*€]/B est fini sur anneau engendré par Rg et ¢ (M N[G, G]). Soit d le degré de
transcendance de Ky sur K. Deux cas se présentent :

Si d > 0, alors il existe m € M N [G,G] tel que ¥(m) soit transcendant sur K. On pose
v(1p(m)) =1 et on étend de manieére arbitraire la valuation obtenue & Ksp.

Si d = 0, notons R¢ la cloture intégrale de Re dans Kg. Puisque R[M/M°]/P est de type
fini sur Rg, il n’est pas inclus dans EG (sinon, il serait fini puisqu’entier et contredirait notre
hypothese). L’anneau EG n’est pas nécessairement noethérien, mais il est “de Krull” [ﬂ, 1.4 Corol-
laire], donc est lintersection des localisés en ses idéaux premiers de hauteur 1. On peut donc
trouver un élément m € M N [G, G] et un tel localisé ne contenant pas ¥(m). Or ce localisé est
normal lui aussi donc est un anneau de valuation discrete. La valuation associée est nécessairement
non-nulle sur ¢(m) et s’étend au corps de fractions qui par hypothese n’est autre que K.

Fin de la preuve : Supposons que R[M/M°|/B n'est pas fini sur R[Zg| et choisissons une
valuation de Ko comme dans ’étape précédente. Ainsi la composée v o) est un élément non nul
de Pespace vectoriel a§;" := Hom (M/M¢,R)/Hom (G/G¢,R). Nous renvoyons & [, 2.2] pour la
définition des chambres de Weyl (az‘?)"r dans a%* associées aux paraboliques @ dont M est une

composante de Levi. I existe un Q tel que v o4 soit dans I'adhérence (aj,)* de (ay))™. Cette
adhérence est réunion disjointe [E, 2.3] de chambres de Weyl de paraboliques O contenant @Q, i.e.

Soit O l'unique parabolique contenant @ tel que voy € (af,)™. Puisque vot # 0, ona O # G. Soit
N sa composante de Levi contenant M. Alors d’apres le lemme @ ci-dessous et [@, 3.16] joint &
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argument de [[13, 7.3], les représentations jgf,Q(U®K—‘B) et I'ZIXLNQQ(O’(X)K—m) ont la méme longueur
(K_sp désigne une cloture algébrique de Ky ); plus précisément, tout sous-quotient irréductible de
la seconde s’induit irréductiblement par le foncteur 1'%70. Il s’ensuit que l'induite i%,Q(U ® Kg) ne
peut pas avoir de KgG-sous-quotient cuspidal, ce qui contredit I’énoncé de 1’étape 3. Cela conclut
la preuve du lemme et de la proposition 4.9. (I

Dans la preuve précédente, nous avons & deux reprises fait appel a certains résultats de [,
comme par exemple la propriété d’irréductibilité générique. Dans [B], ceux-ci sont énoncés sous
la condition que G possede un sous-groupe discret cocompact, mais cette condition ne sert qu’a
assurer qu’'une certaine propriété (v-discret implique cuspidal, cf ci-dessous) soit vraie. Le lemme
suivant montre comment ’hypotheése (Adj) implique directement cette propriété.

Lemme 4.9 Soit K un R-corps et v une valuation discréte de K. Soit (w,V') une représentation
admissible dans Modi(G) dont les coefficients matriciels tendent essentiellement vers 0 & l'infini
pour la norme associée a v (cf /@, 3.18] ot une telle représentation est dite v-discréte). Alors 7
est cuspidale.

Preuve : Soit O I'anneau de la valuation v et w une uniformisante. Par [B, Prop 6.3], il existe
un sous-O-module G-stable et O-admissible w C V' qui engendre V sur K. Puisque les coefficients
matriciels tendent essentiellement vers 0, il en est de méme des application f, : g € G +— eggv € w
pour v € w et H prop-p-sous-groupe ouvert, en le sens suivant :

vn € N, f, ! (w\ @"w) est compact modulo le centre.

En d’autres termes chaque, w/w"w est cuspidal. Puisque les foncteurs rgf ont des adjoints a
gauche, il commutent aux limites projectives et par conséquent la limite (h—m w/w"w est cuspidale

n
elle-aussi. Or, par admissibilité la fleche canonique w — lim w/w"w est injective et w et donc 7

n

sont cuspidales.
O

5 Modéles entiers lisses

On note toujours G un groupe réductif connexe sur K. Nous commengons par donner les
énoncés principaux de cette section, puis nous passerons aux preuves.

5.1 Définitions et principaux énoncés : Soit G un modele lisse et connexe de G sur Ok, i.e. un
schéma en groupes lisse sur O a fibres connexes, et muni d’une identification de sa fibre générique
avec G. Pour un sous-groupe fermé H de G nous noterons H son adhérence schématique dans G ;
ses points entiers sont donc donnés par H(Ok) = H(K) N G(Ok).

Si P est un sous-groupe parabolique de G, nous dirons qu’il est G-admissible s’il admet une
composante de Levi M de la forme Zg(S) pour un sous-tore déployé S de G qui se prolonge en
un sous-tore de G (un tel prolongement est nécessairement fermé par [[l4, Exp. VIIL Cor 5.7] donc
égal & S). Le sous-groupe de Levi M est alors dit lui aussi G-admissible, et son adhérence M est le
centralisateur Zg(S) de S dans G ; celui-ci est lisse sur Ok par , Exp. XI, Cor. 5.3] et connexe
puisque les centralisateurs de tores dans les groupes connexes sur un corps sont connexes.

Nous utiliserons souvent la technique élégante de dilatation die a Raynaud, [E, 3.2], et intro-

duite dans le présent contexte par Yu [@] Soit QT =, g la dilatation dans G du radical unipotent
“G, dela fibre spéciale de G. Par définition d’une dilatation, on sait que vg induit un isomorphisme
des fibres génériques Q}( = G ~ G et que G1(Ok) = {9 € G(Ok), g mod w € “Gi(k)}. On sait
aussi que QT est un schéma en groupes lisse [E, 3.2 Prop 3], donc un modele lisse de G. Convenons
de noter H' I’adhérence schématique dans QT d’un sous-groupe fermé H de G. La restriction de
vg induit un morphisme H' — H qui s’identifie & la dilatation dans H de H;, N“G K
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Dans le cas ot H = M est un Levi admissible, alors M, est de la forme Zg (S;) pour un

tore S, et on a I'égalité “M, = M, N"G, d’apres , Exp XIX, 1.3]. Le morphisme MT =, M
coincide donc avec le morphisme de dilatation v, du radical unipotent de la fibre spéciale de M.

Notons maintenant avec des lettres droites les ensembles de points entiers, par exemple H =
H(Ok). Notons que H est pro-p si et seulement si “H, est unipotent. En particulier, H f=
H'(Ok) est pro-p.

Lemme 5.2 Soit R un anneau commutatif unitaire ot p est inversible. Pour un idempotent central
€ de RG, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) e € RQTeQT RG' pour tout sous-groupe parabolique G-admissible P = MU de G.
ii) € € RQTeQT eyt RG' pour une paire de sous-groupes paraboliques opposés G-admissibles min-
imauz (P, P) de G
Un idempotent satisfaisant ces propriétés sera dit essentiellement de niveau zéro.
Remarque : L’expression RQTleQRQJf désigne le R-module engendré par les distributions du type

oxeq 1 ol ¢, 1) € RGT. Cette remarque s’applique A toutes les expressions de ce genre que I'on
rencontrera dans la suite de ce paragraphe.

Remarquons aussi que l'idempotent associé a un caractere lisse 6 : G' — R* normalisé par
G est essentiellement de niveau zéro si et seulement si 0y+ et 9|ﬁ¢ sont triviaux pour au moins
une paire de paraboliques opposés G-admissibles minimaux. Le lemme suivant étudie une situation
plus générale, que l'on rencontre souvent dans la théorie des types.

Proposition 5.3 Soit G* un sous-groupe ouvert normal de G tel que [QT,QT] C G C _QT et
6 : G* — R* un caractére lisse normalisé par G. On suppose que pour une paire (P,P) de
sous-groupes paraboliques opposés G-admissibles minimaux, on a

i) Oy~ et O+ sont triviauz (ot U désigne Uintersection avec G).
UtjurxT' T — R
(u,v) = 0([u,v])

Alors lidempotent central [0] de RGT associé a 0 est essentiellement de niveau zéro.

it) L’accouplement est non-dégénéré.

Dans les exemples que l'auteur connait, le groupe G* est le groupe des points entiers d’un
modele lisse connexe G* obtenu par dilatation dans G d’un sous-groupe normal compris entre
("G, "Gy ) et G-

Si M est un sous-groupe de Levi G-admissible de G, on a vu que M est un modele lisse connexe
de M. On peut donc appliquer & M la notion d’idempotent essentiellement de niveau 0 de RM
définie en @

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme principal de [E]

Théoréme 5.4 Soit G un modéle lisse et conneve de G et (P = MU, P = MU) une paire de
paraboliques G-admissibles opposés de G. Pour tout idempotent central essentiellement de niveau
zéro € de RM, on a

eyrege € RGeyege.

Ce résultat général ne sera toutefois pas suffisant pour les applications. On se donne maintenant
N . !/ . . . ! z
un autre modele lisse connexe G’ de G ainsi qu'un morphisme G’ — G de Ok-schémas en groupes
dont la fibre générique est un isomorphisme.

Lemme 5.5 Le noyau de @y Q;C — G, est unipotent, lisse et conneze.

En particulier, si 8" est un sous-tore de G’, alors ¢|s’ est un monomorphisme (et donc une
immersion fermée par , Exp VIII Cor. 5.7]) de 8’ dans G. Il s’ensuit que si un sous-groupe
parabolique de G est G'-admissible, alors il est G-admissible. Nous décorerons d'un ’ les objets

définis comme ci-dessus relatifs & G'. Par exemple, Q’T désignera la dilatation du radical unipotent
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de G'. Notons que d’aprés le lemme ci-dessus, on a "G = ¢ ' (*im (¢r)). On en déduit aussi les
équivalences suivantes :

(Q’ NG c Q’T) & (ga_l(ugk) D “Q;C) & (im (or) N G, connexe)

(Q/ QQT — Q/T) = ((pfl("gk) _ ug;) = (u(lm (Pk) = im ¢k mugk)

La situation un peu alambiquée étudiée dans le résultat suivant est, encore une fois, motivée
par les exemples connus de la théorie des types.

Corollaire 5.6 Gardons les notations ci-dessus avec Uhypothése G’ ﬁQT - Q’T. Soit €' un idem-
potent central essentiellement de niveau zéro de RM’', et supposons qu’il existe un idempotent &'

de RQ’T, centralisé par G’ et satisfaisant les propriétés suivantes :

- =7 _ ! =7 _ !
i) egrt€eyt = egrie'eyrt et eyri€let = eyrieept

ii) Uensemble d’entrelacement Inty (') := {u € U,'u&’ # 0} est contenu dans (donc égal a)
u'.
Alors
eyt egs’ € RQeQeEE’.

5.7 Les preuves : Rappelons que si § est un Ok-tore, alors tout morphisme S, — G, se releve
de maniere unique & conjugaison pres en un morphisme S — G, voir [@ Exp IX, Thm 3.6]. En
particulier les sous-tores déployés maximaux de la fibre spéciale de G, se relevent en des sous-
tores déployés de G, nécessairement fermés par [@ Exp VIII, Cor. 5. 6] Leurs fibres génériques
sont des tores déployés, mais généralement pas mazrimauzr dans G. Fixons un tel sous-tore S et
notons S sa fibre générique, X*(S) son réseau de caracteres et V := X*(S) @ R. Posons aussi
¢ := &(S,,, Lie(g,)) = ®(S,Lie(G)) C V, I'ensemble des poids non-nuls de S dans "algebre de Lie
de G. C’est un ensemble symétrique puisque G est réductif. Reprenant la terminologie de Bruhat-
Tits [E, 1.1.2], une demi-droite ouverte & de V contenant une racine de ® sera appelée rayon
radiciel de ®. L’ensemble de ces rayons radiciels sera noté 5, et 'image d’un sous-ensemble 2 de
® dans ® sera notée (. _

A tout rayon radiciel a € ® est associé un K-sous-groupe algébrique fermé connexe Uz de G,
dont les poids de S dans I’algebre de Lie appartiennent a &, et qui est maximal pour ces propriétés
cf [E, 1.1.3]. On prolonge cette définition & & = 0 en posant Uy := Zg(S) le centralisateur de S
dans G. Plus généralement, si @ C ® U {0}, on note U, le sous-groupe fermé de G engendré par
les Uy pour @ € Q.

Rappelons qu’un sous-ensemble €2 de ® est dit parabolique s’il est 'intersection de ® avec
un demi-espace fermé, et unipotent s’il est 'intersection de ® avec un demi-espace ouvert. Si
v* € V* est une forme linéaire sur V, la composante de Levi du sous-ensemble parabolique
Qv*) == {a € ®, v*(a) = 0} est par définition Q°(v*) := {a € @, v*(a) =0} = QN (1), tandis
que sa composante unipotente est Q*(v*) := {a € ®, v*(a) > 0} et sa composante unipotente
opposée est Q™ (v*) := —QF = &\ Q. Le groupe Pq := Uquqo} est un sous-groupe parabolique de
G dont le radical unipotent est U+ et la composante de Levi est Mg := Ugoyyoy- L'opposé de Pq
par rapport & Mgq est P_q dont le radical unipotent est Uq-.

Fait 5.8 Un sous-groupe paraboligue P de G est G-admissible si et seulement si il est conjugué
par un élément de G(Ok) a un groupe de la forme Pq pour un sous-ensemble parabolique Q@ C ®.

Preuve : Vérifions tout d’abord que Mg est G-admissible (et donc Pq aussi). Soit Sq :=
(Ngeqo ker a)°. En tant que sous-tore de S, il se prolonge en un sous-tore déployé de S, et ses
poids dans Lie(Mg), resp. dans Lie(Un+ ), sont par construction tous nuls, resp. tous non-nuls.
Puisque Zg(Sq) est lisse et connexe, et puisque Lie(G) = Lie(Uq+) + Lie(Mgq) + Lie(Un- ), on a
Z5(Sq) = Mg et Mg est G-admissible.

Réciproquement, soit P un parabolique G-admissible, et M une composante de Levi de la
forme Zg(7) pour un tore 7 déployé qui se prolonge en un sous-tore déployé 7 de G. Comme la
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fibre spéciale de Z_ est conjuguée par un élément de G, (k) a un sous-tore de Sy, il résulte de 4,
Exp. XI, Thm 5.2 bis] que 7 est lui-méme conjugué par un élément de G(Ok) & un sous-tore de
S. On peut donc supposer M D S. On a alors P = Pq pour 2 := &(S, Lie(P)).

O

Les paraboliques de la forme Pq seront dits semi-standards (relativement au choix du tore
déployé maximal S de G).

Fait 5.9 (Bruhat-Tits) Soit (P, P) une paire de sous-groupes paraboliques de G de composante de
Levi commune M supposée G-admissible. Alors

i) le morphisme produit induit un isomorphisme U x M — P.

i) le moiphz'sme produit induit une immersion ouverte C :=U X M x u - G. En particulier,
U et U sont lisses et connexes. De plus ["'mage de p est le complémentaire d’un diviseur.

iti) le morphisme produit induit un isomorphisme (“G, NU}) x (“G, NM;) x (“G,. N\Uy,) = “G, .,
et de plus on a “Qk NM, ="M,.

) Supposons P et P semi-standards et soit Q un autre parabolique G-admissible semi-standard,
de radical unipotent V. Alors Uapplication produit (V. NU) x (VNM)x (VNU) — V est
bijective.

Preuve : Compte tenu de @, les deux premiers points sont donnés par [E, 2.2.3 ii) et iii)]. Pour le
troisieme point, la décomposition de “G, est donnée par [E, 1.1.11] et la relation entre les radicaux
unipotents a déja été mentionnée plus haut. Une fois choisis des ensembles 2 et O tels que P = Pq
et Q = Peo, le point iv) est donné par [, 2.2.3 i)]. O

Si dans le point iv) on prend P minimal, de sorte que ¥V N M = {1}, on obtient pour les
idempotents associés ey+ = ey ey 1ag- Ceci combiné a E montre I'implication i) = i) de %
Pour voir I'implication réciproque, fixons une paire (P, P) comme dans @ ii). Sous I’hypothese
i),onacé€ RQTeUTRQT N RQTeﬁT RG' donc ¢ € RQTeUTRQTeﬁTRQJf puisque € est idempotent.

Or par le lemme ci-dessous appliqué a4 G’ = QT, on a une décomposition d’Iwahori GT = UTM TET,
et donc ey RQTeﬁT = RMTeQT et Ceci clot la preuve de @

Lemme 5.10 Soit (P, P) une paire de paraboliques G-admissibles opposés, et G = G la dilata-
tion dans G d'un sous-groupe lisse connexe Hy, de G, de la forme (Hr NU,,)(Hr "M ) (Hr NU).

Alors le triplet (Q',M',Ql) induit une décomposition d’Iwahori de G' = G'(Ok) au sens de 1.

Preuve : 11 est sous-entendu dans ’énoncé que les notations U’, etc..., désignent les groupes de
points entiers des adhérences schématiques U’, etc..., de U, etc... dans G'. Ces groupes sont bien
fermés dans G’ et satisfont les hypotheses du préambule de @

Montrons qu'ils satisfont le point i) de @ On a déja remarqué que la restriction Y’ — U
de ¢ s’identifie a la dilatation de Hy N U, dans U. Reprenons alors les notations de @ ii).
L’ouvert réciproque C’ de C dans G’ s’identifie & la dilatation dans C de Hj, (qui par hypothese
est bien contenu dans C;). Par commutation des dilatations aux produits ou par application de
[E, 2.2.3],on al =U x M xU" et I'immersion ouverte dans G’ est donnée par le produit p’
dans G'. Soit alors d € Ok[G] une équation du diviseur complémentaire de C dans G. On a donc
Ok[C] = Ok[G][1/d] et Ok[C'] = Ok[G'][1/d]. Comme le support Hj, de la dilatation effectuée
dans G est disjoint du diviseur d = 0, 'élément d est inversible dans le localisé Ok [G'] (), et on a
donc Ok [C'](z) ~ Ok[G](=)- En particulier 1/ induit une bijection C'(Ox) — G'(Ok). Dot le
point i) de R.1.

Pour obtenir le point ii), on remarque que la discussion ci-dessus s’applique a la dilatation
G' — G de I'unité de G , dans G, et par récurrence, aux dilatations successives G" — gt de
l'unité de la fibre spéciale. Or les groupes G" = G"(Ok ) sont les groupes de congruences de G ; ils
sont normaux et forment un systeme de voisinages ouverts de 'unité, cf [@, 2.8]. O

Si P est un sous-groupe parabolique G-admissible de G, le groupe 75k = "G, P, est un sous-
groupe parabolique de G, . Plus précisément, supposons P = Pg comme dans @i et introduisons
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le quotient réductif G, := G, /"G, de G, et son systeme de racines ®; := ®(5,,9G,) C® C V.
On vérifie alors que Py /"G, est le parabolique de ?G, contenant S, et associé au sous-ensemble
parabolique Q; := 2N ®; de ®;. L’application

{Paraboliques G-admissibles de G} — {Paraboliques de G, }

ainsi obtenue est croissante pour la relation de contenance, surjective, mais généralement pas
injective. Nous appelons “co-rang résiduel” de P dans G le co-rang du parabolique associé Pj, dans
G,.- Il est toujours inférieur ou égal au co-rang de P dans G.

On définit maintenant G, — G la dilatation dans G de Pi. Le Og-schéma Gp est un modele
lisse connexe de G qui a le méme ensemble de paraboliques admissibles que G. Notons que P a un
corang résiduel nul dans G, et que vp est un isomorphisme si et seulement si P a un corang résiduel
nul dans G. De plus si @ C P est admissible, alors (G)o ~ G4 Soit QTP — G, la dilatation
du radical unipotent de la fibre spéciale de G,,. On prendra garde au fait que cette dilatation
ne se factorise pas par QT mais au contraire on a une fleche canonique QT — QT (penser aux
groupes parahoriques : les relations de contenance des pro-p-radicaux sont opposées a celles des
groupes eux-mémes). En fait, gT — @G s’identifie & la dilatation de uP,. dans G. On a donc, par

définition, Gp = G'P et GJr = G'U, et par f -, le triplet (Q ,M,U), resp. (Q M ,U), induit
une décomposition d’Iwahori de Gp, resp. Gp.

Par ailleurs, si Q est un autre parabolique G-admissible, la projection G — G, (k) induit une
bijection des doubles classes :

Q\G/Gp ~ Go\G/P > Q4\G, /Py

Plus précisément, supposons Q et P semi-standards pour un choix de tore déployé maximal S
dans G. D’apres [@, Exp. XI, Cor. 5.3.bis], le Og-foncteur en groupes “normalisateur de S dans
G” est représentable par un schéma lisse sur Og. On sait E, 1.1.13] que le groupe de Weyl
W(®;) s’identifie & W(S,,,G,) := Ng(S)(k)/Zg(S)(k). Par lissité, on peut donc relever chaque
w € W(S,,G,) en une Og-section n,, de Ng(S). On obtient ainsi une décomposition

(5.11) G = | | Pon,PoG!
WEW (81, Q)\W (S.G,) /W (S, Pr)]

ol les crochets désignent un ensemble de représentants des doubles classes dans W (S;,,G, ).

5.12 Preuve de : réduction au co-rang résiduel 1 : Commencons par remarquer que ’énoncé
de @ est vide lorsque P est de corang résiduel nul dans G, puisqu’on a alors U = UT. Nous
supposerons donc ce corang résiduel strictement positif et nous allons nous ramener au cas ou il
vaut 1. Pour cela, il sera pratique de supposer P semi-standard, i.e. de la forme Pg pour un choix
de tore maximal déployé S dans G et un sous-ensemble parabolique Q de ®(S, G). Rappelons alors
qu’on peut trouver une suite g := —Q, Qq,---,Q,. := Q de sous-ensembles paraboliques de @, de
composante de Levi commune QV et tels que

i) pour tout i, la réunion ©; := Q; 1 U); est un sous-ensemble parabolique tel que Vectg(29)
est de codimension 1 dans Vectg(60Y).

ii) la suite QF N Q" est strictement croissante.

(Pour mémoire : les paraboliques dont la composante de Levi contient QY sont de la forme Q(v*)
pour v* € Vectg(20)1. Les classes d’équivalence pour la relation Q(v}) = Q(v3) sur Vectg(Q0)+
sont les facettes d’une décomposition en cones convexes. Les cones ouverts (chambres) correspon-
dent aux paraboliques de Levi Q°. On obtient des €; comme dans 1’énoncé en choisissant une
galerie tendue (i.e. de longueur minimale, ¢f [§, 1.1]) entre les cones correspondant & Q et —Q.)
Posons alors G, := gp@{ Par construction, P est de co-rang résiduel < 1 dans chaque G,.

Lemme 5.13 Supposons que pour chaque i, l’énoncé de est vérifié lorsqu’on remplace G par
G,- Alors l’énoncé de est vérifié pour G.
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Preuve : Restant cohérents avec le systeme de notations utilisé jusqu’ici, nous notons U,, resp.
QI, I'adhérence schématique de U dans G, resp. dans Q;‘ Insistons sur le fait que le T de Q;‘ se

rapporte & G, et non a g, c¢f plus haut. En particulier U j est généralement distinct de U n G,
Nous allons prouver

(5.14) U,=T, T =0T et Vi=1,---,r, U =T,

et symétriquement

(5.15) Uul=U", U,=Uet Vi=1,---,r, U;=Ul,

De nous retiendrons en particulier e;; = e e pour tout ¢ = 1,-- -, r, de sorte que I’hypothese

du lemme nous donne
Vi=1,---,r, eytep € RG ey, ez

On termine alors la preuve du lemme en écrivant grace a
eyteg = eyiey € RQegleQ = Rgeggez - RQeQZeE- - C RQeQTeQ = RQeQeQ

ou les - - - désignent une récurrence évidente. Reste donc a prouver et p.15. Pour des raisons
de symétrie,on se contentera de prouver . Vue la définition de G,, I’égalité U, = U équivaut a
la relation QT C O, laquelle est vraie puisque ©, D Q. Vue la définition de gj, Iégalité U r=yt
équivaut a la relation O C —01, laquelle est assurée par ©; D Q¢ = —Q. Enfin pouri =1, --,r,
vues les définitions de G; et Gl I'égalité U; = Ul, | équivaut a lidentité @t N O, = Q@+ N 67, ,.
Or,

Qtnef, =0t n@Qf nQf ) =0 N

par la propriété ii) de la suite (€2;);, tandis que
QTNe, =0TN (LU =0TnQfuQl ) =0tnaf,

par cette méme propriété ii) (la deuxieme égalité vient de QN QO = ).
O

5.16 Preuve de p.4 : récurrence : Fixons un modele lisse connexe G de G. Nous allons démontrer
le prédicat a trois variables suivant : Pour tout couple P C Q de paraboliques admissibles et tout
idempotent essentiellement de niveau zéro € de RM, ’énoncé de est vrai pour P, € et pour
QQ a la place de G, par récurrence sur P, c’est a dire en le supposant vrai pour tout P’ ¢ P. Il
suffira alors de prendre @ = G pour obtenir @

D’apres E, on peut supposer P et P semi-standards relativement & un sous-tore déployé
maximal S de G. D’apres le lemme précédent, on peut aussi supposer P de corang résiduel 1 dans
g o- Par ailleurs, G o ayant les méme propriétés formelles que G, nous pouvons supposer G 0= g
pour prouver le pas de récurrence, et Q n’apparaitra plus dans ce qui suit.

Enfin, en 'absence d’ambiguité, nous allegerons les notations en cessant de souligner les groupes
de points entiers; G devient donc G, U' devient UT, etc...

Comme dans [E], le principe de la preuve repose sur 1’égalité suivante dans RG :

U : UT]eUTeﬁeUeﬁ = eytegeytey + E eytegueyter.
ueU/UT\{1}

D’apres E appliqué a Gz =U TMTU, il existe un élément central inversible zp dans RM tel
que eytegeytery = zpeyter. Ainsi pour prouver 'énoncé de @, il suffira de prouver que pour
tout u € U\ UT, on a
(5.17) X(u) == eepregueyrege € RGeyere.
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D’apres appliquée & u, il existe un élément n,, € Ng(S)(Ox) d’image w € W(Sk, G, ) \
W (Sk,9M,), des éléments u; € U et m; € M pour i = 1,2 et un élément gt € Gt tels que
u = mlﬂlnwﬂgmggT. Puisque M normalise U et UT, il s’ensuit que

X (u) € RM.ceyiegng,. RGT.ee RM.

Utilisons maintenant ’hypothese faite sur € d’étre “essentiellement de niveau 0” ; elle nous permet
d’écrire que € € RM ey nwt RMT, ot on a posé “? := w?w~!. On en déduit

X(u) € RM.EeUfemeUTeﬁnw.RGT.eﬁsRM.

On décompose maintenant le premier e;; en un produit €Tnwy CTnw METn»T Brace au point iv) de
b.9. En remarquant que eGrupw-RGT.ez € ny . RGT e, on obtient

X(u) € RM.E@UTemeUreﬁmeeﬁmanw.RGT.eﬁaRM.

Observons que le produit e;qwpt € pnw iyt € qwpr €st lidempotent associé au pro-p-groupe “UT (YUN
Y q p UnwUteEMnvUT€TAwy p pro-p p
U) et s’écrit encore ewyi €gnwy = €gnwy vyt - Ainsi, en décomposant eyt = €t qwertnw MeUtnwy

. N . — -1
puis en commutant & n,,, on obtient en posant ?% := w1 w =" "7

X(u) € (RM.ey:nug nw) emnuts (epnp eut)eynpe -RGT.ege RM
C RG.eMﬂUTweUmﬁweMmﬁweUT.RGT.eﬁERM

= RG.eynytweyapg®epngeeut egeRM

= RG.epynytweyqpgrevtemeyngy -eRM

= RG.eyqpv(evtemnutv)(egeynpe)-eRM ()

Dans la deuxieme ligne, on fait commuter e, et e+ car M normalise Ut. A la troisieme ligne,
on utilise la décomposition & la Iwahori GT = UtMmiT’ pour écrire ey . RGT.er = eyrrer. RMT. La
quatrieme ligne vient encore du fait que M normalise UT et U, et la derniere vient du fait que M*
normalise le groupe UT(U N Uw) puisqu’il normalise U, Ut et agit trivialement sur le quotient.

Deux cas se présentent maintenant : supposons tout d’abord que M NPY soit un parabolique
propre de M et posons P’ := (M NPY)Y. Cest un sous-groupe parabolique de G qui contient
strictement P. Son radical unipotent est (M NU™)U, sa composante de Levi semi-standard est
L := MnN MY, et son opposé semi-standard est P = (M NP)U. Par ailleurs, si M = Zg(T)
pour un sous-tore de S, on a L = Zg(7.7%) et P’ est donc G-admissible. La décomposition
d’Twahori Mt = (MTNU™)LT(MNT") nous fournit une unique distribution e, dans RL' telle que
eMINUwEE 1T = EMinUwELE 1 aTe - Par unicité et par la proposition E, €r, est un idempotent
central de RLT. Pour vérifier que £;, est essentiellement de niveau 0, fixons un parabolique G-
admissible minimal R de G et contenant P’. Par la définition @, onac € RMTeMmVeMmVRMT.
On en déduit

EMINUwEC [t TV S eMTﬁUwRMT@]\/[TmVeMTﬁVRMTeMTmU“’
EMTNUw RLTeMmﬁw CrinVeLinvemMinUw RLTeMmﬁw
= eI\/ITﬁUwRLTeLTmVeLTﬁVRLTej\JTmﬁ“’
On a utilisé la décomposition MT = (MTNU»)LT(MTNT") pour changer M en L dans la seconde
ligne, et on a appliqué E a cette méme décomposition pour passer a la troisieme ligne. Par unicité,

il s’ensuit que £, est essentiellement de niveau 0 dans RL. On peut donc appliquer I’hypothese de
récurrence a P’ et 1. On obtient, & partir de la ligne (x)

X(U) S RG.(GUeMmUw)(eﬁeMme>.€RM
C RGeyege

toujours en utilisant le fait que M normalise U et U.
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Supposons au contraire que M N PY = M, ou de maniere équivalente, que M = w~ ! Muw.
Cest ici quintervient I’hypothese de corang résiduel 1. En effet, w™! normalise aussi IM, qui
sous cette hypothese est un Levi maximal (et propre) de G, . Il s’ensuit que le groupe de Weyl
W(Sy, M,,) est normal et d’indice 2 dans le groupe de Weyl W (S;,G, ), et puisque w n’est pas

dans W (S, M, ), son action par conjugaison échange le radical unipotent de ’ﬁk et celui de Py.
Par conséquent, la conjugaison par n,, induit un isomorphisme Gp = Gz, induisant a son tour
un isomorphisme g; = g% qui sur les point entiers signifie simplement que w™'GTUw = G'U.

On en tire immédiatement que U = UT(U NT "), et la ligne (x) ci-dessus nous donne
X(u) € RG.epege.

On a donc terminé la preuve de et par la celle du théoréeme @

5.18 Preuve du corollaire @ Comme dans la preuve précédente, nous allégeons les notations
en ne soulignant pas les groupes de points entiers. D’apres la proposition @ appliquée a la
décomposition d’Iwahori G =U'M'U, on a eyrer € RGegeyier. Ainsi, grace a I'hypothese i),

eprege’ € RGegeyiepe’ = RGepe eyt € e
D’apres notre hypothese sur Ientrelacement de & et notre hypothese Ut N U’ C U’ T, on a donc
eyrege’ € RGE ey 1&'er = RGE eriege’ ey
D’apres le théoreme @ appliqué & G’ et €', on obtient
eyrege’ € RGE' RG eyregre’' ey = RGE' RG' ey/€'ey = RGE ey &ery.

Or, par notre hypotheése sur 'entrelacement, on a &'eprué = 0 pour tout u € U \ U’, et donc
geye = [U :U'|7teeye. On en déduit que

eUTeﬁEI S RGeU?eﬁ = RGeUeﬁsl.
5.19 Preuve de E : Comme dans les preuves précédentes, nous allégeons les notations en
ne soulignant pas les groupes de points entiers. Pour un caractere y : UT/U* — R*, on note

[x] 'idempotent de RUT associé. L’hypothese ii) implique que R est suffisamment gros pour que
>, [x] = eu~, la somme étant sur tous les caracteres x. On a donc I'égalité dans RGT

EEDINIG!

X

Fixons maintenant un tel x ainsi qu’un élément u € T' et calculons Pexpression [x]u[x][¢]. On a

Y X wervulx][6]

veUt /U*
= Zx v)ey-vuv~ x(0)[x][0]
= 6U*uz [ ol [0) = ev=ud_ 0([u", o) [X][6]

D’apres le ii) de notre hypothese, la somme Y 6([u™!,v]) est non-nulle seulement si u € U". On
en déduit que

U /U™ [xJulx][6]

T /T e ] = > IWeg-ulx]l0]
uEﬁT/U*
e+ XI[0] = [X][0]
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et donc que

0] = S =T /T Wegt x]16]

X

€ RG'e;RG!

De méme on prouve que [0] € RGTey+ RGT et par produit et décomposition d’Iwahori, on en déduit
que [] vérifie le point ii) de la définition f.2.

5.20 Preuve de E : La premiere étape consiste a dévisser au cas ou ¢ est une dilatation.
Notons pour cela que, en tant que quotient de Q;c, le groupe image im () est réduit, donc lisse.

Soit G* -, G la dilatation de im (). On sait que G est lisse et, par la propriété universelle
des dilatations sur les Og-schémas plats, que ¢ se factorise en v! o ¢! ot ¢! : ' — G' induit
un isomorphisme des fibres génériques. Itérons le procédé : on obtient une suite de dilatations
g AN Q"_l et une suite de factorisations ¢ = " o p". Notons que si ¥ n’est pas un
isomorphisme, alors I'indice de G™ dans G" ! est un entier > 1. Comme l'indice de G’ dans G
est fini, il existe un entier n & partir duquel la suite devient stationnaire. On a alors G' = G™, et
par unicité des modeles lisses [E, 1.7], ¢™ est un isomorphisme. On a donc présenté ¢ comme une
composition de dilatations de G & centres lisses. En particulier ker () a une suite de composition
dont les sous-quotients sont les ker (™).

On est donc ramené au cas oll ¢y, est une dilatation (la dilatation de centre im (¢x)). Dans ce
cas le noyau est méme vectoriel ; en effet, revenant a la définition originale d’une dilatation comme
ouvert de l’éclatement du centre, on peut identifier Q;C comme 'extension vectorielle de im (py)
associée au fibré conormal de im (@) dans G, .

n—1

6 Paraboliques minimaux, niveau zéro

Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe . En particulier si z € B(G, K), on
note G, le modele lisse de G associé a x par Bruhat-Tits, et G2 sa composante neutre. Commengons
par la remarque suivante :

Remarque 6.1 Soit x € B(G, K) et M un Levi de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) © € B(M, K)
it) L’adhérence schématique dans G, du tore déployé mazimal du centre de M est un tore.
iii) M est G2-admissible au sens de @

Preuve : Supposons & € B(M, K), et soit S un tore déployé maximal de M dont 'appartement
associé contient x. Par construction, le groupe de Bruhat-Tits G, contient le prolongement canon-
ique de § & Ok . Comme S contient la partie déployée du centre de M, on en déduit i) = ).
L’implication ii) = 4i%) est tautologique, vue la définition d’admissibilité. Prouvons donc i) = ).
Supposons que M est G2-admissible et choisissons un tore déployé 7 de M se prolongeant en un
sous-tore 7, de G, et dont le centralisateur dans G est M. Choisissons alors un tore déployé max-
imal S; de G, contenant 7. (Pour ce faire, on choisit d’abord Sy j dans G, contenant 7 j, on
releve Sy 1, en un tore S, par [@, Exp IX. Thm 3.6], puis 7, ; en 7, C S, puis on utilise 1'unicité
a conjugaison prés des relevements de 7, , pour conjuguer S, en un tore contenant 7). Alors la
fibre générique S de S, est un tore déployé maximal de G contenu dans le centralisateur de 7, c’est
a dire M. Par définition a appartient & I'appartement associé & S et par conséquent & B(M, K).
O

Proposition 6.2 Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G et x un point de limmeuble
B(M,K).
i) (niveau 2éro) ey+e ey+ € (RGy)eu, e epp+-

i) SiP est minimal, alors ey +eq € (RGy)eu,ex, -
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Preuve : Remarquons pour commencer que les groupes U, et U, obtenus par adhérence schéma-
tique de U dans G, sont connexes donc contenus dans GJ. Pour le voir, on peut se ramener aux
adhérences de groupes radiciels U, ,, lesquelles sont explicitées par Bruhat-Tits (construction en
[Bl, 4.3 et 5.2.2] et propriété d’immersion fermée de [{, 3.8.1 (S2)]) qui montrent que leurs schémas
sous-jacents sont des vectoriels sur O. Comme G} = (G2)T(Of), on voit que tous les idempotents
de I’énoncé sont en réalité dans G.

Dans le point i), 'idempotent e A+ est clairement “essentiellement de niveau zéro” au sens
de @, donc on peut appliquer le théoreme @ Dans le point ii), on remarque que l'idempotent
Lo+ (élément unité) satisfait aussi les hypotheses de @ puisque M n’a pas de parabolique M-
admissible propre. (I

En combinant ce corollaire avec @, on obtient bien la propriété de commutation annoncée
dans l'introduction pour les paraboliques minimaux, et par @, la propriété de seconde adjonction
dans ce cas.

En ce qui concerne le niveau zéro, voici le résultat obtenu :

Proposition 6.3 Soit Modr(G), la sous-catégorie pleine des objets engendrés par la réunion de
leurs G -invariants, pour x € B(G,K) (objets de “niveau zéro”), et Modr(G)., celle des objets
dont tous les G} -invariants sont nuls, pour x € B(G, K) (objets de “niveau positif”).

i) On a une décomposition Modr(G) = Modr(G), ® Modr(G).-
it) Les foncteurs paraboliques envoient objets de niveau zéro, resp. positif, sur objets de niveau
2€r0, Tesp. positif.
iti) Pour tout sous-groupe paraboligue P de G, la restriction du foncteur rg{P a la catégorie

Modgr(G), est adjointe a droite de la restriction du foncteur 5p1'g’;1ﬁ a la catégorie Modr(M),.

w) La catégorie Modr(G), est noethérienne.

Preuve : La décomposition du point i) est expliquée dans l'appendice. Pour le point ii), soit
P = MU un sous-groupe parabolique. D’aprés le corollaire précédent et B.5, on a iICV’VL p(jnd%+(R)) o~

jndgg (R) pour tout z € B(M, K). Par exactitude de if& p, on en déduit que celui-ci envoie

ModR(M)O dans Modg(G),. Par fidélité, et puisque toute G-orbite dans B(G, K) rencontre
B(M, K), on en déduit qu'il envoie aussi Modr(M )., dans Modr(G),,. Par réciprocité de Frobe-
nius, on en déduit les propriétés analogues pour rg P

Pour le point iii), on recopie la preuve de @ en utilisant le fait que les e M bour & € B(M,K)
forment une famille génératrice de Modg(M), d'idempotents P-bons. Enfin, les arguments de la

partie @ montrent que iii) implique iv). O

7 GL(N)

Pour coller aux notations de Bushnell, Kutzko et Stevens, nous noterons F' le corps local que
nous notions K jusqu’ici.

7.1 Dictionnaire Bruhat-Tits/Bushnell-Kutzko : Ce dictionnaire est trés bien expliqué dans [f]]
auquel on renvoie le lecteur pour les détails. Soit V' un F-espace vectoriel. Une fonction réseau
sur V relativement a F' est une fonction A : R — {Op — réseaux de V'} qui est décroissante,
continue & gauche, et telle que A(r 4+ vp) = PrA(r) pour tout r € R, ot vp € Ry désigne la
valuation d’une uniformisante de F. L’ensemble FR (V) de ces fonctions est muni d’une action
de G et d’une action de R par translations que nous noterons A — A[t] : r — A(r —t). Soit G le
F-schéma en groupes des automorphismes F-linéaires de V', dont le groupe des points rationnels
est G = Autp(V). D’apres [E, Prop. 2.4], il y a une application naturelle B(G, F) — FRp(V).
Celle-ci est bijective, G-équivariante, et R-équivariante si on identifie X,(Z(G)) ® R — R en
envoyant un endomorphisme scalaire de V' sur 'opposé de la valuation de ce scalaire.

Notons A := Endp(V). La fonction réseau A € FRp (V') détermine une fonction réseau a(A) €
FRp(A) définie par a,(A) = {z € A, Vu € R, zA(u) C A(r + u)} pour » € R. On note aussi
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ary(A) == U,s, as(A). Alors ag(A) est un ordre héréditaire, agy (A) est son radical de Jacobson
et tous les a,(A) en sont des idéaux fractionnaires. Posons aussi ug(A) := ag(A)*, c’est un sous-
groupe compact ouvert de GL(V') dont la famille u,(A) := 1 + a,(A) pour r > 0 est une filtration
par des pro-p-sous-groupes ouverts normaux. Si € B(G, F') est le point correspondant & A, on a
up(A) = G et ug (A) = GF, et d’apres [, Appendice A], la filtration G, = u.(A), r > 0 est
celle de Moy et Prasad.

Si M C G est le sous-groupe de Levi correspondant a une décomposition V' = @, ; Vi, le “sous-
immeuble” B(M, F) de B(G, F) s’identifie au sous-ensemble des fonctions réseaux décomposées
par M au sens out Vr € R, A(r) = @,c; A(r) N V. Soit z le point de B(M, F) associé & une telle
fonction réseau, alors 'ensemble = + ajps est Pensemble des fonctions réseau de la forme @ A;[t;]
ou les t; sont des réels.

Nous dirons que A est rationnelle si ses sauts sont dans Qur C R. II existe alors un plus petit
entier positif e = e(A) tel que la fonction A : r — A(er/vp) soit une suite de réseaux au sens
de Bushnell-Kutzko [[[3, 2.1] La période de A est justement e(A). Réciproquement, une suite de
réseaux détermine une unique fonction réseau; il suffit de rendre la période égale a vp.

7.2 Strates et caractéres semi-simples : Soit V un F-vectoriel et A = Endp(V'). Une strate dans
V est un quadruplet [A,n,r,v] olt A est une fonction réseau, v € a_,(A) et r < n. On définit
I’équivalence de telles strates comme dans le cas des suites de réseaux considéré par Bushnell
et Kutzko. D’ailleurs, lorsque A est rationnelle et n € %N, seul cas que l'on considerera ici,

le quadruplet [A, 675?) , 675?) r,7] est une honnéte strate au sens de [LI, 3.1]. On dira alors que
[A, n,7,v] est fondamentale, simple, semi-simple si [K, ﬂn, Mr, ~] Dest.
VF VE

A toute strate [A, n,0, 5] simple, resp. semi-simple, Bushnell et Kutzko , 5], resp Stevens [@,
3], associent deux sous-ordres j(A, 3) D h(A, B) de ap(A), et un ensemble de caracteres dits simples,
resp. semi-simples, du sous-groupe HT (A, 3) := h(A, ) Nugy (A) de J(A, B) :=i(A, B) Nug(A).

Comme le groupe HT (A, 3) est pro-p, les caracteres (semi-)simples sont & valeurs dans 'anneau
Zp—cyci des entiers de ’extension p>°-cyclotomique de Q. Rappelons aussi que leur définition

dépend du choix d’un caracteére ¢ : F/PBrp — Z;ﬁcyd.

Proposition 7.3 Soit [A,n,0, 3] une strate semi-simple et P = MU un sous-groupe parabolique
de G = GL(V) tel que M contienne le tore F[3]* et B(M,F) contienne le point x de B(G, F)
associé a A. Soit 0 € C(A,0,3), Oar sa restriction a HT (A, 3) N M et eg,, l'idempotent de RM,

associé, ot R = Zp—cycl[;l_lj]- On a

ey+eg,con € RGrey, e oy, -

Partons maintenant d’un sous-groupe parabolique P = MU dans G et notons V = @ie Vila
décomposition de V' associée au sous-groupe de Levi M. Donnons-nous pour chaque ¢ une strate
semi-simple [A;, n;, 0, 3;] dans Endp(V;) et un caractere semi-simple 8; € C(A;,0, 3;). La collection
des A; correspond & un point de B(M, F') et la collection des caracteres simples nous fournit un
idempotent € € RM, que nous qualifierons de semi-simple.

Proposition 7.4 Soit A := @, ; A;. 1l existe une strate semisimple [A,n,0, 3] avec F[3]* C M
et un caractére semi-simple 6 € C(A,0,3) tel que €q,, = €.

En appliquant ce résultat aux collections translatées A;[t;], avec t; € Q, on en déduit que
I'idempotent € est P-bon au sens de @

Proposition 7.5 (Stevens, Bushnell-Kutzko) La famille des idempotents semi-simples engendre

L o 1
la catégorie Modr(M), ot R = Zp_cycl[p].

Avant de prouver ces trois propositions, expliquons comment descendre ces résultats a Z[%].
Remarquons que le groupe I'), := Gal(Qp—_cya|Q) agit sur les caracteres ¢ : F/Ppr — sz_cycl.

Soit [A,n,0, 5] une strate semi-simple, on peut donc avec des notations évidentes considérer les
ensembles

C(A,0,8) = | Cyp (70,8

vely
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Alors la somme

EANB = Z Ep

0eC(A,0,3)

est un idempotent de Z[%]GI (ot x correspond & A). La proposition E implique que la famille

des idempotents de la forme X;cren,; 8, € Z[%]Mm engendre Mody1(M), et les propositions .3
D

et 4 assurent que ces idempotents sont P-bons au sens de B.4.

7.6 Preuve de la proposition @ : Nous voulons appliquer les énoncés “généraux” @ et @
Notons pour cela A(B) := Endpiz (V) C A = Endr(V), et a,(A,3) := A(B) N a,.(A) pour
r € R. On sait alors que ag(A, 3) est un Op-ordre héréditaire dans la F-algébre semi-simple A(f)
et que agy (A, B) est son radical de Jacobson. De méme notons j,.(A, 8) := j(A, 5) Na.(A). On
sait que jo4 (A, B) est le radical de Jacobson de j(A, ) et on a par définition 1’égalité j(A, 5) =
jo+ (A, 8) + ao(A, ).

Lorsqu’on a une Op-algebre finie et plate B, le foncteur sur les Op-algebres qui & R associe
(B ® R)* est représentable par un schéma en groupes affine lisse sur O (un ouvert d’un espace
affine sur Op). Nous noterons G, resp. Gg 4, le schéma en groupes associé & ag(A), resp. ag(A, §)
et J celui associé & j(A, 3). Les relations de contenance de ces ordres induisent d’une part un
morphisme ¢ : J — G, qui sur la fibre générique induit I'identité de GL(V') et d’autre part une
immersion fermée 9 : Gg , — J. Puisque a1 (A) Nj(A, 5) est le radical de Jacobson de j(A, 5),
on a ¢, ("G ) = “Ji ou, de maniere équivalente, J1(Op) = JT(A, B) := GF NJ(A, B). Puisque
i(A, B) = o+ (A, B)+ag(A, B), la fibre spéciale de 1) induit un isomorphisme des quotients réductifs
e =, 9Gg 4 k- Notons que, par la définition d’une strate semi-simple, la fonction-réseau A
définit un point zg de 'immeuble B(Gg, ) associé au groupe réductif Gg des inversibles de la
F-algebre A(B) (le centralisateur de ). Le groupe Gg , s’identifie au groupe parahorique de Gg
associé & zg. En particulier, comme Gg est un groupe linéaire, Gg . est connexe (ainsi que G,), et
par conséquent J ’est aussi.

Maintenant ’hypothese M D F[3]* implique que le centre Z(M) de M est inclus dans Gg,
et par conséquent I'intersection Mg := M NGs = Zg,(Z(M)) est un sous-groupe de Levi de Gg.
L’hypothese x € B(M, F') implique que z3 € B(Mg, F) et par la remarque @, que I'adhérence
schématique de Z(M) dans Gs , est un tore. Il en est donc de méme de ’adhérence schématique
de Z(M) dans J, autrement dit M est J-admissible au sens de [.1].

Réciproquement, partons d’un sous-groupe de Levi £ dans G qui est J-admissible et choisissons
un tore 7 déployé dont le centralisateur est £ et qui se prolonge en un tore 7, de J. Alors d’une
part 7, s’envoie sur un sous-tore de G, (car le noyau de Jx, — G, est unipotent) donc £ est G,-
admissible et, par , onax € B(L, F). D’autre part, comme I'immersion fermée Gg » kp — Jhr
induit un isomorphisme des quotients réductifs, le tore 7, k. est contenu dans Gg , x,.. Par [4,
Exp IX, Thm 3.6bis], il s’ensuit que 7, est conjugué par un élément de J(A, 3) & un tore de Gg 4,
et par conséquent que £ contient un conjugué sous J(A, ) du tore F[G]*. On déduit aussi du
paragraphe précédent que le centre de £ tout entier se prolonge en un sous-tore fermé de 7.

Rappelons maintenant les résultats suivants de la théorie des types :

Fait 7.7 (Stevens) Avec les hypothéses et notations de la proposition @,
i) J(A,B) normalise HT (A, 3) et 6.

ii) HY(A, ) ala décomposition d’Iwahori par rapport a P, P et les restrictions de tout caractére
semi-simple dans C(A,0,8) a HY NU, HT NU sont triviales.

i) [JT(A,B), JT(A,B)] C HT(A,B) C JT(A,B) et Uapplication (u,w) — 0([u,u)) induit un
accouplement non-dégénéré

JTNU)/(HTNU)x (JTNU)/(H"NU) — R*.

i) Ecrivons V = B V; la décomposition associée a M et B = ®;5; la décomposition de 3
correspondante. Alors HY (A, B)NM =[], H* (As, 8;) et la restriction de tout caractére semi-
simple dans C(A,0,3) a HT N M est un produit de caractéres semi-simples dans C(A;,0, 3;).
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v) L’ensemble d’entrelacement Intc (0) de 0 dans G, est J(A, B).

Preuve : (références et commentaires) le premier point est prouvé en [B0, Coro 3.12 (iii)] et
[R0, Lemma 3.15.(iii)], et le dernier point découle de [0, Thm 3.22] (qui calcule I’entrelacement
dans tout G). Le point iv) est une conséquence & peu prés directe de la définition @, 3.13] d’un
caractere semi-simple et de la proposition 3.4 de [@] La décomposition d’Iwahori du groupe H™
et des caracteéres semisimples dans le point ii) découle de leur définition inductive, suivant le méme
argument que , 7.1.19] (qui est le cas simple), [@, Prop 5.2.ii)] ou [@, Lemma 3.15 i)]. Enfin le
point iii) se déduit de [R(, Prop. 3.24] et du point ii) suivant la méme observation que [[[1, 7.2.3
().

(I

Fixons un parabolique [J-admissible minimal Q@ = £V de G; par la discussion précédente on
ax € B(L,F) et on peut supposer, quitte & conjuguer, que F[3]* C L. On peut donc appliquer
les points i), ii) et iii) ci-dessus & @ & la place de P, et obtenir grace a @ que tout idempotent
de RJ(A, 3) associé & un caractére semi-simple est “essentiellement de niveau zéro”, au sens de
6.4 Dapres le point iv) ci-dessus, I'idempotent g,, de R(J(A, 3) N M) est donc essentiellement
de niveau 0 pour le modele lisse de M obtenu comme adhérence schématique de M dans J. Mais
d’apres le point ii) & nouveau et le point v), les hypotheses du corollaire @ sont satisfaites pour
le morphisme ¢ : J — G, et pour & = 4. Il ne reste donc plus qu’a appliquer ce corollaire.

7.8 Preuve de la proposition . Ce résultat ne figure explicitement ni dans 0], ni dans [[[F],
mais découle pourtant des techniques développées dans ces deux articles. La discussion qui suit
entend en convaincre le lecteur déja familier de ces techniques.

Introduisons la famille de sous-groupes H" (A, 8) := h(A, 8) Nu,.(A) pour r € R;.. Cette famille
est décroissante et ses sauts sont dans le monoide discret ﬁN. Pour r € R, nous conviendrons
de noter r+, resp. — le plus petit saut strictement plus grand que 7, resp. le plus grand saut
strictement plus petit que r. Lorsque r est inférieur a Uentier ko(3, A) = ko(83) défini en [@, (3.6)],
Stevens définit [@, 3.13] un ensemble de caractéres complexes C(A,r, 3) du groupe H" (A, 3), pour
r € Ry. D’apres (], Rk 3.14.ii) et Lemma 3.15.i), les applications de restriction C(A,r, ) —
C(A, 7, 3) pour 0 < r < 7' < ko(B) sont surjectives. On peut donc prolonger la notation a tout
r € Ry en définissant C(A,r, 3) comme I'ensemble des restrictions & H"T(A,3) des caracteres
dans C(A, 0, ). En particulier, pour 7 > 2, on a H™" (A, 8) = u,4.(A) et C(A, 7, 3) = {z/;ngH}, ol
Y uny(A) — Zp_cycl[%]x est le caractere © — (Tr(8(x — 1)) associé & 3 et 1. De plus, par
[@, 3.14.(ii)], on a C(A,r,3) = C(A,r,7v) pour toute strate [A,n,r,v] semi-simple, équivalente &
[A,n, 7, 5] et telle que F[y]* € M(3) ot M(3) est le Levi de G découpé par 'algébre semi-simple
F[p] C A.

Revenons & I'énoncé de .4 Posons n := max(ng,)ies et notons M le sous-groupe de Levi
associé & la décomposition A = @, ; A;. La strate semi-simple [[,[A;,ng,,0, 3;] pour M découpe
un Levi M(8) € M dont nous noterons V = @jng V; la décomposition associée. On a donc
une application surjective Jg — I qui & j associe I'unique i(j) tel que V; C Aj;) ® F, et des
décompositions A; = P;,_,; ANV},

Nous allons prouver par récurrence descendante sur n > ¢t > 0 (nombre fini de sauts!) I’assertion
suivante :

Il existe une strate semi-simple [A,n,t,v"] avec F[y'|* € M(B) C M(v'), et un caractére
semi-simple 0 € C(A,0,~%) tels que

- H" (A ") N M =TI, H™*(As, Bi),

- 9th+(A,7t)nM =1L Oi e+ (as,:)

Le premier saut est ¢t = n, pour lequel il suffit de prendre la strate nulle [A,n,n,v™ = 0] et le
caractere trivial de HT(A,4™) = ugy (A).

Supposons donc 1’énoncé connu pour ¢ et déduisons-le pour t—. Ecrivons vt = D.c: v la
décomposition de v* comme élément de M. Comme en [7.7 iv), pour tout 7 € Ry ona H™*(A,~v*)N
M =TI, H(As,7f) et si 0 € C(A,7,~"), alors 6 gr+(a 4+)nns est un produit sur ¢ de caracteres
semi-simples dans C(A;,7,7!). On déduit alors du lemme E ci-dessous et de I’hypothese de
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récurrence que H*(A,v")NM =[], H*(A;, ;). Il existe donc un élément b = @, b; € @, a_(A;) C
a_+(A) tel que
Olbe (o Yor e anon = [ [0 ac 0,
i€l
ol ¥y est le caractere de uy(A)/ugy (A) associé & 9 et b. En fait, par décomposition d’Twahori [7.7
ii)4 des caracteres semi-simples, on peut supposer que chaque b; se décompose en b; = @ . . b;
avec b; € a_(A; NV;) et j € Jg, de sorte que pour tout j € Jg, on a

G

t _
Ol () Wb ey 1) = 010 110 (a8

ou les deux 6 ainsi restreints sont des caracteres simples.

Soit alors V' = @k, Vi la décomposition déterminée par I’algebre semi-simple F[y*] (cor-
respondant au Levi M (v*)). Puisque M(y") D M (), on a une application surjective Jg — K
qui & j associe I'unique k(j) tel que V; C Vjj). On a aussi la décomposition en produit de
corps F[y'] =~ [[,ck, Er. Choisissons alors pour chaque k € K; une corestriction modérée
sk + Endp (Vi) — Endg, (Vi). Puisque F[y']* C M(3), celle-ci induit par restriction une core-
striction modérée s; : Endp (V;) — Endg, (V;) pour tout j tel que k = k(j). D’apres [Ld,
4.6], la Ejyj)-strate [Aj,t,t—,5;(bj)] est équivalente a une strate simple, éventuellement nulle.
On en déduit que pour tout k € Ky, la Ep-strate [Ag,t,t—,sk(br)], ot Ay = 69ij A et
by = @ij b; est équivalente & une strate semi-simple. Par [@, 3.5], il s’ensuit que la strate
[A,n,t—, 7" + b] est équivalente & une strate semi-simple, disons [A,n,t—,7*~]. En outre, comme
dans la preuve de [Rd, 3.4], on peut choisit v~ tel que F[y*~]* ¢ M(3). D’apres [Rd, Rk 3.14.(i)], on
aHY (A, ) = HY (A, v et C(A, t—,7t7) = 4p.C(A, t—,+?). Comme Iapplication de restriction des
caracteres induit une surjection C(A, 0,7*~) — C(A, t—,~'™) on peut choisir un = € C(A,0,+*7)
tel que

Grljlt([\’,ytf) = (wbet)\H"(A,'yf)-
Celui-ci remplit le cahier des charges.

Nous avons utilisé dans cette preuve le lemme suivant qui est une généralisation au cas semi-
simple de [@, 3.5.9].

Lemme 7.9 Soient [A,n,0, 3], 1= 1,2, deuz strates semi-simples et r > 0 telles que H™ (A, 51) =
H™ (A, B2), et C(A,r, 1) NC(A, 7, 32) #0. Alors H"(A, 81) = H"(A, 32).
Preuve : Choisissons deux strates [A,n, 2r, ;] semi-simples avec v; € M(3;), et respectivement
équivalentes & [A,n,2r, 3;]. On sait alors que pour tout ¢ > r, on a h*(A,3;) = hi(A,v) et
C(A,2t,8;) = C(A,2t,7;). En particulier, puisque pour tous ¢ > t' lapplication de restriction
C(A,t', B8;)) — C(A,t, ;) est surjective, on a C(A,2r,v1) NC(A, 2r,v2) # (. Soit # un élément de
cette intersection, le théoreme 3.22 de [RJ] calcule Pensemble d’entrelacement de 6 dans G et nous
fournit ’égalité

Dor (A, 71) Gy Tar (A, 71) = Tar (A, 72) G T2r (A, 72)
avec les notations de loc. cit. En prenant l'intersection avec a,.(A) et en prenant la cloture additive,
on obtient I'indépendance de i de ’ensemble suivant :

(7.10)  (ar(A) N Ay) + (ar(A) N AL ) (ar (A, %) a2, (A)) + (ar(A) N Ay )i 7 (A, %)
ol on a posé r; := ko(vi, A) (cf B(, (3.6)]). Soit 7} :=2r — 2% < 7. On a

(A (A) N A ) (o2 (A, i) Nap—2r (M) C (g (A7) Nazg (A))
C ]TI (Aa ,YZ)

T

par [0, 3.10.i)], donc
(ar(A) M AL (M2 (A7) Ny —20(A) C @y (A) N AL T (A, )
C BE(A %) CHT(A, )
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par [R0, 3.11.1)]. De plus, par [R0, 3.11.ii)], on a (a,(A)NA,,)iZ (A, 7:) C b+ (A, 7). Ajoutons alors
a I’ensemble le groupe ™ (A, ;) qui par hypothése est aussi indépendant de 7. On obtient que
I'ensemble (a,(A) N A,,) +b"T(A,v;) est indépendant de i. Mais celui-ci n’est autre que h"(A,~;)
puisque 7; > 2r. (|

Pour la preuve de la proposition @, on renvoie a celle de la proposition @ au paragraphe @

8 Groupes classiques

Nous adoptons les notations de Stevens dans @] Cette fois le corps de base, que nous notions
K précédemment sera noté Fj et sera supposé étre le corps des points fixes d’une involution x — T
sur un corps F' de caractéristique résiduelle différente de 2. On n’écarte pas le cas ou Fy = F et
I'involution est I'identité. Soit V' un F-espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire h e-hermitienne
(pour € = +1) non-dégénérée. La F-algebre A est munie de 'anti-involution “adjoint pour A" qui
prolonge 'involution donnée sur F' et que nous noterons encore x +— 7. Notons G le F-groupe
GL(V); alors cette anti-involution munit le Fy-schéma en groupes Resg|g, (G) d'une involution o
dont le sous-schéma des points fixes G s’identifie au Fy-schéma en groupes unitaire, orthogonal ou

symplectique associé a (V; h).

8.1 Immeuble et fonctions réseaux autoduales : La référence ici est [[f]. Pour un Op-réseau L de
V,onnote L# := {v € V, h(v, L) C Br}, et pour une fonction réseau A € FRr(V), on note A# la
fontion réseau r — A((—r)+)#. La bijection naturelle B(Resp|r, (G), Fo) = B(G,F) — FRyp(V)
est compatible avec les involutions o sur B(Resp|p, (G), Fy) et # sur FRp(V). Par 'hypothese
de caractéristique résiduelle # 2, elle induit en prenant les invariants une application bijective et
G-équivariante B(G, Fy) — FRp(V)#.

Si A€ FRr(V)#, on aa.(A) = a,.(A), resp. o(u,.(A)) = u,.(A), pour tout » € R, resp. r € Ry.
Si x € B(G, Fy) correspond a A, alors G, = G Nug(A) = up(A)7 et G = G Nugs(A) = up4(A)7,
et les spécialistes s’accordent a penser que la filtration (u,(A)7),cr, coincide avec celle de Moy et
Prasad (Gy,r)rer (ce qui ne nous importe guere ici). Un sous-groupe de Levi M de G correspond
a une décomposition h-orthogonale V' = @, ;(Vi © V_;) @ Vo ot hjy, v, est non-dégénérée et
pour chaque 7 € I, V; est totalement isotrope et hjy,xv_, est un accouplement parfait. On a
alors M := M(Fy) =~ [[;c; Autr (Vi) x Autp(V)?. Le sous-immeuble B(M, Fy) correspond aux
ser(Mhi @A) P Ag ot Ag € FRr(Vo)# et les
Ay; € FRp(Vy;) sont telles que A_; = Af. Si x est le point correspondant a A, alors le sous-
espace affine z 4+ ay; de B(M, Fy) est I'ensemble des A’ de la forme @, ; (As[t:] @ Aslti]#) @ Ao
out; € R.

A qui sont décomposées sous la forme A = P

8.2 Strates semi-simples autoduales : Une F-strate [A,n,r,~] dans V est dite autoduale si
A = A# et 5 = —. Soit [A, n,r, 3] une strate semi-simple et autoduale. La sous-algebre F[3] C A
est stable par x — T et l'ensemble de ses idempotents centraux primitifs aussi. On peut donc
arranger la décomposition de V associée a [ sous la forme V = @ielﬁ(Vi ©V_i)Dje,, Vi ot
les espaces indexés par Ig U Jg sont deux a deux orthogonaux et pour i € Ig, V; et V:- sont,
isotropes maximaux dans V; @ V_;. Suivant Stevens, la strate semisimple autoduale [A,n,r, §] est
dite gauche (skew en anglais), si Ig = (), c’est-a-dire si 3 est elliptique.

Dans [E, 3.6], Stevens définit les caracteres semi-simples pour G associés & une strate semi-
simple gauche [A,n,0, §]. L’hypotheése gauche n’est pas nécessaire pour cette définition, il suffit
de supposer la strate autoduale; le point est que pour tout » > 0 , on peut trouver une strate
semi-simple autoduale [A,n,r, ] équivalente a [A,n,r, 8], avec de plus v dans le Levi de GL(V)
découpé par § (combiner [2d, 3.4] et [[Ld, (1.10)]). Il s’ensuit que les ordres h(A, ) et j(A, 5) sont
stables par I'involution z +— T, les groupes H" (A, 8) et J"t(A, 3) sont stables par o, ainsi que
les ensembles de caracteres semi-simples C(A, 7, 3). Un caractére semi-simple de H™* (A, 3)7 est
alors, par définition, la restriction d’un caracteére semi-simple o-invariant de H™ (A, 3)°.
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Proposition 8.3 Soit [A,n,0,[] une strate semi-simple autoduale et P = MU un sous-groupe
parabolique de G tel que M contienne le “tore” (F[3]*)? et B(M, Fy) contienne le point = de
B(G, Fy) associé a A. Soit 8 € C(A,0,8)7, Orr sa restriction a HT (A, 3) N M et gq,, lidempotent
de RM,, associé, ot R = Zp,cycl[l—lj]. On a

ey+er, Eon € RGyev,ep_ 2oy -

Partons maintenant d’un sous-groupe parabolique P = MU dans G et notons V = @, (Vi @
V_;) @V la décomposition orthogonale de V' associée au sous-groupe de Levi M. Donnons-nous
pour chaque i # 0 une strate semi-simple [A;, n;, 0, 3;] dans Endp(V;) et un caractére semi-simple
0; € C(A;,0,0;), ainsi qu'une strate semi-simple autoduale [Ag,ng,0, o] et un caractére semi-
simple 6y € C(Ag,0, 39)?. La collection des A; correspond & un point de B(M, Fp) et la collection
des caracteres semi-simples nous fournit un idempotent € € RM, que nous qualifierons de semi-
stmple.

Proposition 8.4 Soit A := @, ;(A; @ Aﬁ-)@AO. Il existe une strate semisimple autoduale
[A,n,0,0] avec (F[B]*)° C M et un caractére semi-simple 8 € C(A,0,3)7 tel que gq,, = €.

En appliquant ce résultat aux collections translatées A;[t;], avec t; € Q pour ¢ # 0, on en
déduit que I'idempotent € est P-bon au sens de @

Proposition 8.5 (Stevens) Les idempotents semi-simples forment une famille génératrice de la
catégorie Modgr(M).

8.6 Preuve de la proposition @ : Comme dans la preuve de la proposition @, on veut appliquer
E et E Rappelons que dans ladite preuve, nous avons introduit et utilisé des morphismes de
Op-schémas en groupes lisses

~ Qlﬁ =~ ~

gﬁ,m — \7 — gw
(on rajoute ici des” pour étre cohérent avec les notations du paragraphe @) Comme les ordres
auxquels ils sont associés, ces schémas en groupes sont munis d’une action semi-linéaire de o.
Appliquons-leur le foncteur Resp .oy, (—)?. On sait que la restriction des scalaires préserve la

lissité, et d’apres [@, 3.4] et hypothese de caractéristique résiduelle # 2, le passage aux o-
invariants aussi. On obtient donc des morphismes de Op,-schémas en groupes lisses

»
gﬁ,z —B> \7 — gz;

le premier étant une immersion fermée et le second induisant un isomorphisme des fibres génériques.
Les points entiers sont donnés par G,(Op,) = G, et J(Op,) = J(A, 5)?. En particulier G, est
le modele lisse de G associé par Bruhat-Tits & « € B(G, F). Comme dans le cas linéaire, par
définition d’une strate semi-simple auto-duale, la fonction-réseau A définit un point, disons x5 de
I'immeuble du centralisateur G, et le groupe G, s’identifie au fixateur de x5 (voir aussi [fj, part.
6]). Il s’ensuit que Gg,, est le modele lisse de G associé par Bruhat-Tits & z3.

Vient maintenant une difficulté technique par rapport au cas linéraire : si la restriction des
scalaires préserve la connexité, il n’en va pas de méme du passage aux o-invariants. En fait, dans
les cas unitaires et symplectiques, ou G est connexe et simplement connexe, on sait que G, et
Gs, sont connexes et donc, comme on va le voir ci-dessous, J l'est aussi. On peut alors suivre
mot pour mot la méme preuve que @, grace a @ ci-dessous. Dans le cas orthogonal impair, G
est connexe mais pas simplement connexe et les G, et Gg, peuvent ne pas étre connexes. Dans
le cas orthogonal pair, G lui-méme n’est déja pas connexe! Cependant on observe comme dans
la preuve de @ que les idempotents ey, , ep de I’énoncé de @ vivent dans RGY, et que par
ailleurs €¢,, € RJT(A,8) = RIT(OF,) € RT°(OF,). On peut donc essayer de raisonner sur les
composantes neutres de ces groupes, ce qui permettra d’appliquer les résultats de la partie E

Commencons par vérifier que le Levi M de I'énoncé de E est J°-admissible. Soit M le sous-
groupe de Levi de G découpé par la décomposition associée a M. On a donc M = Resg|g, (M)“.

D’apres les hypotheses faites sur x et M et la preuve de la proposition , M est J-admissible
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et méme, plus précisément, Z (]\Z) se prolonge en un tore déployé de J. 11 s’ensuit que la par-
tie déployée du centre Resp|p, (Z(M)) de Resp|r, (M) se prolonge en un Op,-tore déployé de
Resoriop, (j ), puis, passant aux points fixes, on en déduit que la partie déployée connexe de
Z(M) se prolonge en un tore de J, et donc que M est J°-admissible.

Pour suivre la stratégie de la preuve de E, I’analogue de @ est :
Fait 8.7 (Stevens) Avec les hypothéses et notations de la proposition @,
i) J(A,B)? normalise HT (A, 3)7 et 6.
i) HY(A,8)° a la décomposition d’Iwahori par mpport;dp,ﬁ et les restrictions de tout car-
actére semi-simple dans C(A,0,8)° a HYNU, HT NU sont triviales.
iii) [JT(A,B)7,JT(A,B3)7] € HY(A,B8)° C JT(A,B)7 et lapplication (u,w) — 0([u,u]) induit

un accouplement non-dégénéré
JTNU)/(HTNU)x (JTNU)/(H'NU) — R*.

i) Eecrivons V. = D, (Vi & Vi) B Vo la décomposition orthogonale de V associée a M, =
®i(B; @ B—i) ® Bo la décomposition de B correspondante, et identifions M a [[, GL(V;) x
GL(Vy)?. Alors HT (A, 5) N M ~ [, HT (A, ;) x H" (Ao, B0)° et la restriction de tout
caractére semi-simple dans C(A,0,8) a HT N M s’identifie ¢ un produit de caractéres semi-
simples dans C(A;,0,3;) par un caractére semi-simple autodual dans C(Ao, 0, Bo)?.

v) L’ensemble d’entrelacement Intg_(0) de 0 dans Gy est J(A,3)°.

Preuve : (références et commentaires) les deux premiers points découlent immédiatement des
points correspondants de m Le point iii) est prouvé dans [@, 3.28]. Le point iv) se prouve
comme le point correspondant de @, en combinant [@, (1.10)] et [@, Prop 3.4]. Enfin, le dernier
point découle de [E, Thm 3.27] qui calcule 'entrelacement dans tout G. (]

On remarque que les points ii) iii) et iv) de E concernent des objets relatifs & J° et on peut
toujours restreindre le point i) & J°(Op,). On en déduit en particulier comme dans le cas linéaire
que €g,, est un idempotent essentiellement de niveau zéro pour le modele lisse de M obtenu par
adhérence schématique dans J°.

Le point v) nous donne Intgo(0) = J(A,3)7 N Gg, ce qui, compte tenu de ce que U, est
connexe (voir preuve de p.9) implique Inty, (e9) = J(OF,) NU,. Ainsi, pour pouvoir appliquer f.q
au morphisme J° — G2, avec &’ := g¢,, et & := &g, et terminer la preuve de @ comme dans le
cas linéaire, il reste deux choses a prouver :

1) U;r m~7((9F0) C U, m~7T((9Fo)

ii) j(OFO) NnNU, = jO(OFO) NU,.

Pour cela, 'ingrédient essentiel est : soit N}, un groupe unipotent sur un corps parfait de
caractéristique # 2 et o une involution. Alors H'((c),Ni) = 0, et si de plus Ny est lisse et
connexe, alors N7 est aussi. Utilisant une série centrale caractéristique, l'assertion sur le H' se
dévisse immédiatement au cas abélien ou elle est évidente. Pour I'assertion de connexité, on peut
commencer par étendre les scalaires a une cloture algébrique. Utilisant ensuite une série centrale
caractéristique dont les sous-quotients sont des produits de G, [@, Exp. 4.1.1 iii) et 4.1.5] et la
nullité du H' qu’on vient de vérifier, on est ramené au cas Ny, ~ G”. On peut alors diagonaliser
la matrice de o et réduire encore au cas r = 1 ou c’est évident.

Prouvons alors ii) : il suffit de voir que 'adhérence schématique de U dans J est connexe. Or,

celle-ci est la partie o-invariante de I’adhérence schématique de Resp|g, (i) dans ReSOF\OFO (J),
laquelle est connexe par @ ii), puisque Resor|og, (j ) est connexe. L’assertion de connexité de
I'ingrédient ci-dessus permet donc de conclure. Pour obtenir i), nous prouverons l’assertion plus
forte o= (“Gok) = “Ji, ce qui équivaut & JH(Og,) = J(Og,) N G+. Posons J := Reso,|op, (J)
et k := kp, pour alléger les notations. La nullité du H L ci-dessus montre qu’en appliquant le
foncteur des o-invariants, la suite exacte “J — Jr — 9Ji reste exacte. L’assertion de connexité,
et le fait que le groupe des invariants d’un groupe réductif par une involution est réductif assurent
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alors que “jka = "*Ji. De méme avec des notations similaires, on a “ngkU = “G, . Mais on sait
que ¢71(ugvm7k) =T par le cas linéaire (par compatibilité entre les radicaux de Jacobson des
ordres auxquels sont associés ces groupes), et il ne reste plus qu’a prendre les o-invariants.

On en déduit aussi au passage que 15 induit un isomorphisme 79 (93,2 k) = w0(Jk), i-e. que
le défaut de connexité de J est le méme que celui de Gg 4.

8.8 Preuve de la proposition : On peut faire le méme raisonnement inductif que pour la
preuve de @, en demandant que les strates intermédiaires [A, n, t,?] vérifient ¥ = —~t et que les
caracteres 0t € C(A,0,~") soient invariants par o. Pour assurer la propriété requise des v*~ dans
la construction inductive, on utilise [[d, (1.10)]. L’invariance des caracteres '~ sous o est alors
automatique par décomposition d’Iwahori.

8.9 Preuve de la proposition @ : Le groupe M est un produit de groupes linéaires et d’un groupe
classique, il suffit donc de traiter chacun de ces groupes séparément. En fait nous ne traiterons que
le cas classique car c’est le cadre dans lequel les outils nécessaires ont été développés par Stevens
(notamment le lemme 5.4. de [R0]). Nous laisserons le lecteur se convaincre que la méme preuve
fonctionne dans le cas linéaire, en admettant que les outils correspondants sont encore valables (ils
sont en fait plus faciles & obtenir et souvent, un analogue “simple” se trouve dans , Ch. 8.1]).

Supposons donc M = G, R = Zp_cycl[%] et V € Modgr(G). On veut trouver un idempotent
semi-simple ¢ tel que eV # 0. Il suffit bien-sir de le faire pour V irréductible. Quitte a étendre les
scalaires on peut supposer que V est définie sur un corps algébriquement clos de caractéristique
différente de p.

Donnons-nous une strate [A,n,r, 3] semi-simple autoduale avec r < n et un caractere 6 €
C(A,r,B)7 tels que g9V # 0. Remarquons que pour r assez grand, il existe de telles données.
Choisissons un prolongement 6 € C(A,r—, 3) de 6. Nous noterons A_ := {z € A = Endp(V),z =
—T} et ag(A)_ := A_ Nas(A). Comme dans le début de la preuve du théoréme 5.1 de [R(], il
existe un élément ¢ € a_,(A)_ tel que le caractere ¥ := gqur(A,ﬁ)a apparaisse dans Vg g)e-
Décomposons F[§] = Hielﬁ (E; x E_;) %X Hjng E; en un produit de corps ou l'involution x — 7
identifie E; et F/_; et stabilise chaque E;. On a aussi la décomposition orthogonale V- = P, Is (Vi
Vo) P jeds V; selon les idempotents primitifs de ce produit. Par le méme argument que le lemme
5.2 et le paragraphe qui le suit dans [@], on peut supposer que ¢ se décompose en ¢ = @), I (ci®
i) Dje s, bj avec ¢; € a_p(A;) pour i € Ig et ¢c; € a_p(A;)- pour j € Jg.

Choisissons des corestrictions modérées sy : Endp (Vi) — Endg, (Vi) pour k € Ig U Jz. On
définit comme dans [, (5.3)] la F[f]-strate dérivée (autoduale) [A,r,7—, s(c)] comme la somme

@([Ai’ rr—, Si(ci)] D [A—i’ rr—, Si(c—i)]) @ [Aja T, Sj(cj)]'
i€lg jeJds

L’élément s(c) est donc dans algebre Ag C A centralisatrice de 3 et vérifie s(c) = —s(c).

Lemme 8.10 /@, Thm 4.4] 1l existe une F[(]-strate autoduale semi-simple [A';r,r—, '] dans V
telle que

s(e) + (a_p y(A)NAg) C o + (a( (A) N Ap).

Preuve : Cet énoncé est une “somme” d’énoncés analogues pour chaque ¢ € Ig, j € Jg. Nous
traitons seulement le cas j € Jg, les autres cas se traitant de la méme maniere mais sans les
complications “autoduales”. D’apres , Prop 4.2], il existe une E;-fontion réseau autoduale dans
Vj telle que a_(,_y(A;) C a__y(A)) et s;(c;) € a_r(A;)- soit “de réduction semisimple” (voir
loc. cit pour le sens de cette expression). Si cette réduction est nulle, on a s;(c;) € a_(,_)(A}) et
on peut prendre o, = 0. Sinon, le réel  est nécessairement de la forme n/ e(A}) et on peut suivre

J
la procédure de la preuve de [@, Thm 4.4]. O

L’outil fondamental est le lemme suivant qui n’est énoncé que pour les strates gauches dans
[@], mais dont la preuve s’étend aux strates autoduales :
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Lemme 8.11 /@, Lemma 5.4] Soit [A', v, r"_, o] une F[(]-strate autoduale dans V telle que
S(C) + (a,(h)(A) M Ag) cao + (CL(TL)(A/) n Aﬁ) .

Alors il existe @ € C(N',17'—, ) et € a_(N') de corestriction s(¢') = o tels que la représentation
V' contienne le caractére V' := 0"Yer oo (pr gy - S de plus o =0, alors on peut choisir ¢ = 0.

Preuve : Nous nous contenterons de remarquer que les arguments de type “théorie des représenta-
tions” de la preuve de Stevens (lemme 5.9 de [@]) concernent des représentations de pro-p-groupes
et restent valables dans notre situation ou C est remplacé par un corps algébriquement clos de
caractéristique différente de p. On pourrait aussi facilement remplacer ces arguments en prouvant

ngc S RGE@w;/RG

de maniere analogue a la preuve de la proposition . (]

Appliquons ce lemme & la strate [A',r,r—, a'] du lemme . D’apres [E, Lemma 3.5], la
strate [A’,n,r—, B + ] est équivalente & une strate semi-simple, disons [A’,n,r—, §'] et par [@,
Rk 3.14.ii)], on a ¢ € C(A',r—, B).

On a donc une procédure pour baisser strictement le “niveau” d’un caractere semi-simple auto-
dual intervenant dans V. Cependant, il n’est pas encore clair que cette procédure produise apres
plusieurs itérations un caractere semi-simple autodual de “niveau” 0; on peut en effet supposer
les r rationnels, mais on ne controle pas les dénominateurs. Pour les contréler, il faut appliquer le
lemme dans la situation ol

i) f intervient dans V et ¢ = 0.

ii) A’ est une somme sur 7, j de fonctions-réseaux optimales (au sens de Moy-Prasad, cf [@,
(4.3)] dans le contexte présent), r’ < r est tel que a_,» (A’) Da_, (A) et o/ =0.

Le lemme nous dit alors que V' contient un caractére de C(A’,r'—, ), mais cette fois A’
est somme de strates optimales et sa période est bornée par un entier dépendant seulement de
dimp (V). Ainsi les r € Q qui sont des sauts pour de telles strates ont leur dénominateurs bornés,
et la procédure de raffinement ci-dessus produit bien un caractere dans un certain C(A,0, 3)
intervenant dans V.

9 Groupes modérés

Dans cette section, le corps de base redevient K et le groupe réductif connexe G est supposé
modérément ramifié. Nous allons appliquer les résultats généraux de la partie ﬂ aux caracteres
génériques introduits par Yu dans [@}

9.1 Groupes de Yu: Suivant [@, sec. 2], un sous-groupe fermé G° de G est appelé sous-groupe
de Levi tordu modéré si apres extension des scalaires de K a une extension modérément ramifiée,
il devient un sous-groupe de Levi. On sait alors —toujours de maniére non-canonique, mais peu
importe— identifier B(G%, K) & un sous-ensemble de B(G, K), et ce de telle sorte que pour un point
x € B(GY,K), on ait G = G'NG, et GOF =G'NG.

Etant donnée une suite de Levi tordus modérément ramifiés G := {G% c gl -C Gg1:=g},
et une suite 7 = {0 < 7o < --- < 74}, Yu définit dans [R5, sec 2] un groupe GQE 7 qu’il réalise dans
dans [@ sec 10] comme groupe des points entiers d’un modele lisse gm #de G sur Og.

D’apres | E, Prop. 10.4], la fibre spéciale de gm est unipotente si rg > 0. Dans le cas contraire
ro = 0, il y a une immersion fermée G% — g} # qui induit sur les fibres spéciales un isomorphisme
des quotients réductifs. Comme dans la preuve de la proposition E on en déduit qu'un sous-
groupe de Levi M de G est g° ~admissible si et seulement si i) x € B(M, K), ii) M contient le

centre connexe Z(GY)° eventuellement conjugué par un élément de G, ». On en déduit aussi que
Gl {OK) =G} =G,z NG
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9.2 Caractéres génériques : Gardons les notations précédentes et donnons-nous aussi une suite
¢ := {0, -+, Pa} ot chaque ¢; est un caractére de G* := G*(F) qu’on supposera G**!-générique
(pour i < d), au sens de [@, sec. 5]. On suppose que la suite 7 des niveaux r; des ¢; vérifie 0 < rg <
<o < 1g—1 < Tg,0npose s; :=1;/2 et on note §:= (0,80, +,84-1) et 5+ := (04, so+, - -, Sa—1+).

Selon [@, Prop 4.1], la donnée de ¢ définit un caractere 6 = []; ¢; de G, s1, normalisé par
C_fm,g, et tel que

i) Intg, (0) = ém7§‘, cf [E, Prop 4.1]

ii) la forme bilinéaire (z,y) — 0([z,y]) sur éig/éIng est non-dégénérée; c’est la somme de
i=04ad—1 des assertions de non-dégénérescence de [R5, 11.1] appliquées a (G*, G*1),.,
et ¢l

Soit alors M un sous-groupe de Levi _C';;’ admissible contenant Z (G%)°, et (P,P) une paire de
paraboliques opposés de Levi commun M. Il résulte immédiatement des définitions qu’on a une

décomposition d'Iwahori G, g4 = Uy 51 Mm,§+UZ7§’+ pour laquelle les restrictions 9‘[7 o et H‘ﬁ
@5 @5+

sont triviales. De plus, le groupe J\Zimygnr est le groupe de Yu associé a la suite de Levis modérés
M = {MNGY c - c MNGY = M} de M et a la suite de “réels” 54+, et la restriction
O = 9‘ Mooy est le caractere associé a la suite de caracteres génériques gi_)" Ve

On a donc rassemblé tous les ingrédients pour prouver de la méme maniere que pour les groupes
linéaires et classiques la proposition suivante qui est un analogue de IE et @ :

Proposition 9.3 Gardons les notations ci-dessus, posons R = prcycl[l—lj], et notons €g,, l'idem-

potent de RM, g associé & Onr. Alors
ey+eg,con € RGreu, e oy, -

Preuve : Par ce qui précede et par , €p,, est un idempotent essentiellement de niveau zéro pour
le modele lisse M . de M. Par ce qui précede encore, on peut appliquer @ avec G’ = G° et
G =G>, et e =gg,, et & =¢eg. On omet les détails en renvoyant aux preuves de E et @ O

Remarquons maintenant que G° contient le centre connexe de M et par conséquent, ’in-
tersection B(G°, K) N B(M, K) est stable par translations sous ajs. Appliquant la proposition
précédente aux points de z + apr, on en déduit que l'idempotent €p,, de R]\_jm,; est P-bon au
sens de @ Il est fort probable qu’en utilisant des résultats annoncés récemment par Ju-Lee Kim
et Yu sur l'exhaustivité de la construction de Yu pour les groupes modérés (ceux dont tous les
tores sont modérément ramifiés), on puisse prouver que la famille des idempotents du type e,
comme ci-dessus est génératrice dans Modgr(M). Il faut pour cela attendre de lire les détails de
leur preuve.

A Décomposition “par le niveau” de Mody(G)

Le but de cette section est d’étendre a la catégorie Modr(G) la décomposition “par le niveau”,
implicite dans les travaux de Moy et Prasad lorsque R = C et explicitée dans le cas ot R est un
corps par Vignéras dans [@, IL.5)].

Les arguments reposent in fine sur les constructions de Moy et Prasad dans [E], et notamment
sur la comparaison entre deux familles de filtrations concernant le groupe et 1’algébre de Lie. Pour
cette comparaison, des hypotheses sont nécessaires, cf le commentaire qui suit [@, Cor 5.6.]. Ces
hypotheses, peu contraignantes, sont vérifiées dans tous les cas considérés dans le présent article,
et quoiqu’il en soit, Yu explique dans [@, 5-6] comment modifier la construction originale de
Moy-Prasad dans le cas général.

A.1 Décomposition de catégories abéliennes : Nous rappelons ici un peu d’abstract nonsense.

Soit C une catégorie abélienne (avec limites inductives exactes). Pour une famille (Qy)nen d’objets
de C on considere les propriétés suivantes :
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— (PROJ) Chaque @, est projectif et de type fini (“compact”).

— (DISJ) Si n # m, alors Home (Qp, Qm) = 0.

— (GEN) Pour tout objet V de C, on a Home (8, @n, V) # 0.
Par ailleurs, pour tout objet V' de C, posons

V, = > img¢CV,
¢peHome (Qn,V)

un sous-objet de V. Les propriétés (PROJ) et (GEN) impliquent que V = ) V,. La pro-
priété (DISJ), toujours avec (PROJ), assure que la somme est directe, i.e. V = @, V,. On
peut paraphraser cela en introduisant la sous-catégorie pleine C,, de C formée des objets vérifiant
Home (Q, V) = 0 pour tout m # n. On obtient en effet une décomposition de C en une somme
directe de sous-catégories “facteurs directs” C ~ @, C,.

Plus généralement, pour I C N, notons C; la sous-catégorie pleine de C formée des objets
vérifiant Home (@, V) = 0 pour m ¢ I. Alors C; est une sous-catégorie “facteur direct” de C.

A.2 Types non raffinés de Moy-Prasad et décomposition de Modz[%](G) : Soit z € B(G, K).
Moy et Prasad ont défini (7], [id] et [B4, 11.5]), une certaine filtration décroissante de G, par
des pro-p-sous-groupes ouverts G, € R. Les sauts de cette filtration sont discrets et on a des
relations de commutateurs (G, Ge,s) C Garys. Sil'on convient de noter G, .+ = U, Gzs,
alors G, g+ = G}, et pour tout r > 0, le groupe fini G, ,/G, .+ est naturellement un F,-espace
vectoriel. Ils ont ensuite défini certains caracteres complexes des gradués G /G, .+ appelés types
non raffinés minimaux de niveau r, dont nous noterons I’ensemble N R, .. Ces caracteres sont donc
a valeurs dans l’extension Z[1, Cp) si (p est une racine p-ieme de l'unité. Enfin, Moy et Prasad ont
défini un ensemble PO de “points optimaux” dans I'immeuble, fini modulo action de G, et nous
noterons (ry, )neny une énumération des sauts des filtrations associées aux points de PO.

Posons maintenant Qo := @, 1'ndggr o (Z[%]) ou z décrit un ensemble (fini) de représentants

des G-orbites de sommets de Z. Pour r € R, posons (comme dans la remarque de [R4, p. 136])

P(r) = @ indgw $9)

2€PO,XENRy »

que ’on voit comme une représentation de type fini & coefficients dans Z[%].
Lemme A.3 La famille Q, = P(rn), n € N d'objets de Mody1(G) vérifie les propriétés
(PROJ), (GEN) et (DISJ).

Preuve : D’apres [@, I1.5], pour tout corps algébriquement clos R de caractéristique # p, la famille
de représentations (Qn ®z(1] R)nen de Modg(G) vérifie les propriétés (PROJ), (DISJ) B4, 11.5.8]

et (GEN) [@, I1.5.3] de la section précédente. Nous allons montrer que cela implique formellement
qu'il en est de méme de la famille (Qn)nen dans Mody1(G).

(PROJ) : En tant que somme d’induites de Z[%]—représentations de type fini de pro-p-sous-
groupes ouverts, P(r) est projective et de type fini dans ModZ[%](G).

(DISJ) : puisque @, est sans torsion, Homg(Qn, Qm) — Homg(Q, ® C, @, ® C). Ce dernier
est nul par [P4, 11.5.8] appliqué 4 R = C.

(GEN) : soit V un objet de Modz[%}(G) tel qu’il existe I # p premier tel que V; := {v € V,lv =
0} # 0. On peut voir V; comme une F;-représentation de G. On sait alors par @, I1.5.3] qu’il existe
n € N et un morphisme non nul ¢ : Q,, — V; ® F;. Par engendrement fini de Q,,, ce morphisme
se factorise par V; ® F;x pour un certain k¥ € N. D’ot1 un morphisme non nul Q,, — (V;)* et
par suite lexistence d’un morphisme non nul @,, — V; que l'on peut composer avec l'injection
Vi— V.

Si maintenant V; = 0 pour tout [ # p, c’est a dire si V n’a pas de torsion, V se plonge
dans V ® Q. Comme précédemment on déduit de [@, I1.5.3] Dexistence d’un morphisme non nul
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Q. — V ® Q. Par engendrement fini de @,,, on peut multiplier par un “dénominateur commun”
pour obtenir un morphisme a image dans V.

O

Bien-siir on obtient des décompositions similaires en étendant les scalaires & toute Z[1]-algebre

R. On obtient aussi la décomposition annoncée dans la preuve de [.3. Enfin, on déduit de cette
décomposition que si une représentation est engendrée par ses invariants sous un sous-groupe
ouvert compact, alors tous ses sous-objets ont la méme propriété. Ceci justifie le corollaire @
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