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Chapitre 4

Commande predictive des systemes hybrides

4.1. Introduction

Le termesystéemes hybridese réfere a des systémes dont les modéles font in-

tervenir simultanément des phénomeénes continus et disetgiour lesquelles des
approches purement continues ou discrétes ne sont pasisatites. Si certains de
ces systémes ont fait I'objet d’études déja anciennest(iEesas par exemple des
systemes a relais), ce n’est que récemment qu’'une comnmauressemblant des au-
tomaticiens et des informaticiens s'est intéressée a dpgpel des formalismes de
modeélisation, des outils d’analyse et de synthese gén¢ra\xx01]. Les principales
conférences consacrées a cette thématique ddyibrid Systems : Computation and
Control (HSCC) " et “Analysis and Design of Hybrid Syste(dDHS)".

La difficulté majeure pour I'étude des systemes hybridesipnt de I'impossi-
bilité de faire coexister mathématiquement, dans une ilémifiée simple, des va-
riables continues et discrétes (y compris pour ce qui corclker temps). La résolu-
tion des problémes passe en général par des approchegatgques. La commande
prédictive est ainsi tout particulierement indiquée pe@soudre le probleme de com-
mande optimale pour ce type de systéme.

Ce chapitre présente tout d’abord les formalismes PRiddeWise Affieet MLD
(Mixed Logical Dynamicglen section 4.2, en mettant I'accent sur leurs possibiités
limitations. La mise en ceuvre de la commande prédictive egsaleux formalismes
est ensuite détaillée en section 4.3, notamment par I'éeadéachniques de résolution
du probléme d’optimisation associé.

Chapitre rédigé par SylvaindlRENSet Jean BISSON
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4.2. Formalismes
4.2.1. Systemes PWA

4.2.1.1. Description

Un systéme PWA est décrit par un ensemble de modéles affisesi@s un parti-
tionnement de I'espace d'état-commande. Classiquemedgcoupage résulte en un
nombre fini de régions polyédrales disjointes. Une partigist alors définie par un en-
semble d’'inégalités linéaires qui constituent des comtiesiadditionnelles du modéle
d'état affine.

En temps discret, un systéme PWA prend la forme suivante :

X(k + 1) ALX(k') + Btu(k?) + a; (413.)
y(k) = Cx(k)+ D;u(k)+c; (4.1b)

ou I'indice représente le modék) € I C N a l'instantk défini par I'appartenance a
la régiony; de I'espace d’'état-commande :

(x(k),u(k)) € xi = {(x.w) |[Fox + Gu < £} (4.2)

x e XCR™ uelUcCR"™ety € Y C R" sont respectivement I'état, I'en-
trée et la sortie du systéme. Les inégalités définissantliens de I'espace d’état-
commande sont non strictes, ce qui signifie que les frost@oet communes. En toute
rigueur, il faudrait utiliser aussi des inégalités strictke telle sorte que le découpage
constitue un partitionnemernite. des régionsy de I'espace d’'état-commande telles
quex; Nx; = 0 Vi,j € Tetx; = X x U. Pour prendre en compte des discontinui-

tés de I'état aux commutations (changement de mode), ildmutter aux équations
ci-dessus des fonctions de saugset mappgpour réinitialiser I'état du systéme.

EXeEMPLE.— Un systéme PWA peut résulter de I'approximation d’un ésyst non-
linéaire par un ensemble de modéle affines. L'exemple de la€fig.1 est une cuve
remplie de liquide et possédant une fuite. Spjtla section du tuyau de fuité, la
hauteur de liquide ét,,,, la hauteur maximale de liquide dans la cuve. Le débit de
fuite ¢ est donné par I'équation de Torricelli :

q=>Sf/2gh (4.3)

avec l'accélération de la pesantguCette relation est non-linéaire (doucessnooth
a cause de la présence de la fonction racine carré.
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Figure 4.1. Exemple : débit de fuite d’'une cuve remplie de liquide

Vh

Xlé Xz i X3

0 h ho h,,;m = h

Figure 4.2. Exemple : partitionnement de I'espace en trois régions

L'espace engendré par la hauteur de liquidest partitionné en trois régions comme
illustré par la figure 4.2. Ainsiy/h est approchée par :

i si 0<h<h
Vii={ i —py) +vVRT s i <h < hy (4.4)

%(h‘_hﬂ)‘f' \/h2 Si h2 Shgh'rnax

4.2.1.2. Simulation des systémes PWA
L'algorithme suivant permet de simuler un systéeme modélisss forme PWA :
1) Choisir I'état initialx (k) ;
2) Choisir la commanda(k) ;

3) Le couple(x(k), u(k)) (satisfaction des contraintes liées a la partition considé
rée) permet de connaitre le moié) ;
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4) Déterminex(k + 1) avec (4.1a);
5) Allera 2 en prenant = k + 1.

Il est donc trés simple de simuler un systeme PWA, puisque reelrequiert aucun
calcul autre que I'évolution de la trajectoire de I'étagt de la sortiey.

REMARQUE.— Les systemes PWA présentés ici ne peuvent étre I'objetigusm-
mutations autonomes (franchissement d’'une frontiéreraépaeux régions). Il est
en effetimpossible de modéliser des commutations comis@éec cette formulation,
dues par exemple a la présence d'un interrupteur ou d’'uneeviemut-ou-rien (TOR)
dans le systeme. Aprés la section suivante consacrée aalfeme MLD, nous re-
viendrons sur ce point avec une extension du formalisme RMVAdction 4.2.3).

4.2.2. Systemes MLD

4.2.2.1. Description

La figure 4.3 est une représentation assez générale d'udnsystynamique hy-
bride qui consiste en l'interaction d’'un sous-systeme &) étiscret et d’'un sous-
systéme(a état) continu interconnectés par I'intermealiinterfaces continu/discret
(C/D) et discret/continu (D/C). On retrouve ce type de strteedans beaucoup de sys-
temes ou une partie commande (numérique) interagit avepantie opérative (analo-
gique) par I'intermédiaire d’interfaces analogique/nuiopge et numérique/analogique.

Le formalisme MLD repose sur la transformation de relatidim®plication (—)
et d’équivalence<-) en inégalités mixtes. Des relations de ces types intemeien
aux interfaces et leur transformation en inégalités va pérmde les formaliser pour
les inclure dans un modéle mathématique global. Le terméemixe I'on retrouvera
souvent dans la suite désigne la présence de variables @ryalentinues (réelles)
et de variables a valeurs discrétes (logiques/binaires s équations. Pour la par-
tie dynamique continue, si les équations sont linéairesjriégalités mixtes seront
aussi linéaires. Dans les développements actuels du fismaaMLD, la dynamique
continue est décrite par des équations linéaires a tempsetigquations aux diffé-
rences/de récurrence). Le formalisme MLD repose donc sudées—clés suivantes :

— représenter le couplage entre les dynamiques discretem#nues par des in-
égalités linéaires mixtes;

— représenter les relations logiques sous forme d'inégdiitéaires binaires;;

—inclure des variables binaires dans des équations auxeliftes.
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Entrées logiques

|

Evénement Décision

Automate / logique
C/D Interfaces D/C
Dynamique continue
Etat continu T Changementde mode

Entrées continues

Figure 4.3. Interaction entre des sous-systémes discret et continu

La partie discrete du modeéle permet de décrire des dynamiques typiquement re-

présentées par un automate d’état fini. Les relations legigiécrivant son fonction-
nement peuvent étre transformées en inégalités linéamagds via un ensemble de
transformations élémentaires dont on donne un apercgussieds. Soient trois propo-
sitions logiquesX, X, et X3 et les trois variables binairés, d2 etd; associées. La
proposition logiqueX; — X5 qui s’écrit[é; = 1] — [d2 = 1] se transforme en :

01 —02<0 (4.5)

La proposition logiqué X, A X3) < X3 qui S’écrit[d; = 1] A [02 = 1] < [d3 = 1]
se transforme en :

—01 + 03 < 0
—02 + 03 < 0 (4.6)
01+d2—03 < 1

L'ensemble des transformations se trouve rassemblé dai@ Q). En pratique, les
inégalités linéaires sont obtenues en ayant recours aul dédnveloppe convexe pour
lequel des algorithmes efficaces existent ou au calcul dedsnormales conjonctives
(CNF pourConjonctive Normal Forin Lexemple suivant illustre ce propos.
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u = switch

u = switch ‘ ‘ u = switch

u = switch

Figure 4.4. Exemple : automate d'états fini

EXeEMPLE.— Considérons le petit automate de la figure 4.4 modélisasysteme de
chauffage.

Il est composé de deux étatiGud et froid) et d’'un interrupteur poussoir. Le com-
portement du systéme est trés simple : il reste dans I'étaicdtant que I'interrupteur
n'est pas actionné. Le systéme change d’état quand on agyauienterrupteur. Pour
décrire ce comportement, il faut donc considérer une viridigtat logiquex(t) €
{chaud, froid} et une entrée de commande logique) € {switch, switch}.La
dynamique de ce systéme est la suivante :

si z(t) = chaud et u(t) = switch alors z(t + 1) = froid
si z(t) = chaud et u(t) = switch alors z(t + 1) = chaud
si z(t) = froid et u(t) = switch alors z(t + 1) = chaud
si z(t) = froid et u(t) = switch alors z(t + 1) = froid

En introduisant les variables binair&se {0, 1} suivantes :
01=1 < z(t) = chaud
0o =1 < wu(t) = switch 4.7
03=1 < a(t+1)=chaud

le comportement du systéme s’écrit :

O = = O

] [03 = 0]
|2 s 42)
] [03 = 0]

Les quatre inégalités ci-dessous forment dans]® I'enveloppe convexe du polytope
défini par les sommetd, 1,0), (1,0,1), (0,1,1) et(0,0,0) :

—01 — 02 + 03
—01+02 — 03
01— 02 — 33
01+ 02 + 3

(4.9)

IAIAIAIA
cooo
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Les interfaces permettent de représenter les interactions entre la pdisieete
et la partie continue du modeéle. Prenons quelques exempdesqu’'une grandeur
continue atteint un certain seuil, éwénemend’alarme est généré (passage continu
vers discret) ; I'arrét d’'urgence a été demandé, les vanmeildnges doivent s’ouvrir
(changement de mode : passage discret vers continu).

A linterface continu vers discret (C/D), l'introductioredvariables auxiliaires bi-
nairesd est nécessaire pour représenter les événements (ex. hissemment d’'un
seuil). La relation

[f(z) <0] = [6=1] (4.10)
est convertie en deux inégalités mixtes :

fl) < MQ1-9)
{f(:c) > e+ (m—e)d (4.11)

e > 0 représente une tolérance permettant d’obtenir des inégalon-strictes, ce qui
est nécessaire pour les utiliser comme contraintes lorsskeen forme de problémes
d’optimisation ¢f. sections 4.2.2.3 et 4.3.2j. est une fonction de € R telle que
f(z) € [m, M]oum et M sont respectivement un minorant et un majoranf de

De méme, a I'interface discret vers continu (D/C), des \deimauxiliaires réelles
z seront introduites pour prendre en compte des changemem®de (ex. : vanne
ouverte). Le produit mixte
z=190f(x) (4.12)

est convertie en quatre inégalités mixtes :

z > md

< M
2 < fa)-m1-9) (413)
2 > @) - M(1-0)

REMARQUE.— Dans ce qui précéde, nous avons vu que la dynamique @igoavait
étre convertie en inégalités linéaires binaires. A I'ifdee, I'introduction de variables
auxiliaires permet de décrire par des inégalités mixtafilience de I'état continu sur
la dynamique discréte (événements) et I'influence de Iditadret sur la dynamique
continue (changement de mode). On retrouvera donc ledblesiauxiliaires binaires
0 dans les équations de la dynamique discréte et les varialpdgires réelles dans
les équations de la dynamique continue. Les bases du fammalMLD sont posées.
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4.2.2.2.Mise en équations

uj

l

Automate / logique

Dynamique continue

T

Ue

Figure 4.5. Modéle MLD

Si on considére des dynamiques continues linéaires a teisp®i |'utilisation
des transformations précédentes permet de mettre en @ogiddi systéme modélisé
par la figure 4.5 sous forme d’'un ensemble d’équations et déraiates linéaires
mixtes :

X(k + 1) = Alx(k:) + Blu(k) + BQ(S(k) + BgZ(k}) (414a)
y(k) = Cix(k)+ Diu(k) +D2d(k) + Dsz(k) (4.14b)
E2d(k) + Esz(k) < Eju(k)+ Esx(k) + Ej (4.14c¢)
avec |'état
x = C((C) avec x. € R™, x; € {0,1}"" | n, = nge + Ny (4.15)
!

I'entrée de commande

u= <uc) avecu, € R™= w; € {0,1}", ny £ nye + Ny (4.16)
w
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et la sortie
y= (i:) avecy. € R™, y; € {0,1}"", ny & nye +ny (4.17)

Les variables auxiliaire§ € {0,1}" etz € R™ (r £ r. + ;) proviennent de la
transformation des relations de la partie discréte et degfates en inégalités mixtes
linéaires.

REMARQUE.— Si on préte attention a la structure des équations (4-14.d)ic), on
peut noter plusieurs choses :

— dans chaque mode les équations dynamiques sont linéaiesenthangement
de mode est un aspect non-linéaiaehédans les inégalités mixtes (matrides.. s) ;

— la partie de la dynamique continue commune & tous les medesws/e dans les
matricesA, By, C; etD;1;

—la dynamique continue relative aux différents modes seve@insi prise en
compte par les variables auxiliaires réelest les matriceB; etDs ;

—la dynamique discréte est prise en compte par les varialdesctes, les va-
riables auxiliaires binaire$ et par I'intermédiaire des matric#s, et D, ainsi que les
inégalités mixtes.

4.2.2.3.Modele MLD bien posé et simulation

Un modéle MLD est dibien posési pour tout coupléx(k), u(k)), les variables
x(k+ 1) ety(k) existent de fagon unique, permettant d'obtenir une trajestinique
de I'étatx et de la sortiey pour un état initialk (k) et une séquence de commandes
(u(k),--- ,u(k + N)). Un modéle MLD est ditomplétement bien poséle couple
(6(k),z(k)) est également unique.

Pour tester I'existence du cougdl&k), z(k)), une fagon de procéder est de formu-
ler un probléme d’optimisation mixte linéaire dit de typell¥® (Mixed Integer Linear
Program). Etant donné le couplex(k), u(k)), il s’agit de résoudre

Ty

smin > 8ilk) g (k) (4.18)

i=1

1. Toutefois, ce n'est pas requis par le formalisme. Si toasriedes partagent une partie de
la dynamique continue, elle peut évidemment étre prise erptpar les variables auxiliaires
réellesz, cf. remarque suivante.
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sous les contraintes (4.14c) pour déterminer le co(file), z(k)) solution. Pour tes-
ter l'unicité, le lecteur est invité a se reporter a [BEM 9@]ast présenté un algorithme
basé sur un test de faisabilité.

L'algorithme suivant permet de simuler un systéme modélisés forme MLD :
1) Choisir I'état initialx (k) ;
2) Choisir la commanda(k) ;

3) Pour le coupléx(k), u(k)), obtenird (k) etz(k) en effectuant un test de faisa-
bilité sur les contraintes (4.14c);

4) Déterminex(k + 1) avec (4.14a);
5) Allera 2 en prenant = k + 1.

Les contraintes sont indissociables des équations dapsitaufation du modele.
Les relations aux interfaces ont été transformées en inégdihéaires mixtes. Pour
simuler un systéme MLD, il est donc nécessaire de résoudrague instant un pro-
bléme d’optimisation de type MILP pour déterminer le coulg:), z(k)) nécessaire
pour obtenir I'état suivant(k + 1) et la sortiey(k) a I'aide des équations (4.14a) et
(4.14b).

4.2.2.4. HYSDEL

HYSDEL est I'acronyme de HYbdrid Systems DEscription Laage [TOR 02].
C’est un outil de description de modéle qui permet d’obtienforme MLD (4.14a)—
(4.14c) de fagon systématique. La transforma#ida maindes relations aux inter-
faces en inégalités linéaires mixtes s’avére trés fastidie A partir des équations
dynamiques, des équations logiques et des relations arfaoés exprimées dans un
langage proche du C, HYSDEL génere un script Matlab contelearmatrices du
modeéle MLD et des informations supplémentaires telles gagedimensions de ces
matrices et des parametres de contréle.

L'appel du programme HYSDEL se fait depuis Matlab avec eapetre le fichier
source (fichierhyg. HYSDEL renvoie un fichiermcontenant les matrices du modéle
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sous la forme suivante :

Geten) = (ar &) G+ (o ma ) Gate)
(o Jow (B )= @

(o) = (& &) o) (B B ) (i)
(D)ot (Do )ath (4.19b)

E.8(k) + Esz(k) < E <‘;(k))) +Ey (’;l((:;) +E;  (4.190)

Un fichier HYSDEL est divisé en deux parties. La premiére ipadppeléelN-
TERFACE a pour but de déclarer les variables (états, entréesespeinsi que les
constantes. Elle comprend donc les secti®ShATE INPUT, OUTPUT et PARAME-
TER La deuxiéme partie, appel@dPLEMENTATIONest composée de huit sections
OUTPUT, AQ LOGIC, DA, LINEAR CONTINUOUSAUTOMATA MUST décrivant
les relations entre les variables du modeéle :

1) SectionOUTPUT : elle permet de spécifier des relations linéaires et logique
pour la sortiej.e.du type :y. = x. + buc, y = x; V uy;

2) SectionAD : elle définit les variables auxiliaires binairésssues de des rela-
tions du type : siz. < balorsé = 1;

3) SectionLOGIC : cette section permet de spécifier des fonctions arbigaie
les variables binaires (sélection de mode par ér.)des relations du typ& = 61 V
u

4) SectionDA : elle définit les variables auxiliaires continuesssues de condi-
tions du type si-alors-sinon sur les variables binairesglle définit les modes. On
trouvera dans cette section des relations du typé =sil alorsz = ajx. + by sinon
z = azxc + ba;

5) SectionLINEAR: elle permet de définir des variables auxiliaires qui sost de
expressions affines des variables continuesje relations du type = ax. + b;

6) SectionCONTINUOUS: elle décrit la dynamique continue, sous la forme
d’équations aux différenceise. de relations du type 2 = az. + bu. + cz;

7) SectionAUTOMATA: cette section décrit la dynamique discréte sous la forme
d’équations logiques du type" = 2, A u; ;

2. L'exposant+ symbolise I'instant suivant.
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8) SectionMUST : cette section permet de spécifier des contraintes addéls
(telles que des bornes sur la commande) sur les variablesodélensous la forme
d’'inégalités linéaires et de relations logiques, pané¥” < x. < 2%, §; A Js.

Un modéle MLD n’est pas unique en ce qui concerne le nombradahtes auxi-
liaires. Pour un méme systéme, il y a autant de modéles MLDdguacons d'in-
troduire les variables auxiliaires. Il est alors souhaé@ate rechercher le modéle qui
minimise le nombre de variables binaires afin de minimisemwlaplexité combina-
toire. HYSDEL comporte un algorithme dédié a cette recherBlour en savoir plus
sur les possibilités offertes par cet outil, le lecteuregté a consulter le manuel d'uti-
lisation d’HYSDEL [TOR 02]. Actuellement, I'écriture madrelle n'est pas prise en
charge lors de la spécification du modele dans HYSDEL, ceimitel son utilisation
a des systémes de faible dimension. Les futurs développgemetvoient d'inclure
cette fonctionnalité.

4.2.3. Equivalence PWA-MLD et extension du formalisme PWA

4.2.3.1.Equivalence entre les formalismes PWA et MLD

Dans [HEE 01], I'’équivalence entre les formalismes PWA etlVd été montrée
en supposant la présence de bornes sur les états et les¢RWée vers MLD).

Le passage de MLD vers PWA suppose que le modele MLD soit (Ederpent)
bien posé et se base sur I'idée suivante [BEM 00] : partigoespace d'état-com-
mande engendré par. € R"=< etu, € R™=< en groupant en régionsg; tous les
(xI'uT)T correspondant a une méme valeur du vecew®our simplifier, mais sans
perte de généralité, on peut supposer que les variablesdsixa et u; sont aussi
des variables auxiliaires (binaires). Avécfixé, I'inégalité (4.14c) définit alors un
polyédre dan®"=-T"«ct7< et le modéle MLD étant bien posg est défini de facon
unique,i.e.z peut s’écrire comme une fonction affine xleetu,.

4.2.3.2. Extension du formalisme PWA

Une évolution du formalisme PWA consiste a considérer |zgmée d'entrées
continues et discrétese. I'entréeu est de nature mixte. Pour clarifier I'écriture, on
noteu,. € U, C R™c |e vecteur d’entrées continueswef € Uy le vecteur d’entrées
discretes ave@, = ny. + nyq. Les équations du modele (4.1a)—(4.2) sont alors
modifiées comme suit :

x(k+1) = Ax(k)+Bu.(k)+a; (4.20a)
y(k) = Cix(k)+Diuc(k) +c; (4.20b)
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oux € X C R" est le vecteur d’'étatp. € U C R"«< est le vecteur des entrées
continues ey € Y C R" est le vecteur de sortie du systéme. L'indicgénote le
modei(k) € I C N alinstantk qui est défini par une valeur du vecteur des entrées
discretesuy (k) (ug € Uy avec par ex.Uy C Z™4) et 'appartenance a une partition
x; (j € J C N) de l'espace d'état-commande continu, indépendante diegesn
discrétea,;3:

(x(k),uc(k)) € x; = {(x,u.) | Fjx + Gju. < f;} (4.21)
On définit alors une fonctiop : X x U, x Uy — T telle que :
i(k) = p(x(k),uc(k),uq(k)) (4.22)

L'entrée de commanda du systéme se compose des entrées continu@s( dis-
cretes (1y) avecn, = ny. + nyq. Le nombre total de modes pour le systéeme est
donné par:

p = cardl) = cardJ) x cardU,) (4.23)

Cette formulation permet a présent de prendre en comptdeamnsdéle des commu-
tations controlées (ou commandées).

4.3. Mise en ceuvre de la commande prédictive
4.3.1. Commande prédictive des systemes PWA

4.3.1.1. Optimisation mixte

Le principe de la commande prédictive consiste & résoudpraliéme de com-
mande optimale en boucle ouverte sur un horizon de prédigfini) glissant. La
boucle est fermée par I'utilisation d’'une nouvelle meswédétat du systéme a chaque
instant d’échantillonnage. La prédiction est réaliséa@é d’un modele du systéeme
et pour étre le plus général, le modele PWA étendu (4.208%)(4st utilisé dans
cette section. Le modeéle (PWA) de prédiction est statioenain peut donc utiliser
I'origine des temps comme instant courant sans perte degéédlans les équations.

3. C’est un choix de modélisation. On peut aussi faire un cleiypartitionnement dépendant
de la valeur da1, pour I'espace d'état-commande continu.
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Soit Uy la séquence de commandes sur I'horizon de prédiction, ictieiton-
gueurn :

Uy = (@r(0)u”(1) --- u(N —1))7T (4.24)
avecu = (u! u})” et soit la fonction de codt suivante :

N-1
Jn(x(0),Un) = F(x(N)) + Y L(x(k), u(k)) (4.25)
k=0

En pratique, la fonction de codt (ou critére a optimiserjuhan terme basé sur
les écarts de la sortig par rapport a une référence et un terme basé sur I'entrée de
commandau. Soient :

=
A
=
£
=
I

ly(%) = yrlq, + [uk)lq. (4.26a)
[x(N) = xrllq, (4.26b)

b

X

2
I

oly, etx, sont respectivement les références pour la sortie et (ftal). Les ma-
trices de pondération sont symetriques et tellesQue> 0, Q, > 0 etQ, > 0 (en
prenant en compte des contraintes autypiqguement des contraintes sur les action-
neurs, il suffit que la matric€), soit définie semi-positive.). On peut aussi ajouter un
terme sur I'état|x(k + 1) — x,||q, avecQ, > 0.

A chaque instant d’échantillonnage, le probléme d’optatii Py suivant doit
étre résolu, I'exposantsignifiant I'optimalité :

Py ((0)) + Jx(%(0)) = min Jy (x(0), Ux) (4.27)

sous les contraintes du modeéle (4.20a)—(4.21). Une cartgrégalité sur I'état final
x(N) = xy peut étre ajoutée, notamment pour garantir la stabilitéydtéme bouclé
[MAY 00].

Une particularité du probléme d’optimisation ainsi foréagkt sa nature mixte. La
présence d’entrées de commande continugpdt discrétesy,) conduit & considé-
rer la séquence de commandes recherd&figecomme une séquence de commandes
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continues, noté® .y, et une séquence de commandes discretes, hibigesur I'ho-
rizon de prédictionV. On a donc :

J3(%x(0)) = min <min JIn(x(0), (Uen, UdN))) (4.28)

Uan cN

sous les contraintes du modeéle, péue 0,1, --- N —1:

X(k + 1) = ALX(k') + Biuc(ki) + a; (429a)
y(k) = Cx(k)+ Duc(k) +c; (4.29b)

aveci(k) = p(x(k),u.(k),uq(k)).

On notely = (i(0) i(1) --- i(N — 1))T € IV une séquence de modes sur I'ho-
rizon N. Elle caractérise une séqueridgy et N ensembles de contraintes (4.29a)—
(4.29c) poutk = 0,1, --- N — 1. Le problemePy peut se reformuler ainsi :

I540)) = s in T (x(0), (Vo 1) (4.30)

cN

Pour une séquence de modes doringde co(t :

JX](X(O), IN) = min JN (X(O)7 (UcN7 IN)) (431)

UcN

est le colt optimal trouvé en résolvant un sous-problémptifesation continu (la
séquencd — doncUy,y — est fixée) sous contraintes. En utilisant la norme 2, la
fonction de codt est quadratichée. |w|lq = w Qw, ce sous-probléme peut étre
transformé en un probléme standard de programmation cficaeegQP) moyennant
quelques étapes de calcul supplémentaires. L'expessighifie I'optimalité vis a vis
d’'une séquence de commandes discretes donnée. Ainsi,Uarsggde commandes
continues notédJ? est dite optimale en regard de la séquence de commandes dis-
crétesU,; donnéé. Toutefois, le probléme d’optimisation sous contrainte81) n'est

pas nécessairement faisahle, pour la séquence discréte donnée, aucune solution ne
satisfait les contraintes du modéle (4.29a)—(4.29c).

4. Sion utilise la norme 1 oto et moyennant I'ajout de variables auxiliaires, le soushjgnme
d’optimisation est de type LP (polinear Progran).

5. Pour alléger I'écriture, on emploiera dans la suite I'egsion raccourcieéquence discréte
(resp.continug pourséquence de commandes discrétesp.continues.
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4.3.1.2. Enumération exhaustive

A partir de ces considérations, la méthode la plus simple pouver I'optimum
recherché consiste & énumérer toutes les séquences de posdides sur I'horizon
de prédiction puis résoudre les sous-probléemes QP assapi&®quences correspon-
dantes.

Pour une séquence de modes donnée, deux cas de figure peupseigenter :

—il n'y a pas de solution satisfaisant les contraintes, lesgarobléme QP est in-
faisable;

— le sous-probléme QP est faisable, une séquence contiticeatpest trouvée.

Pour chaque séquence de modigsou le sous-probleme QP correspondant est fai-
sable, une séquence continue optinElg, en regard de la séquence discrilgy
associée d et une valeur de la fonction de codt (4.31) sont obtenuegtidum
recherché est donc donné par la séquence de modes qui neirfih84) :

JX(x(0)) = min (Jx (x(0), L)) (4.32)

In

Simple en apparence, cette méthode, que I'on qualifie d'énation exhaustive,
est rapidement mise en défaut lorsque le nombre de modesieta(tongueur de
I'horizon de prédiction augmentent. C’est un phénoméngpdéesion combinatoire :
le nombre de possibilités & énumérer croit exponentieliémec le nombre de modes
et la longueur de I'horizon. Sojt le nombre de modes possibles pour le systeme.
Une énumération exhaustive des séquences de modes cordusidérep’y sous-
problémes QP.

La figure 4.6 représente I'arbre des possibilités : chaquitd€symbolisée par un
point noir) est un sous-probléme QP a résoudre et I'uneedésdt I'optimum recher-
ché. La profondeur de I'arbre est fixée par I'horizsret a une profondeur donnée, sa
largeur est fixée par le nombre de modes possibles du systeme.

Tous les sous-problémes QP sont de dimension identicuéa dimension du
vecteur d’optimisation est difW.y) = 1. X N.

REMARQUE.— Nous avons vu que nombre total de modes pour le systememsé d
parp = cardJ) x cardUy). Toutefois, certains couplég;, ug) ne sont papermis
et ne définissent donc pas un mode possible pour le systémeskan considération
de ces modemiterditspermet de réduire le nombre de modes a énumérer.
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Horizon
' de prédiction

p™ séquences de modes

Figure 4.6. Enumération exhaustive

4.3.1.3. Enumération partielle

Dans cette section, un algorithme d’énumération partesteproposé afin de ré-
duire la dimension et le nombre de sous-problemes QP a réspodr trouver I'op-
timum du probléme mixte (4.28). L'énumération exhaustivasiste a parcourir la
totalité de I'arbre des possibilités de la figure 4.6. Lid#€ de I'algorithme d’énu-
mération partielle est, connaissant un sous-optimum d@8)4d’'évaluer des colts
partiels afin délaguerl’arbre,i.e. couper les branches qui ne peuvent pas conduire &
I'optimum. La méthode se compose d’'une stratégie de despenir parcourir I'arbre
des possibilités et d'un critére d’élimination de branches

Stratégie de descente Supposons étr® (< N) pas d’échantillonnage dans le futur,
i.e.a une profondeuP dans I'arbre des possibilités. On définit le colt padigla ce
nceud :

P—

Jp(x(0),Up) = Y L(x(k), u(k)) (4.33)

k=0

[

La stratégie proposée est de typeilleur d’abord:
— calculer les codts optimaukp_ 1 correspondant aux sous-problémes faisables
pour les différents choix possibles du mode;

— choisir la branche donnant le coGt minimal sur I'horizBra+ 1 pour continuer
I'exploration.
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Elimination de branches : Supposons connaitre un premier sous-optifiuRarcou-
rir 'arbre en éliminant les branches pour lesquelles :

— soit le coQt optimal sur un horizon réduit est supérieurat du sous-optimum
connu;

— soit le sous-probléme est infaisable

Eliminer une branche signifie éliminer toutes les autresdtas issues de cette der-
niére. Le sous-optimurmonnuest actualisé a chaque fois qu’une feuille est évaluée et
gue le colt obtenu est inférieur & celui du sous-optimuméutéat.

Soit une séquence de modEes8 ol l'indice N signifie que la séquence est de
longueurN. Soit un horizonP avecP < N. Les notations suivantes sont utilisées :

- I}N) est la séquence déspremiers modes extraite dg ;

- Ug) est la séquence continue de longuuxtraite deU .y .

On rappelle que I'exposantsignifie I'optimalité vis a vis d’une séquence de modes
donnée i.e. la séquencdJ?,, est optimale vis a vis d'une séquence de mabies

donnée. Toutefois, la séquence extrﬂ@v) n'est pas nécessairement optimale sur
I'horizon P.

Le systéme est stationnaire et pour alléger les notationppeek = 0. Le théo-
reme suivant s'énonce; il est a la base du critére d’élinronate branches.

THEOREME— Soit une séquence de modes donnée, pour touP < N, le colt
optimal obtenu pour la séquendg est supérieur au cot optimal obtenu pour une
séguence extraitE(PN )

VP <N, J(x(0),In) > Jp(x(0),12") (4.34)

6. Toutes les feuilles de I'arbre pour lesquelles le soudlproe QP associé est faisable sont
des sous-optima. L'optimum recherché est le meilleur sqpisaum.

7. 0On rappelle qu'un probléme d'optimisation sous contesinest dit infaisable lorsqu’il
n’existe pas de solution satisfaisant les contraintes dblgme.

8. On fait I'hypothése que le sous-probléme QP associé a leségl y est faisable.
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PREUVE.— Le colt (4.31) se divise en deux termes, pour fout N :
* *(IN N
T (x(0),In) = Jp (x(0), (U5, 157)) +

L(x(0), (w3 (1), (1)) + F(x(NV)) (4.35)

Le co(t est additif et les fonctions et F' sont définies positives donc :

T (x(0),Iy) > Jp (x(0), (U5, 107)) (4.36)

Le colit/p (x(0), Uy, I}N))) est le co(it calculé avec une séquence exttajtd”

et est donc sous-optimal sur I'horizéh:

Jp (x(0), (UZ 107)) > g5 (x(0),197) (4.37)
co(t sous-optimal suP co(t optimal sutP?
g

Supposons étre a une profondétc N et que le colt associér est supérieur
a un sous-optimufconnu, en vertu du théoréme énoncé précédemment, la branche
correspondante et toutes les branches qui en sont issuespétre coupées.

REMARQUE.—

1) La présence d’'une contrainte égalité sur I'état fin@’) = x,. (resp. un terme
sur I'état finalF(x(NN)) n'est & considérer que lors de I'évaluation d’'un colt sus{'h
rizon complet (V), i.e.une feuille de I'arbre de la figure 4.6. Cette contraintef{res
terme) n'existe pas lors de I'évaluation d’'un codt partiel€ N).

2) Dans le cas d'un probléme d’optimisation purement comoine, le cot d'un
nceud dans I'arbre des possibilités est obtenu par la sommeatis associés aux
branches menant a ce nceud. Le probleme considéré dansemibe £st de nature
mixte. Le co(t d’une branche n’est pas connu a priori puisgépend de la com-
mande continue trouvée en résolvant le sous-probléme QP associé au chemin e
prunté dans l'arbre. Soit un nceud a une profondeéux. N, le colt associé a ce
nceud n’est pas la somme des colits de branche mais le colu @steasolvant un
sous-probléme QP sur I'horiza?.

9. Un sous-optimum est une feuille de I'arbre dont le colt &semu en résolvant un sous-
probléme QP sur I'horizoiv.
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Les différentes étapes de I'algorithme vont étre illustrgeaphiquement. Pour
simplifier I'explication, tous les sous-problémes sontmggs faisablé8. On rap-
pelle que les feuilles de I'arbre sont représentées paralassmoirs. Pour compléter,
les symboles graphiques suivants sont utilisés :

— I'évaluation d’'un co(t partiel est représentée par un rond

— la descente vers le premier sous-optimum est illustréel@atraits gras et des
ronds grisés;

— le premier sous-optimum et un meilleur sous-optimum suigant représentés
par un rond en trait gras;

—lorsqu’un co(t partiel est supérieur au meilleur sousamuin connu (horizon
N), il est barré d’'une croix (coupure de branches);

— I'optimum est repéré par un triangle.

La stratégie de descente proposée est illustrée sur la figdrpour I'obtention
du premier sous-optimum. Partant de la racine (en haut derép lesp nceuds sont
évalués et on chaisit la branchiee(le mode) pour laquelle le codt optimdl" est
minimal (branche 1). On recommence la méme procédure jasgtéindre le bas de
I'arbre,i.e.I'horizon N (branches numérotées de 2 & 4). Un premier sous-optimum
est donc obtenu en considérant la séquenc¥ aeodes repérée par les branches 1 a
4,

L'élimination de branches est illustrée figure 4.8. Il y a deltiples facons de
parcourir I'arbre pour évaluer des codts partiels afin dgpeodes branches. A l'issue
de I'étape précédente de descente, un certain nombre desrmeudéja été évalués
(nceuds repérés par un rond) et I'arbre peut étre parcourciunejusqu’a trouver
(ou non) une nouvelle possibilité de descenteun codt partiel inférieur au meilleur
sous-optimum connu.

Sur la figure 4.8, en remontant d’un pas de temps, on supposé@emple qu'il
n'y a pas débon candidaibranche 5)i.e. pas de nceud pour lequel le colt partiel est
inférieur au meilleur sous-optimum connu. Une croix syngmhblors I'abandon de
toutes les branches attenantes. On remonte & nouveau d'de pemps et on suppose
gue la branche 6 fournit une possibilité de descente (bemclet 8).

Les branches issues de la branchefSigure 4.9) sont coupées car le co(t partiel a
ce noeud est supérieur au dernier sous-optimum connu et @mtefusqu’a atteindre

10. C'est un cas trés particulier a but pédagogique. Les smisigmes infaisables sont inté-
ressants du point de vue de la réduction de complexité catdiie puisqu’ils permettent de
couper les branches restantes sans considération de co(t.
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Horizon
+de prédiction

p™V séquences de modes

Figure 4.7. Enumération partielle : stratégie de descente et premier
sous-optimum

Horizon
' de prédiction

pN séquences de modes
Figure 4.8. Enumération partielle : élimination de branches et deseers
un meilleur sous-optimum

la racine car il n'y a plus de possibilité de descente (brarfdd). Le dernier sous-
optimum trouvé est donc I'optimum recherché (symboliséyratriangle). Seuls les
nceuds marqués d’'un rond ont été évalués.

Dans cette approche par énumération partielle, la dimerdgs sous-problémes
QP a résoudre commence:g. au début de 'arbre (prédiction a un pas) pour croitre
avec I'horizon jusqu’a.,. x N en bas de I'arbre (horizaN).
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Horizon
' de prédiction

p™V séquences de modes

Figure 4.9. Enumération partielle : élimination de branches et obtentile
I'optimum

REMARQUE.—

1) L'algorithme d’énumération partielle est un algorithdestype branch & bound
qui conduit & la solution optimale en exploitant la struetparticuliére du probléeme
d’optimisation associé a la commande prédictive : la hawdewarbre est fixée par la
longueur de I'horizon de prédiction. Les techniques de pagnation mixte entiere
a base de branch & boundf(section 4.3.2.2) n’exploitent pas cette caractéristique.
Elles ont été développées pour résoudre des problemesstangdurement combina-
toires ou mixtes.

2) La stratégie de descente proposée est une heuristiqyeguet d’obtenir un
premier sous-optimum qu’on espere de bonne quakdgpeu éloigné de I'optimum.
Le caractére sous-optimal provient du choix de la séqueaaaaties (stratégie du
meilleur d’abord a un pas de prédiction) mais le sous-optirest obtenu en résolvant
un sous-probléme QP sur I'horizon complét

4.3.1.4.Discussion

L'algorithme d’énumération exhaustive est simple & imgéter mais impossible
a utiliser pour des probléemes non-triviaux. L'algorithmérdumération partielle per-
met d’éviter cette recherche exhaustive et convient posipdeblémes de taille plus
importante. Au lieu d’essayer une par une les solutionsipless(feuilles de I'arbre),
I'arbre est parcourintelligemment la recherche du meilleur sous-optimum. La ra-
pidité de convergence est liée aux caractéristiques dulgrah notamment par la
fonction de codt. La comparaison des deux algorithmes sstnée ci-apres :



Commande prédictive des systemes hybrides 23

Enumération exhaustive :

+ (trés) simple a mettre en ceuvre

— explosif

— dimension fixe . x N) des sous-problémes QP
— algorithme simpliste (il faut tout essayer)

Enumération partielle :

+ simple & mettre en ceuvre

+ explorationintelligente

+ recherche de sous-optima

+ dimension variable (de,. an,. x N) des sous-problemes QP
— le parcours complet de I'arbre n’est pas exclu

Le dernier point est un cas particulier (peu probable) : sirphaque nceud a une
profondeurP < N, le colt (partiel) est inférieur au dernier sous-optimumrag
I'arbre sera parcouru dans sa totalité.

4.3.2. Commande prédictive des systémes MLD

4.3.2.1. Mise en forme

Une fois le systéme modélisé par une forme MLD (4.14a)—@),1é probléme
d’optimisation associé a la commande prédictive peut s&sous la forme d’un pro-
bléme standard d’optimisation mixte. Le systeme est statise, on peut donc poser
k = 0 sans perte de généralité.

SoitU = (u?(0) u?(1)--- uT (N — 1))T la séquence de commandes sur I'ho-
rizon de prédiction. A chaque pas d’échantillonnage, it fésoudre le probléme sui-
vant :

N-1

min J(x(0), U) = min ; 1% +1) = %ell, + [ly(1) = yellq,

+lul) —vellq, +16(1) = dellqs + [[2() — 2zellq. (4.38)

sous les contraintes (pole=0aN — 1)

x(+1) = Aix(l) +Biu(l) + B26(l) + Bsa(l) (4.39)
v() = Cix(l) + Dyu(l) + D28(1) + Daz(l) (4.39b)
EQ(;(Z) + E3Z(l) < Elu(l) + E4X(l) + Es5 (439C)
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en ajoutant éventuellement une contrainte sur I'état final
x(N) = %, (4.40)

Le couple(d., z.) est déterminé a partir du coug(le,, u. ), appelé paire d’équilibre,
en résolvant un probléme MILP de maniére similaire au te$aidabilité ¢f. section
4.2.2.3).y. est la consigne pour la sorti&/ est la longueur de I'horizon de prédic-
tion. Les matrices de pondération ont les propriétés stega®,, ., sont symétriques
définies positives e; ., sont symétriques définies semi-positives.

On remarquera que le probleme d’optimisation (critére etreantes) fait inter-
venir les variables de commandemais aussi les variables auxiliairét z. C’est
le prix & payer pour les différentes transformations enatfitgs linéaires mixtes. De
ce fait le vecteur a optimiser est augmenté : du point de vua @®@mmande, on
chercheU optimal sur I'horizon de prédiction mais du point de vue dptimisa-
tion, on cherché U” AT Z™)T o1 A etZ sont les séquences de varialdest z sur
I'horizon! La dimension du probleme d’optimisation est ddiee non pas seulement
a la dimension du vecteur de commandes, mais aussi a la donates vecteurs de
variables auxiliaires binaires (complexité combinatpétcontinues (dimension des
sous-problémes continus dans la technique de résolutamtb’& bound). C'est I'in-
convénient majeur de I'approche MLD.

En utilisant la norme quadratique dans le critére de (418§)robléme d’optimi-
sation peut se mettre sous la forme (moyennant quelquessidapcalcul) :

1
min 5 VAV + v (4.41)
sous les contraintes

A,V bin (4.42)
AV = bg (4.43)

ouV = (UT AT zT)T, C’est un probléme dit de type MIQR{xed Integer Qua-
dratic Progranjll,

11. Sila norme utilisée edtou oo et moyennant I'ajout de variables supplémentaires, leérerit
a optimiser est alors linéaire et le probléme d’optimisatst de type MILP.
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4.3.2.2. Programmation mixte entiére

Pour résoudre le probléme d’optimisation MIQP défini préréahent, la tech-
nique couramment employée est le branch & bound (ou méthed®paration et
évaluation) qui a pour but d’éviter une énumeération exheeisies variables entieres
(ou binaires dans le cas des systemes MLD) du probleme. Soldgme considéré
est de type MILP, la technique est identique et il suffit deplarwer quadratique par
linéaire (et QP/MIQP par LP/MILP) dans le texte ci-dessous.

La relaxation consiste a modifier les contraintes sur leigextde maniére a trans-
former un probleme quadratique mixte (MIQP) en un problemedgatique standard
(QP). Quatre cas possibles sont a envisager :

1) le probléeme QP est sans solution (il est dit infaisable)cde probléeme MIQP
est infaisable car 'ensemble des solutions du problemeg& contenu dans celui
du probléme QP obtenu par relaxation des variables en(ig¢fé§) P C QP);

2) le probléme QP a une solution, mais au moins une contraiiéegrité
(contrainte imposant a une variable d’'étre entiere) n'est atisfaite, auquel cas le
probléeme MIQP n’est pas (encore) résolu;;

3) le probléme QP a une solution et toutes les contraintesédjiité sont satis-
faites, auquel cas le probléme MIQP est résolu;

4) le probléme QP n’est pas borné.

Le dernier cas (4) est critique et correspond a un probléni@os#. Dans le cas des
systemes MLD, les variablessont en général bornées (contraintes sur les actionneurs
par ex.) et les variables auxiliairéset z sont bornées par définition : ce dernier cas
ne peut donc pas se produire. Les cas (1) et (3) sont simpéde probleme est sans
solution, soit la solution existe et elle a été trouvée. L& (@) est plus complexe et
fait intervenir le concept de séparation pour continueétolution.

Quand une ou plusieurs contraintes d'intégrité ne sontgtéfates, la technique
du branch & bound consiste alors a parcourir un arbre domjfushaceud est un sous-
probléeme MIQP. Soit le probleme MIQP standard suivant :

1
min EXTHX +fT'x (4.44)
X
sous les contraintes

Ax

IN

b (4.45)

x = <X> Xo € R™, xq € N" (4.46)

Xd
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La technique du branch & bound est décrite par I'algorithmigant qui comporte
quatre étapes principales.

Algorithme du branch & bound :

1) Initialiser une liste de sous-problemes avec le probl&i@P original a
résoudre. Prendre le codt optimdl,, = +oo et la solution optimalex,,: =
(—I—OO, - ,_|_OO)T :

2) - Silaliste n'est pas vide, sélectionner et extraire ursgorobléme dans la liste.
Relaxer puis résoudre ce sous-probléme. On note le colnwhbité? et la solution
correspondante;. ;

- Sinon (la liste est vide), terminer avég,: etz p:. SiJop: = +00, le probleme
MIQP est infaisable ;

3) - Si le sous-probléeme est infaisable owsi> J,,:. Aller au point 2;
- Sinon, six, satisfait toutes les contraintes d'intégrité alors meitjeur I'op-
timum courant J,,; = J,, Xopr = X, €t aller au point 2;

4) (Jr < Jopt €t au moins une contrainte d'intégrité n’est pas satigfétenérer
deux nouveaux sous-problémes a partir du sous-problémarples ajouter a la liste
des sous-problémes a résoudre (étape de séparationy ét lakape 2.

Dans cet algorithme, les étapes 2 et 4 font intervenir desxam stratégie qui in-
fluencent fortement les performances. blon algorithme branch & bound doit ra-
pidement élaguer I'arbreé.e passer souvent par I'étape 3, ce qui permet d’éviter la
résolution d'un grand nombre de sous-problémes. Le chola dariable de sépara-
tion a I'étape 4 correspond a usgatégie de branchementPlusieurs stratégies sont
possibles et parmi les plus courantes, on peut citer :

— Premiére variable libre : parmi les variables entiéreaxéss, choisir celle de
plus petit indice ;

— Branchement suivant la partie fractionnaire : a I'issudadegsolution QP, les
variables entieres relaxées ont en général une partiédinactire. Choisir la variable
qui a la plus petite ou la plus grande distance a la valeug¢enia plus proche;

— Priorité de I'utilisateur : la séquence de branchemensgstifiée par I'utilisa-
teur. Dans le cadre de la commande prédictive des systém&s b_choix permet
de brancher en priorité sur les variables binaires inteameau début de I'horizon de
prédiction.

La sélection du sous-probléme a résoudre a 'étape 2 seulsidrg unestratégie
de descentdparcours d'arbre). Comme précédemment, plusieurs gtestéont pos-
sibles :

12. En utilisant un vocabulaire propre a I'optimisatioh, est aussi appelé borne inférieure. De
méme,J,,: est appelé borne supérieure.
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— Parcours en profondeuwttépth firs} : les sous-problemes sont sélectionnés sui-
vant une régle du type dernier entré—premier sorti (LIFOrp@st In—First Ouj;

— Parcours en largeubifeadth firs} : les sous-problémes a une profond&wsont
résolus lorsque tous les sous-problémes a la profondeut ont été résolus;

— Meilleur d’abord best bounji: le sous-probléme choisi est celui dont la relaxa-
tion donne le colt minimal.

L'algorithme du branch & bound est illustré avec I'exemplelessous. Il s'agit de
résoudre un probléme purement combinatoire a 4 variabhesrbs,i.e. x € {0,1}%.
Sur les figures 4.10 a 4.13, uréndique une variable relaxéee. prenant ses valeurs
dans l'intervallgf0, 1]. La stratégie de branchement est la premiére variablediblee
stratégie de descente est un parcours en largeur.

Figure 4.10 : le probléeme MIQP est relaxé (1), il est faisatldeux sous-problémes
sont générés par séparation de la premiére variable. Legreous-probléme relaxé
(2) donne une solution entiére et une premiére valeur pgyr(borne supérieure).

La résolution du sous-probleme relaxé (3) fournit une smfuhe satisfaisant pas les
contraintes d'intégrité et telle qug < Jo, il faut brancher

Figure 4.11 : la séparation du sous-probléme (3) sur la éeuxivariable génére deux
nouveaux sous-problémes. Le premier sous-probleme rédgxée donne pas une
solution entiere eff, < J,, il faudra donc développer ce nceud. Le deuxieme sous-
probléme relaxé (5) est infaisable, il est donc inutile deticmer dans cette direction.

Figure 4.12 : la séparation du sous-probléme (4) sur laiérois variable génere deux
nouveaux sous-problémes. Le premier sous-probleme ré@xge donne pas une
solution entiére avec un colt assodjé> J,,, il est inutile de développer ce nceud.
Le deuxiéme sous-probléme relaxé (7) est faisaljleq{ J,,¢) et il faut brancher.

Figure 4.13 : la séparation du sous-probleme (7) sur la éerwiariable donne deux
sous-problémes (supposés) faisables. La premiere sol@@st meilleure que celle
trouvée lors de la résolution du sous-probléme (2) et fowrme nouvelle valeur pour
Jopt. L dernier sous-probléme (9) n'apporte pas une meilleitgion, I'optimum
estdonq1010).

Une énumération exhaustive des solutions conduirait, dahexemple simple, a
la résolution de* = 16 sous-problémes QP. L'algorithme du branch & bound per-
met ici de n’en résoudre que 9. Les problemes MI(Q)P sont\itslifficiles car leur
complexité dépend exponentiellement du nombre de vasahigéres. Méme si rien
ne garantit qu’il ne faudra pas parcourir la totalité de $emble des solutions, en
pratique les algorithmes de ce type permettent d’envidagésolution de probléemes
de grande taille en un temps raisonnable. Comme cela a éggiéywwécédemment,
le paramétrage de l'algorithme via les choix de stratégianthement et descente)
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Figure 4.10.Branch & bound (1/4)
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Figure 4.11.Branch & bound (2/4)
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Figure 4.12.Branch & bound (3/4)
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Solution entiere
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Solution optimale Jr > Jopt

(Jopt mis & jour)

Figure 4.13.Branch & bound (4/4)

a une grande influence sur les performances. Les solveulkgdéwisposent aussi de
pré-traitements pour supprimer ou resserrer des corggifn peut aussi initialiser
I'algorithme avec une solution entiére satisfaisant lesr@intes du probléme, si on
en connait une... ce qui n'est en général pas évident a.pertains solveurs com-
portent une heuristique de recherche d'une premiéere salute. un premier sous-
optimum, afin de démarrer le branch & bound avec une borneisupé si possible
peu éloignée du minimum recherché. Dans le cadre d’'une cohengrédictive, on
peut par exemple initialiser I'algorithme avec la solutioyuvée a I'instant précédent
sous réserve que cette derniére satisfasse les contrdintesiveau probléme.

4.3.3. Exemple d’application

Pour illustrer les formalismes et techniques présentés darmchapitre, I'exemple
d’application choisi est un cas d’'étude classique de I'anatiique hybride : le systeme
a trois cuves [LUN 98] dont un schéma est représenté figue 4.4 systéme est
composé de trois cuves numérotées de 1 a 3 de halutgyr Les cuves 1 et 2 sont
alimentées en liquide par deux pompes dont les débits réfsp€g et Q> peuvent
varier entre 0 ), ... Quatre vanneg s;, Vas;, Vi3, etVas, permettent de controler
les flux entre les cuves. On suppose gu’elles ne peuventgrgoe deux états : ouvert
(1) ou ferme (0). Les vannes supérieures sont situées a uteina, . Les vanne¥ ¢,
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Figure 4.14. Systéme a trois cuves

Vay etVs; fixent les flux sortants. Les niveaux de liquide dans les toi®s, qui sont
les grandeurs a contrdler, sont notgshs et hz respectivement.

La conservation de la masse dans les cuves permet d'éwiégjlations différen-
tielles suivantes :

hy = %(Ql — Q131 — Q130 — Q1) (4.47a)
hy = SL(QQ — Q231 — Q230 — Q2f) (4.47Db)
hy = Si(sz + Qu3u + Q231 + Q23w — Q3y) (4.47c)

[

ou .S, est la section des cuves et les grandéusont les différents flux entre les cuves
et flux sortants. La loi de Torricelli en donne les expressiquai sont linéarisées et
présentées ci-dessous :

Qizi ~ kVigi(hi — h3) (4.48a)
Q231 =~ FkiVagi(ha — h3) (4.48b)
Qif =~ kVirh; pouri e {1,2,3} (4.48c)
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aveck; = aSy+/29/hmaz- a €St une constante liée au liquide, est la section des
vannes ey est I'accélération de la pesanteur. Pour le déhit,, il faut considérer les
différents cas possibles pour les niveaux de liguidet b3 :

—si hl > h'u et h3 > hv alors QlSu = ku‘/l3u (hl - hB) ,

- Si hl S h'u et h3 Z hv alorS QlSu = ku‘/l3u (h'u - h3) ;

—Si hl Z hv ethd § h'u alors QlSu = ku‘/ldu(hl - hv) ;

—Sihy < h, eths < h, alors QlSu = 0.

aveck, = aSy\/29/(hmaz — hy). Il €n va de méme pour le déhilss, dont I'ex-
pression, qui est analogue# s,, n'est pas détaillée. L'espace d’'état engendré par
hi, ho et hg en donc partitionné en huit régions contigiies. En considdea deux
positions (ouverte ou fermée) des quatre vannes, le noratalede modes est alors

8 x 24 =128.

Un modeéle MLD est obtenu avec HYSDEL en introduisant lesaldés auxiliaires
suivantes :

d = (610203)7 (4.49)
z = (21 Z2 Z3 2131 2231 %13u Z23u)T (4.50)
avec
[6; = 1] < [h; > hy] pour i=1,2,3 (4.51)
et
z; = 0;(h; —hy,) pour i =1,2,3 (4.52a)
zizt = Vizi(hi —hsg) pour i=1,2 (4.52b)
Zisu = Visu(zi —z3) pour i=1,2 (4.52c)

L'état et la sortie du systéme sont composés des hauteurisjddel dans les
trois cuvesx = y = (h; he h3)T, donc de dimension 3. L'entrée du systéme est
u = (Q1 Q2 Viz Vaz Vizy Vas, )T de dimension 6. Le modéle MLD comporte
44 inégalités linéaires mixtes. Les équations (4.47a3%¢).sont discrétisées par la
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Paramétrd Valeur |Description |

a 1 Constante liée au liquide

Ronaz 1 Hauteur maximale (m)

Ry 0.8 Hauteur des vannes supérieures|(m)
Qmaz 2104 Débit maximal des pompes {s)

S 3.1410~2| Section des cuves @n

Sy 1.76 10~*| Section des vannes @n

Vif, i=1,2,3] 0.1 Ouverture des vannes de fuite

T, 10 Période d’échantillonnage (s)

Tableau 4.1.Parametres pour le systéme a trois cuves
méthode d’Euler afin d’obtenir des modéles a temps discest Maleurs numériques
utilisées pour les simulations sont rassemblées dansleatad. 1.

L'état initial est :
x =(0.40.90.1)7 (4.53)
Les consignes pour les niveaux de liquide sont :
yr =%, = (0.6 0.80.5)7 (4.54)
Les pondérations utilisées dans la fonction de codt sont :

Q. = diag111111) (4.55a)
Q, = Q,=diag(10*10%10%) (4.55b)

etQs = Q. = 0 (MLD). On ne considere pas de co(t ni de contrainte égalité su
I'état final.

Des simulations ont été effectuées pour différents hoszim prédiction § =
2,3,4). Les figures 4.15, 4.16 et 4.17 représentent respectivielegeniveaux de li-
quide dans les trois cuves, les commandes continues e¢discet la trajectoire dans
I'espace d’'état obtenus polN = 3. L'état a atteindrex,. n'est pas un état d’équi-
libre pour le systéme et les niveaux des cuves 1 et 3 oscdlgour de leur valeur de
consigne respective suivant I'ouverture et la fermeturladanne inférieurd’ 3; qui
permet le passage du liquide entre ces deux cuves.
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Figure 4.18. Nombre de sous-problémes QP (minimum, moyen et maximum)
résolus en fonction de I'horizon de prédiction N

La figure 4.18 représente les nombres minimaux, moyens eitmax de sous-
probléemes QP résolus pour atteindre I'optimum rechercHérmetion de la longueur
N de I'horizon de prédiction. On peut observer que la compdadste exponentielle
mais que les algorithmes d’optimisation utilisés — énumid@mapartielle (PWA) et
branch & bound (MLD) — permettent d’éviter I'explosion coimétoire.
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Figure 4.20. Temps de calcul utilisé en fonction du temps£ 2, 3,4) — Les
échelles en ordonnée different d’un facteur 10

La figure 4.19 représente le nombre de sous-problémes QRsé&sofonction du
temps,.e.a chaque instant d’échantillonnage lors des simulatiom; kes différents
horizons de prédiction considérés & 2, 3, 4). La figure 4.20 représente le temps de
calcul utilisé pour résoudre ces sous-problémes a chagtan#$. Outre le nombre
de sous-problémes QP résolus pour trouver I'optimum, Igsede calcul nécessaire
est aussi lié a la dimension des sous-problemes. Le formalLD requiert I'ajout
der; = 3 variables auxiliares binaires et = 7 variables auxiliaires réelles. La

13. Ces résultats ont éte obtenus avec un ordinateur de typguh@é’un processeur Centrino
cadencé a 2 GHz et de la version 7.0 du logiciel Matlab. Lezriilgnes utilisés ont été dévelop-
pés en code Matlab et Eolveurutilisé pour résoudre les sous-problemes QP est “quadprog”
issu de la boite a outils “ Optimization”.
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énum. partielle (PWA)branch & bound (MLD

N| QP max temps(s) | QP max temps(s)
2| 1024 4.34 589 35.1
3| 6528 27.8 6821 591
4

44928 233.3 27609 3583

Tableau 4.2.Performances comparées

dimension maximale d'un sous-probléme est alarg. + n,; + 7. + ;) X N. Pour
I'énumération partielle, la dimension maximale d’'un spusbléme est,,. x N. Sur
la figure 4.20, les échelles en ordonnée (temps de calctéyelift d’'un facteur 10! Le
tableau 4.2 rassemblent les nombres maximaux de sousprebIQP résolus et les
temps de calculs associés.

4.4, Conclusion

Ce chapitre a présenté deux approches pour la commandetpedes systéemes
hybrides, le choix de I'une ol l'autre dépendant en parte aldils disponibles. Le
formalisme PWA consiste en un ensemble de modéles et de desde validité asso-
ciés. Le formalisme MLD rassemble dans un unique (et grogjaeomathématique
tous les modéles propres a chaque mode. La mise en ceuvreatarzaode prédic-
tive pour un modéle MLD aboutit a un probléme standard déetaihportante qui
requiert I'utilisation de solveurs puissants (et coltetonportant un algorithme de
type branch & bound, par exemple : CPLEX, XPRESS. L'algonithd’énumération
partielle exploite la structure particuliére du probléraasavoir recours a l'ajout de
variables auxiliaires. L'exemple d’application de la sectprécédente a mis en lu-
miére ces aspects.

Les travaux de recherche en cours visent a maitriser la exitdbl: déport de
calculs hors ligne faisant appel a la programmation mutemétrique [BEM 02], re-
cherche de sous-optimums en utilisant des heuristiquessedildorithmes génétiques
[THO 04a, THO 04b], élimination de branches par calculstdighabilité [PEf 03].
Les approches décrites dans ce chapitre ont été appliqdéssas d’'étude de réseaux
d’énergie électrique [LEI 05a, LEI 05b, LEI 05c].
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