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Nouvelles avancées dans les méthodes sans
maillage basées sur les éléments naturels
contraints pour la simulation des procédés

1.1. Introduction

Les méthodes sans maillage ont été développées dans le but d’alléger les pro-
blèmes liés aux étapes de remaillage dans la méthode des éléments finis. En effet, dans
un certain nombre de problèmes, comme les problèmes faisant intervenir des grandes
transformations (retrouvés par exemple en mise en forme), le déplacement d’interfaces
entre milieux solides et liquides (fonderie) ou encore dans les problèmes mettant en
jeu une localisation de déformation ou une fissure (coupe ou découpe par cisaillage
adiabatique), des procédures de remaillage sont nécessaires dans la méthode des élé-
ments finis soit pour éviter la dégradation de la solution en raison de la déformation
des éléments, soit pour raffiner localement la solution, ou conformer le maillage avec
le déplacement d’une interface ou d’une fissure. Les phases de remaillage peuvent se
révéler coûteuses et très délicates spécialement dans le cas 3D.

Dans les méthodes sans maillage, les fonctions de forme ne sont pas construites
sur la base d’une partition du domaine en éléments, mais obtenues uniquement à par-
tir du nuage de nœuds. Les premiers travaux dans ce domaine furent proposés dès la
fin des années 70 avec la technique appelée Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)
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[LUC 77] qui consiste en une méthode de collocation pour des nuages de nœuds ar-
bitraires. Les défauts de cette technique sont de ne pouvoir garantir la consistance
linéaire (reproduction exacte des champs linéaires), et de ne pas permettre l’imposi-
tion des conditions aux limites de manière simple. Une avancée majeure fut proposée
par Nayrolles, Touzot et Villon en 1992 par le biais de la méthode des éléments fi-
nis diffus (EFD) [NAY 92] dans laquelle des fonctions de forme à support local de
type moindres carrés mobiles sont utilisées dans une méthode variationnelle de type
Galerkin. La technique dite Element Free Galerkin (EFG) [BEL 94], proposée par Be-
lytschko et al. est une modification de la technique des éléments diffus dans laquelle
les dérivées des fonctions de forme sont calculées exactement (il faut souligner cepen-
dant que les dérivées au sens diffus convergent vers les dérivées exactes). La méthode
Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) [LIU 95] se base sur les mêmes prin-
cipes que la méthode SPH, mais est utilisée dans une formulation variationelle de type
Galerkin et introduit une fonction de correction permettant de reproduire exactement
les polynômes d’un certain ordre.

Bien qu’initialement prometteuses, ces méthodes souffrent principalement des in-
convénients suivants : a) l’approximation construite n’est pas une interpolation stricte,
ce qui oblige à utiliser un traitement complexe pour imposer les conditions aux li-
mites ; b) un support, ou domaine d’influence, circulaire ou polygonal, est attaché à
chacun des nœuds, et en conséquence, pour pouvoir reproduire une certaine base po-
lynomiale, un nombre suffisant de nœuds voisins doit être contenu à l’intérieur de ce
support, induisant un réglage de sa taille, ce qui rend difficile le traitement des nuages
de nœuds arbitraires ou anisotropes ; c) l’intégration numérique dans ces techniques,
nécessite souvent un maillage de cellules d’intégration, les fonctions à intégrer ne sont
plus polynomiales et le support de ces fonctions ne coïncide pas avec les domaines
d’intégration.

Le manque de robustesse de ces techniques n’en fait pas des outils pertinents dans
le cadre de la simulation des procédés. La méthode de la partition de l’unité (PU)
[MEL 96] proposée par Babus̆ka, bien que souvent citée dans le cadre des méthodes
sans maillage, est en réalité une technique plus générale permettant d’enrichir les fonc-
tions de forme afin de reproduire exactement des fonctions qui n’étaient pas présentes
dans la base d’origine (discontinuités, fonctions singulères, etc.) ceci pour des fonc-
tions de forme aussi bien de type éléments finis que sans maillage, définissant une
partition de l’unité. Ce fut sur cette idée que Moës introduisit des fonctions de Hea-
viside pour simuler les discontinuités [SUK 01a], et qui donna lieu à la méthode
Extended Finite Element (X-FEM).

D’un autre côté, la méthode des éléments naturels (NEM) [SAM 95, SUK 98], est
une méthode sans maillage dans laquelle les fonctions de forme, construites sur la base
du diagramme de Voronoï du nuage de nœuds, possèdent des propriétés permettant
d’alléger les difficultés citées ci-dessus : a) les fonctions de forme sont strictement
interpolantes [SIB 80] et de plus, linéaires sur certains bords (bords des domaines
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convexes) permettant l’imposition directe des conditions aux limites comme dans la
méthode des éléments finis ; b) la consistance linéaire est garantie par construction
[SIB 80] ; c) le support de ces fonctions de forme (domaine d’influence), s’adapte
automatiquement au voisinage grâce aux propriétés du diagramme de Voronoï. Pour
étendre la linéarité des fonctions de forme sur tout domaine (convexe ou non convexe),
tout en supprimant les influences parasites entre nœuds des bords non convexes, nous
avons proposé récemment une modification de la méthode, appelée C-NEM [YVO
03,YVO 04] (méthode des éléments naturels contraints), dans laquelle le diagramme
de Voronoï contraint (dual de la triangulation de Delaunay contrainte) permet d’éviter
les problèmes cités précédemment. Nous avons également montré dans [YVO 04]
et [YVO 05a] que cette méthode permet l’introduction simple de discontinuités au
travers de nuages de nœuds quelconques.

Après un bref rappel de la méthode des éléments naturels contraints (C-NEM)
dans la section 1.2, nous présenterons dans la section 1.3 une technique utilisant les
aspects meshless de la méthode pour le traitement des problèmes d’interfaces mobiles
lors d’un changement de phase. Dans la section 1.4, nous montrerons comment cette
méthode permet de proposer des stratégies de raffinage sur des nuages de nœuds arbi-
traires, ce qui peut se révéler essentiel dans la simulation de certains procédés mettant
en jeu des déformations localisées. Enfin, nous discuterons dans la section 1.5 des
avantages et potentialités de cette méthode dans la simulation des procédés.

1.2. Méthode des éléments naturels contraints (C-NEM)

1.2.1. Diagramme de Voronoï et voisins naturels

Les notions de voisins naturels et d’interpolation naturelle furent introduites par
Sibson [SIB 80] pour construire des interpolations sur des nuages de nœuds très ir-
réguliers (destructurés). Cet interpolant est basé sur les constructions géométriques
connues sous le nom de diagramme de Voronoï et de son dual, la triangulation de
Delaunay. Le concept de diagramme de Voronoï fut introduit à l’origine par les ma-
thématiciens (Dirichlet, 1850 ; Voronoï, 1908) [VOR 08], puis plus tard utilisé dans
de nombreux domaines scientifiques. En 2D, le diagramme de Voronoï associé à un
ensemble de nœuds est une partition du plan en cellules Ti, une associée à chaque
nœud ni, telles que tout point contenu à l’intérieur d’une cellule est plus proche de
son nœud associé que de n’importe quel autre nœud (voir la figure 1.1) :

Ti = {x ∈ �n : d(x,xi) < d(x,xj),∀j �= i}, ∀ i [1.1]

Le diagramme de Voronoï unique pour un ensemble de nœuds donné, réalise une
partition complète de l’espace et peut être étendu à une dimension quelconque.

3



Figure 1.1. Diagramme de Voronoï d’un ensemble de nœuds

L’autre construction géométrique associée est la triangulation de Delaunay. Celle-
ci fut introduite par Voronoï en 1908 [VOR 08] et étendue par Delaunay en 1934
[DEL 34]. Les triangles de Delaunay relient les nœuds qui ont une face de cellule de
Voronoï en commun. La terminologie utilisée jusqu’ici peut être étendue au cas 3D.
Les voisins naturels d’un nœud sont tous les nœuds dont les cellules de Voronoï ont
une face en commun avec la cellule du nœud, ou encore les nœuds connectés au nœud
en question par une arête d’un triangle de Delaunay.

On voit bien que si la densité est irrégulière, ou la distribution des nœuds très ani-
sotrope, les voisins naturels d’un nœud représentent toujours un choix optimal des
nœuds voisins parmi tous les nœuds environnants. Dans la méthode des éléments na-
turels, chaque point d’intégration reçoit l’influence de ses propes voisins naturels.

1.2.2. Calcul des fonctions de forme NEM

Pour créer un système de coordonnées locales en un point x quelconque introduit
dans le diagramme, Sibson [SIB 80] utilisa le concept de cellule de Voronoï du second
ordre Tij . Tij est une subdivison des cellules de Voronoï telle que tout point x dans
cette zone est d’abord plus proche de ni que de n’importe quel autre nœud, et nj est
le deuxième nœud le plus proche de x, c’est-à-dire :

Tij = {x ∈ �n : d(x,xi) < d(x,xj) < d(x,xk), [1.2]

∀k �= i, k �= j, i �= j}

une mesure de Lebesgue (longueur, aire, volume en 1D, 2D et 3D respectivement).
Soit κx une mesure de Lebesgue de Tx et κxi la mesure de Lebesgue de Txi. La
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fonction de forme éléments naturels associée au nœud ni calculée en x est définie
comme le rapport entre la mesure de Lebesgue de la cellule du second ordre Txi sur
la mesure de Lebesgue de la cellule du premier ordre Tx, c’est-à-dire :

φi(x) =
κxi

κx
[1.3]

Si nous considérons le cas 2D de la figure 1.2, la fonction de forme précedente est
définie par :

φi(x) =
Aire(afghe)

Aire(abcde)
[1.4]

 x 

e
a 

fg
h

b 

c 

d 

ni 

x n1 n2 

n3

Γ

Figure 1.2. Construction des fonctions de forme éléments naturel

Braun et Sambridge [SAM 95] ont utilisé l’interpolant de Sibson [SIB 80] pour
obtenir l’expression des dérivées des fonctions de forme, qui peuvent ensuite être
introduites dans une technique de Galerkin pour résoudre les équations aux dérivées
partielles, dans laquelle les fonctions d’approximations ainsi que les fonctions test
sont les fonctions de forme éléments naturels. Ces auteurs ont baptisé cette technique
comme la méthode des éléments naturels (Natural Element Method).

Ainsi, l’expression de l’approximation d’une fonction vectorielle u
h(x) est don-

née par :

u
h(x) =

i=n∑
i=1

φi(x)ui [1.5]
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où ui (i ∈ [1, , n]) représente u(xi) avec xi les coordonnées du nœud ni, n le nombre
de nœuds voisins naturels du point x, et φi(x) la fonction de forme associée au nœud
ni et donnée par l’équation [1.4].

Il en résulte que le support (domaine d’influence) de φi(x) est l’union des n cercles
(sphères en 3D) passant par les sommets des triangles (tétraèdres en 3D) de Delaunay
contenant le nœud ni. Le support du nœud ni dans une distribution quelconque est
représenté sur la figure 1.3.

ni

Figure 1.3. Support de la fonction de forme associée au nœud ni

1.2.3. Propriétés des fonctions de forme NEM

Si le point x coïncide avec le nœud ni, c’est-à-dire (x = xi), φi(xi) = 1, et toutes
les autres fonctions valent alors zéro, c’est-à-dire φj(xi) = δij (δij étant la fonction
delta de Kronecker). Les propriétés de positivité, d’interpolation et de partition de
l’unité ont été prouvées dans [SUK 98] :

⎧⎨⎩
0 ≤ φi(x) ≤ 1
φi(xj) = δij∑i=n

i=1 φi(x) = 1

[1.6]

Les fonctions de forme éléments naturels vérifient aussi la propriété de consistance
linéaire, soit :

x =

i=n∑
i=1

φi(x)xi [1.7]

Les fonctions de forme éléments naturels sont infiniment dérivables (C∞) partout
sauf aux nœuds où elles sont seulement C0, et sur les cercles de Delaunay où elles
sont C1, à cause des différents voisins naturels intervenant d’un côté et de l’autre.
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Une autre propriété particulièrement intéressante est la linéarité des fonctions de
forme sur les bords des domaines convexes (voir la démonstration dans [SUK 98]), ce
qui, combiné avec la propriété du delta de Kronecker, rend l’imposition des conditions
aux limites de type Dirichlet directe comme dans le cas des éléments finis. Cependant,
la propriété n’est plus vérifiée sur les bords des domaines non convexes, comme nous
le détaillons ci-dessous.

1.2.4. Problématique des domaines non convexes

Un problème intervient dès que l’on considère des domaines dont la frontière est
non convexe. En effet, le diagramme de Voronoï n’est défini que pour un ensemble
convexe de points et ne tient pas compte d’une éventuelle frontière. Pour illustrer
ce problème, nous considérons les domaines non convexes représentés sur la figure
1.4, dans lesquels un point x est introduit. Dans le but de calculer l’interpolation en
ce point, une nouvelle cellule de Voronoï est créée, tandis que les cellules associées
aux voisins naturels de ce point sont modifiées. On constate sur la même figure que
la cellule de Voronoï créée a des faces en commun avec les cellules associées aux
nœuds n1, n2, n3 et n4 qui deviennent alors des voisins naturels de x. Cependant,
pour imposer les conditions aux limites en ce point, il est nécessaire que l’influence
du nœud n3 s’annule et que l’influence du n4 dans la solution ne soit pas prise en
compte.

Plusieurs techniques ont été proposées pour résoudre ce problème : l’utilisation
de l’interpolant dit non sibsonien [SUK 01b], le couplage des éléments naturels avec
des éléments finis disposés sur le bord [SUK 01b] ou encore la technique des formes
α [CUE 02]. Cependant, des difficultés persistent pour les domaines fortement non
convexes, comme le cas des fissures. La technique basée sur l’utilisation des formes
α [CUE 02] propose un contrôle de la densité nodale qui tend vers l’infini si le rayon
de courbure du bord non convexe tend vers zéro (pointe de fissure), ou encore si
la distance entre les deux bords tend vers zéro (autocontact). Dans [SUK 98], Su-
kumar propose l’utilisation d’une description explicite de la frontière par une série
de segments (planar straight graph). Dans la prochaine section, nous proposons une
nouvelle technique permettant de résoudre tous les problèmes liés aux domaines non
convexes à condition d’introduire une description explicite de la frontière et donc de
leur évolution.

1.2.5. La méthode des éléments naturels contraints (C-NEM)

Dans ce paragraphe, une extension de la méthode des éléments naturels est présen-
tée pour prendre en compte les discontinuités fixes ou mobiles, ainsi que pour éliminer
les influences parasites le long des domaines non convexes. La technique proposée ici
repose sur deux idées : l’élimination de l’influence des nœuds parasites par l’utilisation
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Figure 1.4. Influences parasites entre nœuds dans des domaines non convexes

d’un critère de visibilité, et le calcul des fonctions de forme par le biais d’un nouveau
diagramme de Voronoï, dit contraint. Ces deux notions sont développées ci-dessous.

1.2.5.1. Critère de visibilité

Le critère de visibilité fut introduit par Krysl et Belytschko dans [KRY 96] afin de
résoudre le même type de problèmes dans la méthode EFG (Element Free Galerkin).
Dans cette approche, un point x est dans le domaine d’influence d’un nœud ni si x

est dans une région telle que la fonction de forme associée au nœud ni est non nulle
(φi(x) > 0) et est visible depuis le nœud ni en considérant la frontière opaque.

Dans le contexte des moindres carrés mobiles, le principal inconvénient de ce cri-
tère est d’introduire des discontinuités parasites dans les fonctions de forme et donc
dans le solution. Cette difficulté n’est plus rencontrée dans le contexte C-NEM.
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1.2.5.2. Interpolation C-NEM

Si le critère de visibilité est introduit dans la méthode des éléments naturels, le
nombre de voisins peut être différent. Les voisins visibles depuis le point x sont alors
appelés voisins naturels contraints. L’approximation devient alors :

u
h(x) =

i=V∑
i=1

φC
i (x)ui [1.8]

où V est le nombre de voisins naturels visibles à partir du point x et φC
i est la fonction

de forme éléments naturels contraints. Le calcul des fonctions de forme contraintes
est similaire à celui des fonctions de forme éléments naturels, lorsque celles-ci sont
calculées dans le diagramme de Voronoï contraint introduit dans le paragraphe 1.2.5.4.

1.2.5.3. Support des fonctions de forme C-NEM

Dans la méthode C-NEM, le support des fonctions de forme φC
i est défini par

l’union des n cercles (sphères en 3D), passant par les sommets des triangles de Delau-
nay (tétraèdres en 3D) définis par le nœud considéré ni ainsi que les V voisins naturels
visibles à partir du nœud ni. De plus, comme indiqué par Edelsbrunner [EDE 01], ces
cercles peuvent s’étendre au-delà des bords du domaine mais ne peuvent contenir de
voisins naturels non visibles. Dans la figure 1.5, l’intersection entre le support de la
fonction de forme C-NEM φC

i et le bord est représentée.

Γ
nI

Ω

Γ
nI

Ω

Figure 1.5. Intersection entre le support de la fonction de forme C-NEM et le
bord du domaine

Dans cette approche, les discontinuités sont décrites explicitement à l’aide de
nœuds. Grâce à la forme particulière du support de ces fonctions de forme, dont la
limite passe par les nœuds voisins visibles, les fonctions de forme C-NEM sont stric-
tement continues dans le voisinage de la pointe d’une fissure. Ce point est crucial pour
extraire des valeurs telles que les facteurs d’intensité de contraintes, définies à partir
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d’une intégrale de contour. Dans cette approche, aucun traitement particulier n’est né-
cessaire pour obtenir cette continuité, à l’opposé des autres techniques sans maillage
[ORG 96]. Nous avons également montré dans [YVO 03] que le méthode C-NEM
garantissait la consistance linéaire en tout point du domaine.

1.2.5.4. Diagramme de Voronoï contraint

Le diagramme de Voronoï contraint , introduit par Seidel [SEI 88], est le dual de
la triangulation de Delaunay contrainte [SHE 98, SHE 00]. Une description détaillée
du diagramme de Voronoï contraint est donnée dans l’article [YVO 04].

1.2.5.5. Calcul des fonctions de forme C-NEM

Une fois la construction du diagramme de Voronoï effectuée, la sélection des
voisins naturels visibles est une tâche immédiate car le diagramme ne conserve de
connexions qu’entre les nœuds mutuellement visibles.

Dans la figure 1.6a un exemple de calcul de fonction de forme est illustré. On
peut noter que les valeurs nodales des nœuds n1, n2 n3 et n4 vont intervenir dans
l’interpolation au point x (situé sur un bord non convexe du domaine). Nous pouvons
observer que la solution calculée en x sera faussée car sa valeur ne résulte pas d’une
interpolation linéaire des valeurs nodales n1 et n3. L’imposition des conditions aux
limites sera donc perturbée par l’influence du nœud interne n2 et d’un nœud externe
de l’autre bord non convexe (n4).

Sur la figure 1.6b, le même calcul est effectué en utilisant le diagramme de Voro-
noï contraint. Dans cette construction, comme nous l’avons décrit précédemment, les
faces de Voronoï entre deux nœuds non mutuellement visibles sont supprimées. Dans
ce cas, la valeur de l’interpolation calculée en x ne dépendra que des valeurs nodales
en n1, n2 et n3. De plus, en prenant en compte le fait que les cellules du second ordre
T1x et T3x ont des aires infinies, la contribution du nœud interne n2 s’annule (car l’aire
de T2x est finie).

Nous pouvons résumer les différents points écrits ci-dessus de la manière suivante :
les cellules du second ordre associées aux nœuds du bord du domaine (pour n’im-
porte quelle géométrie, convexe ou non) ont des aires infinies car les influences entre
les nœuds non visibles ont été supprimées pendant la construction du diagramme de
Voronoï contraint. Dans ce cas, l’influence des nœuds intérieurs s’annule. Ainsi, les
conditions aux limites peuvent être imposées directement sur n’importe quel bord
(convexe ou non), où l’approximation est strictement linéaire. De plus, les influences
parasites entre les deux bords d’une fissure, par exemple, sont éliminées.

Pour construire le diagramme de Voronoï contraint , une description CAD du bord
du domaine Γ doit être fournie. Il est également possible d’introduire des inclusions
ou des discontinuités à partir d’une liste d’arêtes (facettes en 3D) définissant leur bord.

10



Γ
 

Ω
 

n
�

n �

n �

n �

�

n1

n2 

n3

nn4 

x
Γ

 

Ω
 

Figure 1.6. Calcul des fonctions de forme éléments naturels sur un domaine non convexe,
    a) sur le diagramme de Voronoï standard ; b) sur le diagramme de Voronoï contraint

L’analyse de fissures [YVO 04] peut ainsi être traitée, de même qu’un éventuel auto
contact, ou encore la propagation d’interfaces mobiles [YVO 05a].
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1.2.6. Intégration numérique

Récemment, de nouveaux schémas d’intégration ont été introduits dans le cadre
des méthodes sans maillage. Les schémas d’intégration utilisant un schéma de type
Gauss ne sont pas adaptés aux méthodes sans maillage car généralement, le support
des fonctions de forme ne coïncide pas avec la cellule d’intégration choisie. Une autre
source d’erreur provient du fait que les fonctions de forme sont non polynomiales, ce
qui rend l’intégration de Gauss non optimale [DOL 99]. D’un autre côté, l’intégra-
tion nodale directe, en utilisant les nœuds comme points d’intégration, conduit à des
instabilités numériques [CHE 02].

Dans cette étude, nous utilisons le schéma d’intégration proposé par Chen et al.
[CHE 01] : l’intégration nodale stabilisée (stabilized conforming nodal integration -
SCNI). Dans cette approche, un lissage du gradient au nœud est effectué dans le but
de stabiliser l’intégration nodale.

Dans la méthode d’intégration de type SCNI, un gradient moyen est défini au point
d’intégration (nœud) [CHE 01] :

∇̃uh(xi) =
1

Ai

∫
Ωi

∇uh(x)dΩ [1.9]

où xi sont les coordonnées du nœud ni, Ωi son domaine répresentatif (cellule de
Voronoï), Ai étant sa messure.

Ainsi la déformation (exprimée sous forme de vecteur) est donnée, dans le contexte
de l’élasticité plane en HPP, par :

ε̃h(xi) =
1

Ai

∫
Ωi

εh(x)dΩ =
1

Ai

∫
Ωi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂uh

1 (x)
∂x1

∂uh
2 (x)

∂x2

∂uh
1 (x)

∂x2
+

∂uh
2 (x)

∂x1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dΩ [1.10]

A présent, en appliquant le théorème de la divergence, on obtient :

ε̃h(xi) =
1

Ai

∫
Γi

⎧⎨⎩
uh

1 (x)ν1

uh
2 (x)ν2

uh
1 (x)ν2 + uh

2 (x)ν1

⎫⎬⎭ dΓ [1.11]
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où comme indiqué précédemment Ωi est la cellule de Voronoï contrainte associée au
nœud ni dont le bord est noté par Γi (avec ν1 et ν2 les composantes du vecteur unitaire
normal à Γi), Ai étant son aire.

En introduisant l’approximation C-NEM définie dans l’équation [1.11] on obtient
après intégration :

ε̃h(xi) =

⎧⎨⎩
b̃11(xi) 0 b̃12(xi) 0 · · ·

0 b̃21(xi) 0 b̃22(xi) · · ·
b̃21(xi) b̃11(xi) b̃22(xi) b̃12(xi) · · ·

· · · b̃1N (xi) 0

· · · 0 b̃2N (xi)

· · · b̃2N (xi) b̃1N (xi)

⎫⎬⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u11

u12

u21

u22

...
uN1

uN2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= B̃i d [1.12]

où b̃1j(xi) et b̃2j(xi) sont définis par :

{
b̃1j(xi) = 1

Ai

∫
Γi

φj(x)ν1(x)dΓ

b̃2j(xi) = 1
Ai

∫
Γi

φj(x)ν2(x)dΓ
[1.13]

On peut remarquer que la plupart des composantes de la matrice B̃i sont nulles
grâce au support compact des fonctions de forme (les seules composantes non nulles
correspondent aux nœuds voisins du point x).

Chen et al. [CHE 01] ont proposé d’utiliser l’intersection entre le diagramme de
Voronoï et le domaine pour définir les domaines d’intégration Ωi. Nous étendons cette
définition de manière immédiate aux cellules de Voronoï contraintes, mieux adaptées
à représenter des domaines dans le voisinage des bords non convexes.

En plus, l’utilisation du théorème de la divergence évite la calcul des dérivées des
fonctions de forme, ne nécessitant que le calcul des fonctions de forme sur les bords
des cellules de Voronoï contraintes. Le fait d’intégrer ces fonctions (plus régulières
que leurs dérivées) sur des éléments de dimensions inférieures (sur des arêtes en 2D),
permet d’obtenir une très bonne qualité d’intégration comparée aux autres techniques
[GON 00]. Elle permet même de passer le patch test, avec grande précision, alors que
les fonctions de forme ne sont pas polynomiales.
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1.3. Propagation d’interfaces

Dans [YVO 04], des exemples présentant des discontinuités matérielles fixes (in-
terface entre deux matériaux, fissures) sont présentés. Ces exemples possèdent des so-
lutions analytiques qui permettent d’établir des comparaisons avec les résultats fournis
par la méthode C-NEM. Nous nous focalisons ici sur la propagation des discontinuités
mobiles telles que les interfaces dans les processus de changement de phase.

Une description détaillée de l’évolution très fine de l’interface impliquée dans les
problèmes de changement de phase est importante dans différents domaines de l’in-
génieur et dans la simulation des procédés, c’est-à-dire les problèmes de fonderie, le
perçage ou le soudage laser, pour pouvoir prédire l’état géométrique, métallurgique et
mécanique de la pièce finale. La nécessité de conformer les éléments avec l’interface
mobile dans les problèmes de changement de phase est une limitation de la méthode
des éléments finis, car le déplacement de l’interface provoque la distorsion des élé-
ments. Dans cette section, une technique utilisant les attraits des méthodes meshless
ainsi que les différentes propriétés de la méthode C-NEM, est présentée pour simuler
la propagation des interfaces dans les changements de phase.

1.3.1. Formulation du problème thermique multiphasique

Soit Ω ∈ �2 un domaine fermé et T le champ de température. Sur le bord du
domaine Γ ≡ ∂Ω la température ou le flux thermique sont imposés. Nous désignons
par Γ1 le bord du domaine où la température est imposée T (x ∈ Γ1, t) = T (x, t) et
par Γ2 le bord du domaine où le flux q est imposé. Le modèle thermique est défini sur
l’intervalle de temps [0, tmax]. La condition initiale est donnée par T (x, t = 0) = T0,
où T0 est supposée plus haute que la température de fusion Tm. Au temps t = 0,
une partie de la frontière Γ1 est brutalement soumise à une température T1 < Tm.
Un front de solidification mobile ΓI est alors généré, dont la position évolue dans le
temps, c’est-à-dire ΓI(t), divisant le domaine Ω en deux parties Ω1(t) (phase solide)
et Ω2(t) (phase liquide). Par souci de simplification, nous considérons ici un modèle
thermique homogène et isotrope dans chacune des phases.

En l’absence de source de chaleur, le modèle de transfert thermique est défini dans
chaque phase par :

{
c1

∂T (x,t)
∂t = ∇ · (k1∇T ) dans Ω1(t)

c2
∂T (x,t)

∂t = ∇ · (k2∇T ) dans Ω2(t)
[1.14]
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où c1 et c2 sont les capacités calorifiques de chaque phase, avec k1 et k2 leurs conduc-
tivités thermiques. Les conditions initiales et les conditions aux bords associées sont
données par :

⎧⎨⎩
T (x, t = 0) = T0 > Tm ∀x ∈ Ω
T (x, t) = T (x, t) = T1 < Tm ∀x ∈ Γ1, ∀t ∈ [0, tmax]
−k∇T (x, t) · n = q(x, t) ∀x ∈ Γ2, ∀t ∈ [0, tmax]

[1.15]

L’évolution de l’interface ΓI(t) est décrite par la condition de Stefan :

V(x ∈ ΓI(t)) =
|[q]|
L

nI(x) [1.16]

où V est la vitesse de l’interface, L est la chaleur latente volumétrique de fusion,
nI(x) est le vecteur normal à l’interface au point x qui est supposé dirigé vers la
phase liquide, et |[q]| est le saut du flux thermique à travers de l’interface ΓI(t), c’est-
à-dire :

|[q]| =
(
k1∇T |Γ−

I
(t) − k2∇T |Γ+

I
(t)

)
· nI [1.17]

La condition supplémentaire imposée sur l’interface ΓI(t) est :

T (x, t) = Tm; ∀x ∈ ΓI(t) [1.18]

1.3.2. Discrétisation C-NEM

On supposant que Γ2 ≡ ΓI , la formulation faible associée avec l’équation [1.14]
est donnée par :

Trouver T ∈ H1(Ω) vérifiant T = T sur Γ1 tel que :

∫
Ω

c
∂T

∂t
δT dΩ = −

∫
Ω

k∇T · ∇δT dΩ +

+

∫
ΓI(t)

|[q]|δT dΓ, ∀ δT ∈ H1
0 (Ω) [1.19]
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où H1(Ω) et H1
0 (Ω) sont les espaces fonctionnels de Sobolev usuels. En substituant

les fonctions d’approximations et les fonctions test (approximées par le schéma C-
NEM) dans l’équation [1.19] nous obtenons le système d’équations suivant :

CṪ + KT = F [1.20]

où T est le vecteur contenant les temperatures nodales inconnues. Nous considérons
la solution sur l’intervalle [0, tmax], découpé en pas de temps [tn, tn+1] et un schéma
de discrétisation en temps de type trapèzes généralisés. Ainsi, la procédure itérative
de traitement de la non-linéarité est définie de la manière suivante : connaissant T

n

et |[q]|n au temps tn, le problème non-linéaire associé à l’équation [1.19] consiste à
trouver T

n+1 et |[q]|n+1 tels que les équations [1.18] et [1.19] soient satisfaites.

Une méthode de Newton-Raphson est utilisée pour résoudre le problème non-
linéaire associé à l’équation [1.19], dans laquelle la matrice tangente est évaluée nu-
mériquement. Au temps tn+1, l’actualisation de la position de l’interface est réalisée
en utilisant la formule d’Euler :

x
n+1
J = x

n
J + ΔtVn(xn

J) [1.21]

où xJ sont les nœuds définissant l’interface.

1.3.3. Problème de changement de phase avec solution analytique

Dans ce paragraphe, un domaine Ω = [−1, 1] × [−1, 1] cm, initialement entiè-
rement à l’état liquide (T0 > Tm), est refroidi en son centre au point (0,0), ce qui
provoque l’apparition d’un front de solidification circulaire dont le rayon augmente
avec le temps. La solution analytique de ce problème pour une plaque infinie peut être
trouvée dans [CAR 59].

Le rayon analytique du front au temps t est donné par :

Rf (t) = 2λ
√

βst [1.22]

La température dans la phase solide r < Rf est donnée par :

T (r, t) = Tm +
Q

4πks

[
Ei

(
− r2

4βst

)
− Ei(−λ2)

]
[1.23]
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et dans la phase liquide r > Rf par :

T (r, t) = T0 − T0 − Tm

Ei(λ2η)
Ei

(
− r2

4βlt

)
[1.24]

Dans la formule [1.24], λ est solution de l’équation :

Q

4π
eλ2

= λ2βsL − kl(T0 − Tm)

Ei(−λ2η)
[1.25]

Avec Q l’intensité de la source de refroidissement, Ei la fonction mathématique
exponentielle intégrale et η le rapport des diffusivités thermiques :

η =
βs

βl
[1.26]

Nous considérons ici seulement un quart du problème pour des raisons évidentes
de symétrie. Nous obtenons la solution exacte en tout point du domaine en imposant la
température exacte (connue en milieu infini) sur le bord de notre plaque carrée. Nous
prenons pour les valeurs numériques :

Q = 10, ks = 9.6.10−2cal.cm−1.s−1.0C−1, kl = 6.9.10−2cal.cm−1s−10C−1 et
λ = 0.3513

Pour mettre en évidence les qualités de la méthode, nous avons choisi un domaine
dans lequel 144 nœuds sont répartis de manière aléatoire, avec 8 nœuds supplémen-
taires disposés sur l’interface, coincidant avec la solution exacte pour t0 = 1s. Une
comparaison avec la méthode des éléments finis a été réalisée de la manière suivante :
pour un diagramme de Voronoï donné, la triangulation de Delaunauy duale est obtenue
simplement en connectant entre eux les nœuds voisins. Dans les simulations effectuées
dans le cadre de la méthode des éléments finis, des fonctions de forme linéaires sont
utilisées sur chaque triangle de Delaunay.

La figure 1.7 montre l’évolution de la triangulation de Delaunay aux instants
t = 1.15s, t = 2.65s et t = 5.5s. La triangulation est contrainte par les segments
de l’interface mobile. Les cellules de Voronoï contraintes duales sont représentées au
temps t = 9.25 s. La triangulation, ainsi que les fonctions de forme, sont seulement
actualisées au voisinage de l’interface à chaque pas de temps, ce qui induit de faibles
coûts de calculs.

Dans la figure 1.8, les allures du front obtenues par la méthode C-NEM ainsi
que par la méhode des éléments finis sont comparées avec la solution analytique. On
constate une qualité supérieure pour la méthode C-NEM, et un bon accord est obtenu
dans ce cas par rapport à la solution analytique, comme le montre la figure 1.9.
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t = 1.15 s t = 2.65 s

t = 5.50 s t = 9.25 s

Figure 1.7. Evolution de la triangulation de Delaunay contrainte aux instants t = 1.15 s,
   t =  2.65 s et t = 5.5 s, ainsi que les cellules de Voronoï contraintes à l’instant t = 9.25 s

1.3.4. Exemple numérique : refroidissement d’une pièce de fonderie

Dans cet exemple, un problème de fonderie est présenté, dans lequel une pièce
d’aluminium, initialement à la température T1 = 1 000 K, supérieure à la température
de fusion Tm = 933 K, est refroidie dans son moule en imposant une température de
300 K sur son bord, provoquant la propagation d’une interface et la solidification. La
géométrie du problème est représentée dans la figure 1.10. Nous avons ici utilisé des
capacités calorifiques et des conductivités thermiques constantes dans chaque phase,
bien que celles-ci soient en réalité légèrement non linéaires. Nous cherchons dans cet
exemple à montrer les potentialités numériques de la méthode, plutôt que de modéliser
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(a)        (b)    (c)   (d) (e)  (f) (a)        (b)    (c)   (d) (e)  (f)

Position exacte de l'interface
Solution C-NEM
Solution FEM

Figure 1.8. Comparaison entre les positions radiales moyennes du front calculées (ligne pleine)
et exactes (pointillés) : a) t = 1.15s ; b) t = 2.8s ; c) t = 4.3s ; d) t = 5.65s ; e) t = 7.15s et

                                                                        f) t=  8.65s
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Figure 1.9. Erreur sur la position de l’interface

fidèlement la simulation réelle du refroidissement. Les propriétés thermiques de ce
matériau peuvent être trouvées dans [BRA 83]. Sur la figure 1.11, l’évolution des
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cellules contraintes de Voronoï est représentée à quatre instants. Dans la figure 1.12,
les positions calculées de l’interface sont représentées pour différents temps.

15.2 

7.8 4.0 

1.0 

30¡

Figure 1.10. Géométrie de la pièce

Figure 1.11. Cellules de Voronoï contraintes pour différentes positions de
l’interface
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Figure 1.12. Positions calculées de l’interface pour différents temps

1.4. Vers la simulation des procédés : raffinage et grandes transformations

1.4.1. Méthodes sans maillage et adaptation

Un des avantages des méthodes sans maillage est de tolérer de grandes distorsions
du nuage de nœuds de départ sans introduire d’erreurs significatives dans la solu-
tion. Cependant, il est évident que dans tous les cas, une densité nodale appropriée
est nécessaire pour décrire les forts gradients pouvant intervenir dans la solution du
problème. C’est pourquoi une adaptation de la densité nodale est nécessaire pour cal-
culer la solution numérique des problèmes gouvernés par les équations aux dérivées
partielles.

Dans le contexte de la méthode des éléments finis, ces adaptations sont incluses
dans l’opération de remaillage. Le remaillage est nécessaire par exemple lorsque la
géométrie des éléments devient trop déformée suite à de grandes déformations du do-
maine. De plus, il peut être nécessaire, pour améliorer la qualité de l’interpolation
dans le voisinage d’un fort gradient dans la solution, d’ajouter de nouveaux nœuds, ou
de les repositionner. Cette tâche n’est pas simple car le maillage associé à la nouvelle
distribution nodale ne doit pas contenir elle-même d’éléments distordus. La qualité
géométrique sur les éléments est une contrainte qui complique fortement les procé-
dures de raffinage, spécialement dans le cas 3D.
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A l’opposé, dans les méthodes sans maillage, aucune contrainte géométrique sur la
position relative des nœuds n’est imposée. Ainsi, l’introduction, l’élimination ou le re-
positionnement de nœuds est une tâche triviale. De cette manière, des nœuds peuvent
être ajoutés sans vérification géométrique dans les régions où la qualité de la solution
doit être améliorée (identifiées par un indicateur d’erreur approprié). Une fois les nou-
veaux nœuds placés dans le domaine, dans le cas où le problème fait intervenir des
variables d’histoire, l’initialisation de ces variables dans le cadre d’une intégration no-
dale (toutes les variables sont alors définies aux nœuds) peut être réalisée de manière
triviale en utilisant le schéma d’interpolation meshless. Cet aspect attractif simplifie
de manière significative les procédures de raffinage. Pour déterminer les zones dans
lesquelles un raffinage est nécessaire, des estimateurs ou indicateurs d’erreurs sont
nécessaires. Si l’estimation d’erreur est bien établie dans le cadre de la méthode des
éléments finis [BAB 79, LAD 01, ZIE 87], l’émergence de publications sur ces su-
jets dans le contexte des méthodes sans maillage est plus récente. Dans le contexte de
la Reproducing Kernel Particle method (RKPM), Belytschko et al. [BEL 98], et Liu
et al. [LIU 97] ont proposé des estimateurs d’erreurs basés sur les résidus de l’équa-
tion d’équilibre. You et al. [YOU 03] ont proposé une approche originale en utilisant
l’approximation RKPM comme un filtre passe-bas et le filtre passe-haut correspondant
est utilisé pour localiser les régions à forts gradients, similaire à l’analyse multiréso-
lution et l’analyse ondelettes. Dans le contexte de la méthode Element Free Galerkin
(EFG), l’estimation d’erreur a été fortement étudiée en utilisant des indicateurs basés
sur des procédures de reconstruction (recovery methods) [ZIE 87]. Les fonctions de
forme possédant une grande continuité, la procédure de reconstruction des contraintes
ne nécessite pas de projection comme dans la méthode des éléments finis utilisant des
fonctions de forme C0. Chung et Belytschko [CHU 98] ont introduit par ce biais des
estimations d’erreur locales et globales dans la méthode EFG. L’essence de cet indi-
cateur d’erreur est d’utiliser la différence entre les valeurs obtenues par reconstruction
des contraintes et celles obtenues directement par la solution EFG. Une étude plus
approfondie a été menée par Lee et Zhou [LEE 03a,LEE 03b] et dans la méthode
RKPM par Lu et Chen [LUC 02]. Cependant, des difficultés apparaissent, car la qua-
lité de l’indicateur d’efficacité dépend du nombre de nœuds contenus dans le support
de la fonction moindres carrés mobiles utilisée pour le calcul et pour la projection
[CHU 98]. De plus, des difficultés associées à l’adaptation de la taille du support des
fonctions de forme pendant le raffinage apparaissent, comme il en est discuté dans
[LEE 03a]. Ces difficultés sont liées au fait que la taille du support des fonctions
de forme moindres carrés mobiles doit être réglée afin qu’il couvre un nombre suffi-
sant de nœuds, sans toutefois en contenir un nombre trop important pour préserver la
qualité. Par la suite, nous montrons que l’utilisation des fonctions de forme de type
éléments naturels permet d’éviter ces difficultés.
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1.4.2. Méthodologie de raffinage adaptatif pour l’élasticité linéaire en statique

Dans cette partie limitée à l’élasticité linéaire, nous proposons une procédure de
raffinage adaptatif utilisable dans le contexte de la méthode C-NEM incluant un indi-
cateur d’erreur a posteriori basé sur une technique de reconstruction des contraintes
de type Zienkiewicz-Zhu [ZIE 87], ainsi qu’une technique de raffinage basée sur les
cellules de Voronoï afin de permettre le raffinage dans des nuages de nœuds irréguliers.

1.4.2.1. Formulation élastostatique

Nous commençons par rappeler la formulation des problèmes 2D élastostatiques
en petites perturbations. L’équation d’équilibre peut être écrite comme :

∇ · σ + b = 0 dans Ω [1.27]

où Ω ∈ �2 est le domaine matériel, ∇ est l’opérateur gradient, σ est le tenseur des
contraintes de Cauchy et b est un terme de forces volumiques.

La loi de comportement est donnée par :

σ = Cε [1.28]

où maintenant σ et ε sont les formes vectorielles des tenseurs de contraintes et de
déformations linéarisées (partie symétrique du gradient des déplacements) respective-
ment, et C est la forme matricielle du tenseur élastique.

Les conditions aux limites sont données par :

{
u = u sur Γu

σ · n = t sur Γt
[1.29]

où Γ = Γu ∪ Γt est la frontière de Ω, n est le vecteur normal unitaire défini sur Γ,
et ū et t̄ sont les déplacements et efforts imposés, respectivement. La formulation
variationnelle associée avec le problème élastostatique est donnée par :

Trouver u ∈ H1(Ω) cinématiquement admissible (u = u sur Γu) tel que :

∫
Ω

σ · ε∗dΩ =

∫
Ω

b · v∗dΩ +

∫
Γt

t · v∗dΓ [1.30]
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∀v∗ ∈ H1
0 (Ω), où H1(Ω) et H1

0 (Ω) sont les espaces fonctionnels de Sobolev
usuels.

En substituant les fonctions d’approximation et les fonctions test (approximées
par le schéma C-NEM) dans l’équation [1.30], nous obtenons le système d’équations
suivant après intégration (dont les détails sont fournis dans le paragraphe 1.2.6) :

K d = f
ext [1.31]

où d est le vecteur contenant les déplacements nodaux, la matrice K et le vecteur f
ext

étant donnés par :

K =

∫
Ω

B̃
t
CB̃dΩ [1.32]

f
ext =

∫
Γt

N
t
tdΓ +

∫
Ω

N
t
bdΩ [1.33]

où N et B̃ sont les matrices contenant les fonctions de forme et leurs dérivées, respec-
tivement.

1.4.2.2. Indicateur d’erreur NEM basé sur la reconstruction de l’erreur

Nous avons proposé dans [YVO à paraître] un indicateur d’erreur de type
Zienkiewicz-Zhu dans le cadre de la NEM basé sur l’intégration nodale stabilisée.
Nous présentons ci-dessous les grandes lignes de la construction de cet indicateur.

L’indicateur d’erreur de Zienkiewicz-Zhu a été proposé dans [ZIE 87]. L’objectif
est d’estimer

∥∥∇u − ∇u
h
∥∥

L2(Ω)
. Dans ce but, un champ de déformation d’ordre

supérieur Gu de ∇u doit être construit en utilisant seulement uh. Nous commençons
tout d’abord par considérer une approximation Gu plus précise que ∇u

h, soit :

‖∇u − Gu‖L2(Ω) ≤ C1h
α
∥∥∇u − ∇u

h
∥∥

L2(Ω)
, α > 0 [1.34]

L’indice d’effectivité est le rapport entre l’erreur estimée et l’erreur exacte. Nous
avons :

∥∥∇u
h − Gu

∥∥
L2(Ω)

=
∥∥(∇u

h − ∇u) − (Gu − ∇u)
∥∥

L2(Ω) [1.35]

24



En utilisant l’inégalité triangulaire, nous avons :

∥∥∇u
h − ∇u

∥∥
L2(Ω)

− ‖Gu − ∇u‖L2(Ω) ≤
∥∥∇u

h − Gu
∥∥

L2(Ω)
≤

∥∥∇u
h − ∇u

∥∥
L2(Ω)

+ ‖Gu − ∇u‖L2(Ω) [1.36]

En divisant chaque terme par
∥∥∇u

h − ∇u
∥∥

L2(Ω)
on obtient :

1 −
‖Gu − ∇u‖L2(Ω)

‖∇uh − ∇u‖L2(Ω)

≤ θ ≤ 1 +
‖Gu − ∇u‖L2(Ω)

‖∇uh − ∇u‖L2(Ω)

[1.37]

Si l’équation [1.34] est vérifée, alors l’indice d’effectivité est supposé tendre vers
1 lorsque h tend vers zéro, conduisant à une erreur approximée asymptotiquement
exacte. Soit ψi(x) et φi(x) deux jeux de fonctions de forme d’ordre de consistance
zéro et un, respectivement. Nous avons, pour α > 0 :

∥∥∥∥∥∇u −
n∑

i=1

φi(x)∇u
h(xi)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C1h
α

∥∥∥∥∥∇u −
n∑

i=1

ψi(x)∇u
h(xi)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

[1.38]

En choisissant ψi(x) comme les fonctions de forme NEM de Thiessen, soit :

ψi(x) =

{
1 if x ∈ Ωi

0 sinon
[1.39]

où Ωi est une cellule de Voronoï. En choisissant φi(x) comme les fonctions de forme
NEM de Sibson et en utilisant l’intégration nodale stabilisée comme décrite précé-
demment, on définit :

∇̃u
h(xi) ≈ 1

Ωi

∫
Ωi

∇u
h(x)dΩ [1.40]
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∇̃u
h(x) =

n∑
i=1

ψi(x)∇̃u
h(xi) [1.41]

Nous construison donc Gu en utilisant :

Gu(x) =

n∑
i=1

φi(x)∇̃u
h(xi) [1.42]

En utilisant les équations [1.42], [1.41] and [1.34] nous avons :

‖∇u − Gu‖L2(Ω) ≤ C1h
α
∥∥∥∇u − ∇̃u

h
∥∥∥

L2(Ω)
, α > 0 [1.43]

Nous pouvons alors définir :

σ̃
h(x) = CB̃d [1.44]

où B̃ est la matrice contenant les dérivées stabilisées, ainsi que :

σ̂(x) =

n∑
i=1

φi(x)σ̃h(xi) [1.45]

Dans le cas de problèmes linéaires, B̃ est linéaire par rapport à σ̃
h(x). On peut

donc écrire :

∥∥uσ̂(x) − u
σ(x)

∥∥
E(Ω)

≤ C1h
α
∥∥uσ̃(x) − u

σ(x)
∥∥

E(Ω)
, α > 0 [1.46]

où ‖uσ(x)‖E(Ω) est la norme en énergie associée à u(x), définie par :

‖uσ(x)‖E(Ω) =

{∫
Ω

1

2
σ

T
C

−1
σ

}1/2

[1.47]
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Points d'intégration

Figure 1.13. Calcul de l’erreur dans chaque cellule de Voronoï

Finalement, en utilisant les équations [1.37] et [1.46], nous avons :

1 −
∥∥uσ̂ − u

σ
∥∥

E(Ω)

‖uσ̃ − uσ‖E(Ω)

≤ θ ≤ 1 +

∥∥uσ̂ − u
σ
∥∥

E(Ω)

‖uσ̃ − uσ‖E(Ω)

[1.48]

alors θ est un indice d’effectivité associé avec l’indicateur d’erreur proposé, supposé
asymptotiquement exact.

Afin d’évaluer numériquement l’intégrale dans l’équation [1.47], les cellules de
Voronoï sont triangulées, comme décrit dans la figure 1.13, et une intégration de Gauss
est utilisée sur chaque sous-triangle. Comme les cellules de Voronoï contraintes défi-
nissent une partition du domaine, l’erreur globale peut être exprimée en fonction des
contributions locales par :

∥∥uσ̂ − u
σ̃
∥∥2

E(Ω)
=

N∑
i=1

∥∥uσ̂ − u
σ̃
∥∥2

E(Ωi)
[1.49]

où N est le nombre total de nœuds dans le domaine. Nous pouvons aussi définir une
contribution de l’erreur locale relative par :

ηi =

∥∥uσ̂ − u
σ̃
∥∥

E(Ωi)

‖uσ̂‖E(Ω)

[1.50]
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1.4.2.3. Stratégie de rafinement

Dans le cas de concentrations de la solution, il peut être nécessaire d’effectuer des
raffinements locaux. Pour cela, la connaissance de la contribution locale de l’erreur est
cruciale. Dans ce but, nous définissons une erreur tolérée limite η̄ et sa contribution
locale dans chaque cellule η̄i satisfaisant :

η̄2 =

N∑
i=1

(η̄i)
2 [1.51]

Si l’on souhaite que l’erreur soit distribuée de manière égale dans chaque cellule,
alors η̄i = η̄∗, ∀i :

η̄∗ =
η̄√
N

[1.52]

En suivant la technique décrite par Zienkiewicz et al. [ZIE 99], nous pouvons
calculer la longueur caractéristique d’une nouvelle cellule par rapport à une ancienne
cellule en supposant un ordre de convergence en norme énergie de p (Θ(hp)). On peut
alors écrire :

hnew
i

hold
i

=

[
η̄∗
ηi

] 1
p

=

[
η̄‖uσ̂‖E(Ω)√

N‖uσ̃ − uσ̂‖E(Ωi)

] 1
p

[1.53]

Pour décider si une cellule de Voronoï doit être subivisée, nous définissons la lon-
gueur caractéristique h d’une cellule de Voronoï comme la distance moyenne entre le
nœud central et les voisins naturels visibles, qui en utilisant les stratégies de rafinement
décrites dans la figure 1.14, conduit à :

hnew

hold
≤ 1

2
[1.54]

Il faut alors subdiviser une cellule si :

[
η̄‖uσ̂‖E(Ω)√

N‖uσ̃ − uσ̂‖E(Ωi)

] 1
p

≤ 1

2
[1.55]
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(a)

(b)

Figure 1.14. Stratégies de raffinement nodal basées sur les cellules de
Voronoï. (o) : nœuds additionnels

La stratégie décrite dans la figure 1.14a a été considérée par plusieurs auteurs
[LUC 02,YOU 03], et est bien adaptée au raffinement dans des nuages de points de-
structurés. En partant d’un nuage de nœuds initial, on construit d’abord le diagramme
de Voronoï associé. Si la condition [1.55] est validée, de nouveaux nœuds sont ajou-
tés sur les sommets de la cellule. Cette opération est répétée pour toutes les cellules.
On reconstruit alors le diagramme de Voronoï associé au nouveau nuage obtenu, et
ainsi de suite jusqu’à ce que l’erreur globale soit sous la tolérance fixée. Une stratégie
différente est décrite dans la figure 1.14b, où les nœuds additionnels sont cette fois
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ajoutés entre le nœud central et les voisins naturels visibles. C’est cette stratégie que
nous avons appliquée dans l’exemple numérique qui suit.

1.4.3. Méthodologie de raffinage adaptatif pour les problèmes non linéaires à va-
riables internes

Dans ce paragraphe, une stratégie de raffinage adaptatif pour les problèmes non
linéaires avec variable d’histoire est développée dans le cadre de la méthode C-NEM.
Celle-ci inclut : a) un indicateur d’erreur de type Ziekiewicz-Zhu [ZIE 87] basé sur
la déformation plastique cumulée ; b) une technique de transfert de variables internes
facilitée par une intégration nodale [CHE 02] ; et c), une stratégie de raffinage pour
les problèmes évoluant dans le temps basée sur les cellules de Voronoï.

1.4.3.1. Indicateur d’erreur pour les problèmes non linéaires à variables internes

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, et pour le cas des problèmes el-
liptiques linéaires, les techniques visant à établir des stratégies de raffinage adaptatif
sont aujourd’hui bien établies et utilisées de manière routinière dans les codes élé-
ments finis. Au contraire, bien que certains progrès aient été effectués pour certaines
classes de problèmes non linéaires (voir par exemple [BAB 86] pour une des pre-
mières contributions), seul un nombre relativement limité de travaux publiés existent
sur les estimations d’erreur a posteriori et les approches adaptatives pour les pro-
blèmes non linéaires avec variables d’histoire en mécanique du solide. Des exceptions
notables sont les contributions de Ladevèze et al. [LAD 86], de Jin et al. [JIN 89],
Ortiz et Quigley [ORT 91], Johnson et Hansbo [JOH 92], Lee et Bathe [LEE 94],
Peric et al. [PER 96] et Gallimard et al. [GAL 96].

Par la suite, nous proposons un indicateur d’erreur simple reposant sur des concepts
similaires à ceux décrits pour l’indicateur d’erreur de la partie précédente. Les concepts
ci-dessous, ainsi que la formulation du problème en grandes transformations élasto-
plastiques, peuvent être trouvés dans [YVO 05b]. Soit α (X, t) une variable, soit as-
sociée aux dérivées spatiales des inconnues du problème (par exemple F(X, t))), ou
soit une variable interne (par exemple ε̄p(X, t)). Dans le contexte de la méthode C-
NEM, l’intégration nodale stabilisée introduite par Chen et al. [YOU 04] construit
des champs constants par morceaux associés aux dérivées des champs du problème,
discontinus au passage d’une cellule de Voronoï à une autre. C’est une conséquence
du schéma de stabilisation (moyenne des gradients) urtilisé dans l’équation [1.59].
De plus, les différentes variables internes peuvent être définies aux nœuds, car ceux-
ci sont, dans ce schéma d’intégration, confondus avec les points d’intégration. Des
champs constants associés aux variables α(X, t) peuvent alors être considérés dans
chaque cellule. Une solution simple de champ lissé reconstruit α∗(X, t) (avec une
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convergence supposée plus rapide), est l’interpolation des valeurs nodales αh(Xi, t)
dans le schéma C-NEM :

α(X, t)
∗

=

V∑
i=1

φC
i (X)αh(Xi, t) [1.56]

Ainsi, on peut définir une indication de l’erreur basée sur la déformation plastique
cumulée dans chaque cellule Ωi et dans la configuration de référence comme :

|e|2Ωi
=

∫
Ωi0

([ε̄p(X, t)]
∗ − [ε̄p(Xi, t)]

h
)
2
JidΩ0 [1.57]

avec :

[ε̄p(X, t)]
∗

=

V∑
j=1

φc
j(X)[ε̄p(Xj , t)]

h
, Ji = det(F̃i) [1.58]

où [ε̄p(Xj , t)]
h est la déformation plastique cumulée associée avec le voisin naturel

visible nj du point x, supposé constante dans la cellule Ωj . Pour évaluer [1.57], les
cellules de Voronoï sont triangulées, et un schéma d’intégration de Gauss est appliqué
dans chaque triangle.

On peut par cette technique construire tout type d’indicateur d’erreur, comme par
exemple des indicateurs d’erreurs basés sur le taux de déformation plastique ou en-
core sur l’endommagement [PER 99]. Par simplicité, nous considérons ici seulement
l’indicateur basé sur la déformation pastique cumulée. L’erreur globale est obtenue, de
manière standard, par : |e|2Ω =

∑N
i |e|2Ωi

. Enfin, une erreur relative η peut être définie
par : ηi := |e|Ωi

/|e|Ω.

1.4.3.2. Transfert des variables internes dans la méthode C-NEM

Dans la méthode des éléments finis, lorsque la déformation des éléments ne ga-
rantit plus une certaine qualité de la solution ou lorsqu’un raffinage est nécessaire
pour représenter des phénomènes décrits par des dimensions inférieures à la taille du
maillage, un nouveau maillage doit être généré. Le nouveau maillage est générale-
ment complètement différent du précédent. Pour ce maillage, un ensemble de nou-
velles variables d’état comme les déplacements, les contraintes, ou les paramètres
d’écrouissage associés au nouveau maillage doit être reconstruit à partir de l’ancien
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maillage. On distingue deux sortes de variables d’état : celles qui sont stockées aux
nœuds (comme par exemple les déplacements) et celles qui sont stockées aux points
d’intégration (comme par exemple les variables d’écrouissage). Pour ces dernières, il
est nécessaire de définir un opérateur de transfert (ou de projection) pour permettre
le transfert des variables internes associées à l’ancien maillage vers le nouveau [LEE
94, ORT 91, PER 96].

Une discussion sur ces différents aspects, ainsi que différentes techniques pos-
sibles peuvent être trouvées dans le cadre de la MEF dans [LEE 94, ORT 91, PER
96, PER 99]. Les principales difficultés sont associées à la localisation des anciens
points d’intégration dans le nouveau maillage (opération coûteuse) et à la diffusion
numérique des données à chaque transfert (dégradation de la solution).

Pour alléger les différentes difficultés décrites ci-dessus, nous proposons par la
suite une méthodologie utilisant les caractéristiques de la méthode des éléments natu-
rels pour définir un opérateur de transfert simplifié entre deux actualisations ou raffi-
nages. Il est à noter que dans le cadre des méthodes meshless, le transfert des variables
internes intervient dans le cadre d’une réactualisation de la connectivité des nœuds ou
d’un raffinage.

Dans ce paragraphe, nous proposons d’utiliser la méthode d’intégration nodale
stabilisée conforme (SCNI) [CHE 02] afin (a) d’améliorer la qualité de l’intégration
numérique de la forme faible associée aux équations d’équilibre et (b) pour pouvoir
transférer les variables internes de manière simple en stockant toutes les variables,
y compris les variables habituellement stockées aux points d’intégration de Gauss
(comme les variables d’écrouissage ou de déformation plastique cumulée), aux nœuds.

Une formulation lagrangienne est utilisée [YVO 05b], dans laquelle les connec-
tivités, les fonctions de forme ainsi que les dérivées sont définies sur la base du dia-
gramme de Voronoï de l’ensemble des nœuds dans la configuration de référence Ω0

(pas nécessairement la configuration initiale).

Dans la section précédente, l’intégration nodale stabilisée (SCNI) [CHE 01,CHE
02] a été appliquée dans le cadre de l’élasticité linéaire en petites perturbations. Afin
d’appliquer cette technique pour les problèmes non linéaires, nous considérons le gra-
dient de déformation stabilisé au point matériel (nœud) ni [CHE 02] :

F̃i =
1

|Ωi|
∫

Ωi

(∇Xuh(X) + 1
)
dΩ = 1 + ∇̃Xuh(Xi) = 1 + B̃iui [1.59]
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Figure 1.15. Domaine représentatif autour du nœud pour évaluer le gradient
nodal F̃i

où Ωi est un domaine représentatif autour du nœud (typiquement une cellule de
Voronoï) (voir figure 1.15). Par introduction du schéma de discrétisation C-NEM dans
l’équation [1.59] nous trouvons :

∇̃Xuh(Xi) =

⎡⎢⎢⎣
uh

,X(Xi)

uh
,Y (Xi)

vh
,X(Xi)

vh
,Y (Xi)

⎤⎥⎥⎦ = B̃iui [1.60]

où B̃i est exprimée par :

B̃i =

⎡⎢⎢⎣
φ̃1,X 0 φ̃2,X 0 . . . φ̃N,X 0

φ̃1,Y 0 φ̃2,Y 0 . . . φ̃N,Y 0

0 φ̃1,X 0 φ̃2,X . . . 0 φ̃N,X

0 φ̃1,Y 0 φ̃2,Y . . . 0 φ̃N,Y

⎤⎥⎥⎦ [1.61]

et avec ui les déplacements généralisés. Dans le cadre d’une procédure lagrangienne,
les options suivantes peuvent être envisagées :

1) une procédure lagrangienne totale, dans laquelle le diagramme de Voronoï et les
fonctions de forme sont calculées une seule fois dans la configuration de référence ;

2) une procédure lagrangienne actualisée dans laquelle le diagramme de Voronoï
et les fonctions de forme sont recalculées à chaque pas de temps ;

3) une procédure lagrangienne actualisée périodiquement dans laquelle le dia-
gramme de Voronoï et les fonctions de forme sont recalculées après un certain nombre
de pas de temps durant lesquels une procédure lagrangienne totale est utilisée.
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Dans le cadre d’une procédure lagrangienne totale, aucun transfert de variables
internes n’est nécessaire. Par contre, dans le cadre de procédures lagrangiennes ac-
tualisées (2) et (3), il est nécessaire de réactualiser la configuration de référence, ce
qui implique une reconstruction du diagramme de Voronoï et un recalcul des fonc-
tions de forme. Dans ce cas, l’utilisation du gradient de la transformation donné dans
l’équation [1.59] permet de définir toutes les variables internes telles que la déforma-
tion plastique cumulée, aux nœuds. Dans le cadre d’une procédure explicite, les dif-
férentes grandeurs définies au pas de temps précédent sont également toutes définies
aux nœuds. Si le même nuage de nœuds est utilisé pour réactualiser la configuration
de référence, le transfert est direct car les points d’intégration sont confondus avec
les nœuds. Si un nuage de nœuds différent est utilisé (raffinage, repositionnement des
nœuds, etc.), une interpolation directe de type C-NEM à partir des valeurs nodales des
anciens nœuds peut être effectuée pour le transfert des variables internes.

1.4.3.2.1. Stratégie de raffinage adaptatif

Nous proposons la stratégie suivante : à partir d’une configuration de référence
(instant t0), on effectue un nombre fixé d’incréments dans le cadre d’une procédure
lagrangienne, jusqu’à un temps ta. Au temps ta, les erreurs sont évaluées grâce à
l’indicateur décrit dans l’équation [1.58]. Pour les cellules (nœuds) dépassant le seuil
d’erreur toléré, des nœuds sont ajoutés entre le nœud et ses voisins naturels dans la
configuration de référence. Le calcul est repris au temps t0, avec de nouveaux nœuds.
On va ensuite de nouveau jusqu’au temps ta, et ainsi jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de
cellules dépassant le seuil d’erreur toléré. Si au temps ta il n’y a plus de cellules à sub-
diviser, la configuration est actualisée au temps ta et devient la nouvelle configuration
de référence. Voici un résumé de cette procédure :

TANT QUE t < tfinal

1) Actualiser la configuration Ωref (X), αref

2) Effectuer la simulation à l’aide de la procédure lagrangienne jusqu’au temps ta,
x = X + u(X, t)

3) Evaluer l’erreur globale a posteriori.
4) SI ERR > TOL

a) Rajouter des nœuds de coordonnées X
′ dans la configuration de référence

Ωref ; X ← X ∪ X
′ ;

b) Actualiser le pas de temps
c) interpoler les variables internes des nouveaux nœuds à partir des variables

dans la configuration de référence : α(X) =
∑n

i=1 φi(X)αref
i ;

d) interpoler les variables internes des nouveaux nœuds
e) Retourner en 1)

SINON Aller en 5)
5) Initialiser : X = x , αref = αta et retourner en 1)
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1.4.4. Exemples numériques

1.4.4.1. Exemple en élasticité avec concentration de contraintes

θ
a

r

x2

x1

L

(a) (b)

Figure 1.16. a) Modèle de la plaque trouée ; b) modèle discret et conditions
aux limites

Dans cet exemple, une plaque trouée en son centre est soumise à un chargement de
traction en contraintes planes. Celle-ci est représentée sur la figure 1.16. La solution
exacte pour une plaque de taille infinie par rapport au rayon du trou et soumise à un
effort de traction unitaire sur les bords pour lesquels les vecteurs normaux coïncident
avec la direction x1, est donnée par [TIM 70] :

σex11
= 1 − a2

r2
{3

2
cos(2θ) + cos(4θ)} +

3

2

a4

r4
cos(4θ) [1.62]

σex22
= −a2

r2
{1

2
cos(2θ) − cos(4θ)} − 3

2

a4

r4
cos(4θ) [1.63]

σex12
= −a2

r2
{1

2
sin(2θ) + sin(4θ)} +

3

2

a4

r4
sin(4θ) [1.64]

Pour éviter les erreurs induites par la taille finie de la plaque, des conditions aux
limites en efforts correspondant à la solution exacte Fd = σexn sont imposés sur
les bords de la plaque. Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la plaque est
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analysé. Sur la figure 1.17, nous remarquons que la solution de référence σ̂ converge
toujours plus vite que les autres solutions. L’ indice d’efficacité est présenté sur la
figure 1.18. Nous observons que l’indicateur tend asymptotiquement vers 1, comme
prévu. Une séquence de raffinage adaptatif utilisant cet indicateur est représentée sur
la figure 1.19.

Nous constatons que le raffinage est bien activé autour du trou central, où la solu-
tion en contraintes présente une concentration significative. D’autres exemples impli-
quant différents niveaux de concentrations de contraintes, y compris des singulariéts,
peuvent être trouvés dans [YVO  à paraître].
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Figure 1.17. Norme énergie de l’erreur pour le problème de la plaque trouée

1.4.4.2. Exemple en élastoplasticité dynamique : propagation de bandes de cisaille-
ment

Le poinçonnage grande vitesse, ou cisaillage adiabatique, est un nouveau pro-
cédé offrant des avantages significatifs par rapport au poinçonnage classique. Dans ce
procédé, la grande vitesse et la masse importante du poinçon conduisent à la forma-
tion de bandes de cisaillement dans la pièce, qui combinées avec l’endommagement,
entraîne une découpe de la pièce de très grande qualité, sans bavure. Ce procédé au-
torise le poinçonnage de matériaux durs tels que les alliages de titane ou les aciers
inoxydables, ou encore de poinçonner des épaisseurs de tôle importantes (jusqu’à 20
mm).

L’exemple suivant montre une première avancée vers la simulation de ce procédé
par la stratégie décrite précédemment. La géométrie du probème est décrite dans la
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Figure 1.18. Indices d’efficacité pour le problème de la plaque avec le trou

figure 1.20. Les données matérielles de Johnson-Cook suivantes ont été utilisées (acier
inoxydable 304 L) : A = 253 MPa, B = 685 MPa, C = 0,0973 n = 0,312, m = 2,044,
˙̄ε
p
0 = 1 ; T0 = 296 K, Tf = 1698 K, E = 210 GPa, ν = 0,33, c = 500 J/kgK, k =5,86

J/JgmK, ρ = 7850 kg/m3, la vitesse initiale du poinçon est de V = 11 m.s−1.

Le but de cet exemple est d’illustrer la capacité de la procédure de raffinage adap-
tative à capturer les détails des bandes de cisaillement, lorsque différents paramètres
géométriques des outillages varient. Dans ce problème, les couplages thermoméca-
niques sont importants, et la déformation se localise dans des bandes de cisaillement.
Deux tests ont été effectués en utilisant les paramètres géométriques suivants : R = 5
mm, L = 20 mm, H = 10 mm et j = 0,2 mm.

Dans un premier test, des rayons R1 et R2 ont été utilisés (voir figure 1.20). La
figure 1.21 montre les différentes séquences de raffinage adaptatif au cours de la pro-
gression des bandes de cisaillement. La figure 1.22 montre l’évolution des cellules de
Voronoï contraintes dans une moitié de la pièce au cours du temps. Dans cet exemple,
la bande de cisaillement se développe parallèlement à la vitesse de poinçonnage.

Dans un second test des rayons R1 = 0,5 mm et R2 = 0,5 mm ont été utilisés. Nous
remarquons que l’augmentation des rayons d’outil et de matrice induisent une incli-
naison des bandes de cisaillement. Ce phénomène entraîne en pratique une qualité de
découpe inférieure, car la zone plastifiée est plus importante. La procédure présentée
permet de capturer ce phénomène comme on le voit sur le figure 1.23.
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Erreur estimée : 11,3 % Erreur estimée : 7,2 %

Erreur estimée : 4,41 % Erreur estimée : 2,88 %

Erreur exacte : 15,2 % Erreur exacte : 8,1 %

Erreur exacte : 4,60 % Erreur exacte : 3,00 %

Figure 1.19. Raffinage adaptatif pour le problème de la plaque trouée

1.4.5. Problèmes en grandes transformations : compression d’un lopin élastoplas-
tique 2D et 3D

Dans cet exemple, un lopin élastoplastique est compressé à une vitesse de V =
11 m.s−1 (voir figure 1.24). Le modèle utilisé est un modèle de Johnson-Cook (acier
inoxydable 304 L).
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Figure 1.20. Poinçonnage grande vitesse : géométrie du problème

Un couplage avec les effets thermiques est réalisé. Un frottement de type Coulomb
est considéré, avec un coefficient de frottement de 0,1. Les figures 1.25, 1.26 montrent
les deux nuages de nœuds au cours de la simulation. On peut voir qu’il est possible de
mener la simulation jusqu’à une compression de 70 % de la hauteur initiale du lopin
avec le même nuage de points. Une procédure lagrangienne actualisée est utilisée
à chaque itération. Malgré la distribution fortement anisotrope des nœuds en fin de
simulation, le support basé sur les voisins naturels permet de sélectionner les nœuds
les plus appropriés pour l’interpolation locale.

L’exemple suivant montre une application C-NEM en 3D et en grandes transfor-
mations. La compression de lopins élastoplastiques 3D est étudiée ici. Le modèle est
identique à l’exemple 2D traité précédemment, la vitesse de compression est iden-
tique (V = 11 m.s−1). Des conditions de contact sans glissement sont utilisées. Une
intégration classique de Gauss sur les tétraèdres de Delaunay a été effectuée dans cet
exemple, car l’intégration nodale stabilisée requiert des outils géométriques 3D (in-
tersection des cellules de Voronoï 3D avec le bord triangulé) qui sont toujours aujour-
d’hui en cours de développement au sein de notre groupe de recherche. Une procédure
lagrangienne totale a été utilisée, car en adoptant l’intégration de Gauss, le transfert
des variables internes dans les points de Gauss d’une configuration à l’autre n’est pas
direct. Les résultats de déformées sont présentés dans les figures 1.27 et 1.28.

1.5. Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté les principaux points avantageux de la mé-
thode C-NEM : a) la possibilité d’introduire des discontinuités fixes ou mobiles de
manière simple dans un nuage de nœuds fixes arbitraire ; b) la possibilité d’ajouter et
de supprimer des nœuds sans remaillage, ce qui permet de développer une procédure
de raffinage efficace et ceci pour une distribution arbitraire de nœuds.
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t = 0,6 μ s

t = 1,2 μ s

t = 1,6 μ s

t = 8,6 μ s

Figure 1.21. Poinçonnage grande vitesse (R1 = 0 mm et R2 = 0 mm) ;
raffinage adaptatif pendant la formation de la bande de cisaillement

Un autre point essentiel non développé ici de l’interpolant meshless est sa capa-
cité à être utilisé dans la simulation des phénomènes en grandes déformations, dans le
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Figure 1.22. Poinçonnage grande vitesse (R1 = 0 mm et R2 = 0 mm) ; raffinage adaptatif
pendant la formation de la bande de cisaillement (cellules de Voronoï contraintes)

cadre d’une description lagrangienne actualisée, sans dégradation majeure de la qua-
lité de la solution [LIU 02]. De plus, en utilisant une intégration nodale, comme décrit
plus haut, les variables internes restent attachées aux nœuds. En cas de raffinage, nous
procédons par interpolation des variables d’état en utilisant l’équation [1.4].

De plus, comme dans les autres méthodes sans maillage, on peut attendre que la
direction de propagation des fissures ou des bandes de cisaillement ne soit pas influen-
cée de manière significative par la distribution nodale [LIU 02]. Cet aspect constitue
un réel avantage par rapport à la méthode des éléments finis. L’analyse de la propa-
gation des fissures et des bandes de cisaillement dans un modèle thermo-élasto-visco-
plastique est un des points en cours de travaux, ainsi que l’extension d’indicateurs
d’erreur pour les analyses lagrangiennes en non linéaire.

La méthode C-NEM, basée sur une interpolation de type éléments naturels, permet
l’imposition directe des conditions aux limites et ne nécessite pas de définir de support
pour le domaine d’influence des fonctions de forme, celui-ci étant fixé par la position
arbitraire des voisins naturels du nœud associé à la fonction de forme. Ces aspects
permettent alors d’exploiter pleinement les propriétés attractives des méthodes sans
maillage :

a) la possibilité de gérer les problèmes en grandes transformations dans le cadre
d’une formulation réactualisée sans détérioration majeure de la qualité ;

b) la possibilité de déplacer une interface dans un nuage de nœuds arbitraire, per-
mettant l’analyse des problèmes avec discontinuités fixes ou mobiles ;
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t = 0,6 μ s

t = 1,2 μ s

t = 1,6 μ s

t = 8,6 μ s

Figure 1.23. Poinçonnage grande vitesse (R1 = 0,5 mm et R2 = 0,5 mm) ;
raffinage adaptatif pendant la formation de la bande de cisaillement

c) la possibilité d’ajouter ou supprimer des nœuds dans une procédure de raffinage
adaptatif, sans avoir à adapter la taille du support des fonctions de forme.
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Figure 1.24. Géométrie pour le problème de compression de lopin

Les différents aspects de la méthode C-NEM offrent un outil robuste et permettent
d’envisager de nouvelles approches alternatives aux techniques utilisées dans la mé-
thode des éléments finis.
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