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Identification d’un processus
autorégressif gaussien stable par la
méthode de moyennisation logarithmique
dans le cas réel

Faouzi Chaabane*et Hamdi Fathallah T
juin 2006

Résumé

Dans ce travail, on considere un modele autorégressif gaussien stable a
temps continu unidimentionnel et on lui applique les théoremes limites par
moyennisation logarithmique obtenus pour des martingales locales continues
a temps continu. On construit alors un estimateur de la covariance du bruit
o2 et un autre estimateur de 6 autre que celui des moindres carrés. En ex-
ploitant la méthode de pondération, on améliore les vitesses de convergence
de ces nouveaux estimateurs.

Identification of a stable gaussian autoregression process by
logarithmic averaging method in the real case

Abstract

In the present work, we consider a stable one-dimensional gaussian autore-
gressive model in continous time. Using the limit theorems with logarithmic
averaging obtained for continous local martingales, we construct then an esti-
mator of the noise covariance o2 and an estimator of @ different of the one of
the least squares estimator. By exploiting the weighting method we ameliorate
the convergence rates of these new estimators.

Keywords : Martingale ; Weight ; Almost-sure central limit theorem ;
Logarithmic central limit theorem ; law of iterated logarithm.
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1 Introduction

Le but de ce travail est d’estimer les parametres d’un modele autorégressif
gaussien stable a temps continu unidimentionnel. Etant donné un mouvement brown-
ien standard réel B = (By, t > 0). On définit le processus autorégressif X = (X, ¢ >
0) avec Xy = 0 par la relation :

¢
X, = 9/ Xyds+oBy; t>0, (1)
0

avec <0 et o un parametre réel.
On désigne par 6; I'estimateur des moindres carrés pondéré de 6 défini par

t
0, = P! / ws XdX,, t>0, (2)
0

correspondant au poids (w,) donné par

11—«

_a S
Wy =8 2 exp{2

1
m}, —<a<l, (3)

2

t t
avec P, = / wsstds et par 6, = %/ fsds son moyennisé.
0 0

On remarque que pour ws = 1 on obtient 'estimateur des moindres carrés é\t de 0
défini par

t t
0y = (Qt)_l/ XsdXs, t>0, avec (= / X2ds. (4)
0 0

Dans [B], dans le cas multidimentionnel, Darwich montre que cet estimateur vérifie
la loi du logarithme itéré (LLI). De fagon précise, on a

loglogt
t

6.~ 0] = O(( ) ps.

Ce résultat, dans le cas unidimentionnel, découle de la LLI pour les martingales
réelles continues (voir [fj]). Les théorémes limites par moyennisation logarithmique
permettent entre autre de montrer des résultats aussi bien pour 'estimateur des
moindres carrés que 'estimateur pondéré de type

x Théoreme de la limite centrale presque-stre

1 b ds

Avec (=) dénote la convergence en loi.
La convergence en moyenne d’ordre deux associée au TLCPS permet d’une part de
construire un estimateur de o et d’autre part de donner un autre estimateur de 6

S LN
(05 — 0,)°X%ds — o* p.s., (t — o0).

)
O‘ _
b logt S,

*



t
= QIigt/O 0y — 0,)%ds — 0 p.s., (t— 00).

On donnera par la suite les vitesses de convergence en loi et presque sire de 1’esti-
mateur 0, de §. La méthode de pondération nous permettera d’améliorer les vitesses
de convergence de ces estimateurs. les principaux résultats seront énoncés au para-
graphe 2 et leurs preuves seront données au paragraphe 4. Le paragraphe 3 sera
consacré a la donnée de quelques outils de démonstration.

S ét

2 Enoncé des principaux résultats

2.1 Cas sans pondération (ws; = 1)
Théoréme 2.1 Soit X = (X, t > 0) le régresseur stochastique défini par ([ll). Alors
on a les résultats suivants
1. Théoreme de la limite centrale presque-sire
1 ds

TLCPS : —
logt J, s

O /s@.—ony — N(0,20) p.s..

2. La loi forte quadratique

0.4

, 1 PN ds
1 b
W) 6F= gt J, (0s — 0,)°X2ds — o* p.s., (t — 00).

iii) Si de plus on suppose que les observations (X;, t > 0) vérifient I’hy-
pothése suivante

1 [t ) o? -1
(H1) ;/Oxsds_%+o((loglogt) ) p-s., (5)

on obtient

s 1
t_210gt

t
/ (05 — 0,)*ds — 0 p.s., (t — o).
0

Théoréme 2.2 On se place dans le cadre du théoréme R et en renforcant I'hy-
pothése (H1) de la maniére suivante

1", o? 1 _1
i [ x0T ol ) e

on obtient

1. Théoreme de la limite centrale logarithmique

t
TLCL : +/logt (L/ (6, — 6,)%ds — 9) = N(0, (20)?).
2logt J,



2. La lot du logarithme itéré logarithmique

log t 1 P
LLIL : i O, — 0,)%*ds — 0| = 20V2 p.s..
lfenj:.}p log loglogt ‘21Ogt/0 ( () ds ‘ V2 ps

2.2 Cas avec pondération

Théoréme 2.3 Soit X = (Xy,t > 0) le processus autorégressif gaussien a temps
continu défini par la relation ([). Alors ‘estimateur de moindre carré pondéré 6 de
0 donné par la relation (B) ainsi son moyennisé 6; convergent au sens presque-sur.

De fagon précise, pour 5 <a<l,ona

~ logt. 1

|et—e|:o<( ti )%) p.s..
Si de plus on suppose que 2a — 1 < o/ < %a — %, on a

- loglogt. 1

|9t—e\:o(< gtg )a) p.s..

Théoreme 2.4 Sous les hypothéses du théoreme R.3, on a les résultats suivants

1. Théoreme de la limite centrale presque-sire

tds

s {2 (0:-0)

11—«

TLCPS : —/ y = N(0,20) p.s..
0

tl—oz

2. La loi forte quadratique

. 11—« tPS2 ~ 9 0'4
Z) o /0 U_SQ(QS_Q) ds —>% p.S., (t—>oo)

1-a) [t~ -
i) o7 = %/ (05 = 0,)°X3ds — 0®  ps., (t— o0).
0
iit) Si de plus on suppose que les observations (Xy, t > 0) vérifient ’hy-
potheése suivante

1 o? ,
(H3) ;/ des ~ 2 = o(t” 71) p.s., (t — 00), avec
0

on dégage un estimateur fortement consistant de 6 a savoir

<d <a,

N —

o 11—«
0, =
t 2t1—a

t
/ (0, —0,)%ds — 6 p.s., (t— o0).
0

Théoréeme 2.5 Soit X = (X, t > 0) le processus autorégressif gaussien a temps
continu satisfisant ’équation ([[). Supposons que les observations (Xy, t > 0) vérifient
U’hypotheése suivante

1/t 2 /
(H4) ;/ des — 3_9 = o(t" —1) p.s., (t — o0), pour <a <3a—-2.
0

DO | —

Alors, on obtient



1. Théoreme de la limite centrale logarithmique

11—« 1 - t ~ =~
TLCL : t = (%l‘j / (05 — 0,)%ds — 9) — N(0,46*(1 — a)).
0

2. La loi du logarithme itéré logarithmique

l—a /Ot(és_e‘t)st_e' =201 -a)20 p.s..

tlfa

LLIL : limsup

t—oo A/ log lOg tlfa

3 Les outils des démonstrations

2t1—a

Au début de ce paragraphe, on introduit M = (Mt,t > 0) la martingale locale
réelle continue définie par

t
M, :/ wsXsdBg, t2>0,
0

dont le processus croissant prévisible (M) = ((M);,t > 0) est donné par

¢
ity = [ wixias (7)
0
D’une part, d’apres ([) et (f), on a
My =o' —0); t=>0. (8)
D’autre part, on a d’apres les relations ([) et (@)
M, =070, 0); t>0, (9)

ou M = (M, t > 0) est la martingale locale réelle continue définie par

t
M, :/ XqdBg, t2>0,
0

dont le processus croissant prévisible (M) = ((M);,t > 0) n’est autre que le proces-
sus ¢ = (¢;,t > 0) introduit dans la relation ().

Afin de simplifier les preuves des principaux résultats, on étudiera les comporte-
ments asymptotiques des processus ((M);, t > 0), ((M), t > 0) et (P, t > 0). On
donnera ensuite quelque propriétés de la pondération (wy).

Le lemme suivant (voir [fl]) donne Le comportement de la variation quadratique
prévisible de la martingale M.

Lemme 3.1 Soit le processus (X, t > 0) défini par ([4). Alors

1/t o2
;/0 de:se% p.s., (t— o0). (10)



Pour (w;), le poids défini par (), on introduit les deux processus suivants

t 1 t
Vi = (/ wgds) * et U, = / weds, t>0.
0 0

On a alors les lemmes suivants

Lemme 3.2 Le poids (w;) satisfait les propriétées suivantes :
P) t°w;'U, =2 +o(t*7Y), (t — o0).

Py) t7°w,?V2 =1+o(t*"), (t — o0).

l—«

Py) —log Vi = o(logt), (t — o0).

% 1

P —=ds —

g o UZ? "T1-a

Lemme 3.3 On suppose que les observations (X, s > 0) vérifient ’hypothése (H3)
du théoréme R.4 suivante

t'=* = o(logt), (t — o00).

1 t 2 O'2 r_q 1
—/ Xids — — =o(t* ") p.s.,, (t— 00) pour = <d <a.
t ), 20 2

Alors, on a

<M>t 02 _ o —a

i) v 5 = o(t* ™) p.s., (t — o0).
P, 2 /

i1) Uz — ;—9 =o(t* %) p.s., (t — 00).

La preuve de ces deux lemmes est donnée dans ’annexe.

4 Démonstration des principaux résultats

Preuve du théoreme 2.1]

1. En appliquant le théoreme de la limite centrale presque-siire pour le couple
(M, V) avec V2 =t (voir théoreme 1 dans [J]), on obtient

tds o?
1
Vu les deux relations (f) et (L) on a

M,
/s

A= [T - [ egvse -t

~ 2—9\/5(@\8 —0) ps., (s— ). (11)

Soit




ol ¢ est une fonction lipschitzienne continue.
Grace a I'équivalence (1), on a

(logt) A — 0 p.s., (t — 00).

Par conséquent

L (tds o?
(log?) 1/ Oz ys@—0yy — N0, %)-

o s
Le résultat en découle.
. i) D’apres la relation (J), on a
M? = o7 2(M)?(0, — 0)*. (12)

La loi forte quadratique une (LFQ1) appliquée & la martingale M normalisée
par le processus (V; = v/t,t > 0) (voir théoréme 3 dans [P]) donne

M2 ds o2
logt)™! s — —  p.s. 1
(ogt) ! [ 22— s (13)

Compte tenu de la relation ([[2), on voit que

4
~ ods o

t
(byf4/<Mﬁwf—@;§—ﬁ§5 p.s.. (14)
0
Ainsi le résultat est établi.

ii) En appliquant la loi forte quadratique deux (LFQ2) au couple (M,V)
(voir théoreme 3 dans [B]), on obtient

<1ogt)1/0 <A]\/£2d(M)s 1 ps, (E— o0).

Gréace a la relation (@), on a
t A~
(logt)_l/ (05 —0)*°X2ds — o* p.s., (t — 00). (15)
0

D’une part, dans [[f], Darwich a montré que

~ loglogt. 1
\et—e\:o(( Ogtog )a) p.s.. (16)

D’autre part, vu que

@—ezl/ﬂa—md& (17)



et en tenant compte de la relation ([[@), on obtient

10, — 0] — o((loglogt)%) pes. (18)

t

On remarque que

t t
‘(logt)_l / @, — 0)2X2ds — (log )" / @, — ét)Qngs} <
0 0

t
(logt)Q(H_t—G)/ (6, — 6,)X2ds + (logt) ™" / XZ2ds.
0

4

(@)
En utilisant les relations ([[J) et ([[§), on obtient
Ci—0 ps. et D,—0 p.s., (t— 00).

Ce qui implique que

t t
(logt)l/ (05—9)2X32d3—(10gt)1/ (0,—0,)*X2ds| — 0 p.s., (t — 00).
0 0
(19)
Le résultat découle des convergences ([) et ([9).

iii) La propriété ([[4)) s’écrit

t M? ot ot [t~ o
ogt) ([ @6y (LLe 7 Vasy 7 [ G-0pd T pea (t .
os) </0( () i , S)_ﬂe p-se; {t = o)

Grace a la relation ([[G), on obtient

¢ 2 4 t 2 4
[T (M) o loglog s\ ((M); o
(logt) /to(es 0) ( = 402>ds—(logt) /to(’)( . )( = 402)d5.
Vu I'hypothese (H1), on a
t 2 4
[T e (M); ot
(logt) /0(95 0) ( 2 492)ds — 0 ps., (t— ).
Par conséquent
t
(logt)_l/ (0, — 0)*ds — 20 p.s., (t — o0). (20)
0

Par ailleurs, on voit que

<

(logt)™" /0 (0, — 0)%ds — (logt)~" /0 (0, — 6,)%ds

7 \ y ,
(Ge) o

o) 6~ 0+ 200810~ 8) [ @, - B




D’apres la relation ([[§), on obtient
Gi—0 ps. et H —0 ps., (t— o0).

Par conséquent

— 0 ps., (t— o).

(21)

<bm>147@—efw—wbm>141@—@f%

Alors, d’apres les convergences (BQ) et (E]]), on conclut le résultat.

Preuve du théoréeme 2.2

1. Grace a 'hypothese (H2), on a

(M), o’

; :%+0((1ogt)_2> p.S..

Alors en appliquant le théoreme de la limite centrale logarithmique au couple
(M, V) (voir théoreme 5 dans [J]) pour V;*> =t et f(x) = z*> — 1, on obtient

PrM?2 o o2\ ds ol
[ =55 =g

1 0'4
(logt) 2/ —ds—— (logt)2 = N(0,—).

Ainsi vu la relation (), il vient que

N

(logt)™

Par suite

=

1 1 M
(logt) 2/ —ds—a (logt)2/ < 2> (93—9)2d5.
Désormais, on pose

52

I, = /t <Lﬁ(eﬁ — 0)%ds.

Donc

t
(logt) 21, = /1 (05 — 9)2< > = — 0 ds + 1% (0, — 0)%ds. (22)

D’apres la relation ([I6), on a
t M 2 4
(1ogt)—%/ @, — 0)2<< s _ U—)ds -
1

(logt)*% /:O(loglogS)((Mﬁ U4)d$ p.s..(23)

(M)? a4> ot [t




L’hypothese (H2), implique que

NI

M)? ot _ _
<t2>t T 0((loglogt) Y(logt) ) p.S..

Sous cette derniere hypothese, on voit que

(logt)_% /lt(é\s - 0)2(<Z\8/[2>z - Z—;)ds — 0, (t— 00).

Par suite

[SIES
[SIES

o2 t ) o2 o
—(logt)~ 0, —0)°ds — —(logt —).
Tilot)H [0, 0ds - Toflog) — N0, 7)
Ce qui signifie que
t
(logt)%[(Qlogt)_l/(95—9)2d3—9 — N(0, (20)?).
1

Ainsi le résultat est établi grace a la convergence (B1]).

. En appliquant la loi du logarithme itéré logarithmique au couple (M, V)
(voir théoreme 5 dans [J]), on obtient
P M2 0% ds)  o?
( —)—| =— Dp.s.
LS

2051 0

NI

lim sup(2 log tlogloglogt)™

t—o0

Grace a la relation (), on a

tM2 d t M 2
/ 2 B 02/ (M), (0, — 0)*ds = o 21,.
1 S S 1

2
Vu les deux relations (P2) et (B3), il vient que

[N (M); o
(2logtlogloglogt) 2/1(93—9)2< 2 —4—92>ds — 0, (t — o).

Ce qui implique

1
2logt

t
lim sup(2 log t log log log t)’% logt’ / (95 —0)%ds — 9’ =20 p.s..
1

t—o0

Ainsi compte tenu de la convergence (RT), on déduit le résultat.

10



Preuve du théoréeme 2.3

D’apres la loi du logarithme itéré appliquée a la martingale continue M (voir

[B]). on a
VM, = (’)((loglog Vt)%) p.S..

Vu la relation (f), la propriété (P3) du lemme B.2 et la propriété ii) du
lemme B.3, on conclut que

6, — 6] = o((l‘ﬁt)%) ps..

D’ou la premiere assertion du théoreme.

Par ailleurs grace aux relations (§) et ([[7), on obtient

=

-
_ M,
t2(0, — 0) :ot—%/o B s

La propriété (P;) implique que

D’apres ii) du lemme B.3, on a
U 20

P =2 +0(s¥%) p.s..

3
2

-~ 29 1 ¢ « M 1 t / M
(0, —0) = ;t2/0 s 2 V: ds +t2/0 o(sa*%a) Vj ds.

a>a —2—1etd >2a—1, on obtient

4 /
Par conséquent vu que « 5

NI

t

M,
Vi

Posons Z; = —. D’apres la relation (P4), on montre que

=

Zs =0O((log s)2) p.s..

On déduit que

. 20 b M :
t%(et—e):—t_%/s_f Sds+(’)<t0‘_%o‘+%(logt)%> p.S..
o 0 Vi
d a
Comme ‘YS Ns—ds, (s — 00). Alors

I b bs2 -

—/ s_stds:—/ sEdZSJr/ —dM,

2 Jo 0 o Vs

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



D’une part

Grace a la relation (@), il vient que

K, = (’)((to‘ logt)%> P.S.. (29)

D’autre part, on a

a<M>t ! a71<M>S ¢ Q<M>sd‘/s
(LY, =t 5 —aos 72 ds—203 TR

S S

L assertion i) du lemme B.3 implique que

Encore une fois, la LLI appliquée & la martingale continue M montre que

L, = O((t log logt)%) p.S.. (30)

En insérant (29) et (B0) dans (B§), on obtient

/Ot 578 2,5 = O((tloglogt)?) + O((t"log)?)  pos. (31)

En combinant (R7) et (B1)), la deuxiéme assertion du théoereme est établie.

Preuve du théoréme 24
1. En appliquant le théoreme de la limite centrale presque-siire pour le couple
t

(M,V) avec V2 = / w?ds, on obtient
0

0.2

1
(o V2) ™ [ Gnigdllog VD) = N0.55) ps.
D’apres la propriété (Ps) du lemme B.Z, on a
l—a [! ds o?
ﬂ—aA 5{‘/;1]\"45}8—& - N(O, %) p.Ss..
Grace a la relation (§), on obtient

— ¢ 2
l—a/ d55 :>N(O,U—) D.S..

o [ sa 55?00}

Le résultat en découle.

12



2. 1) D’apres la LFQ1 appliquée a la martingale M normalisée par le processus

t
VR = / wids, on a
0

Vu la relation (B), on a

M? = 672P%(6, — 0)%. (32)

Compte tenu de cette relation et de la propriété (P3) du lemme B.2, on voit
immédiatement que

1—a [tP?2 . o
tlT/ U—82<¢95 — 9)2d8 — % Pp.S., (t — oo) (33)
0 s

ii) En appliquant la LFQ2 au couple (M, V), on obtient
M2

(M)?

S

tosfi " [

(M), — 1 ps., (t— o0).

Compte tenu de la propriété (Ps) du lemme B.J et de la propriété i) du
lemme B.3, on a

l—a [t M2 -
1&/ S d(M)y — 1 ps., (t — o0o).
£ Jo (M)3

s

Vu les relations ([f) et (B), on obtient

2(1 - top2
a;aw/kﬁﬁﬂ—Wdﬁ%—ﬁlp&(pem)
0

s

Gréace a la propriété (P,) du lemme B.2, on a

4(1 — b
%%V@%W%—#p&@%@. (34)
0
Notons que
4(1 — b 4(1 — b
4l-a) 0y — 0)2X?ds — 41 —a) (05 — 0,)°X2ds| <
tlfa S tlfa s
0 0
1— _ ¢ 4(1 —
%Eﬁ@—@/w—mxw+2 /de
0
(E',t) Ft)

D’apres le théoreme P.3 et la relation ([[(), on obtient

E,— 0 ps. et F,—0 ps., (t— o00). (35)

13



Gréace a la convergence (B4), le résultat est établi.

iii) Posons

- l—a [*P? - 9
I = P /0 U—SQ(@S—@) ds.

Soit ) o
L =11 +12
avec ¢ 9 4
~ e ~ ., P> 0o
Itl = o A (05 — 0) (U_SQ — E)ds et
- dt(l—a) (' 2

Vu I'hypothese (H3), la relation ii) du lemme B.3 implique que

t _9 t 2 0_4
</ wsd:s) </ wstdzs) —— = o(tQ(O"l)(log t)’1> D.S.. (36)
0 0 402
D’apres le théoreme P.3 et la relation (B@), il vient que
I,— I —0, (t— o0).
Grace a la propriété (BJ), on obtient
l—a [! - 9
i a (0s —0)ds — 0 p.s., (t— o0). (37)
0
: 1 :
Par ailleurs, pour 3 < a < 1, on voit que
1—a [t - 1—a [t - _
— | (0, —0)*ds — —— 0, — 0,)*ds| <
l—a - L. - l1—a - 9
tl—a ( t 0) : (08 - et)d8+ 2t—a - 0) :
- S N—

Le théoreme B.3 implique que
Qi —0 ps. et Sp—0 ps., (t— 00).

Par conséquent

1— b 1— b
&/X@—efm- Q/X@-ﬂgms
2t17a 0 2t17a 0

Alors compte tenu de la convergence (B7), le résultat est établi.

14
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Preuve du théoréeme 2.5

1
1. D’apres i) du lemme B.3 et vu que ) < o' < 3a—2, 'hypothese (H4) implique

que
t 1 t 0.2
(/ wfds) (/ waSst) — — =o(t** ) pas.
0 0 260

t

Alors en appliquant le TLCL au couple (M, V) pour V? = / w?ds
0

et f(x) = 2% — 1, on obtient

. tMSQ o2 st2 ol
1ogV?) "} [ (45— )T — NO.5). (39)

Grace a la propriété (P3) du lemme B.J et la relation (g), on obtient

tlfcv tlfa

o [P Mds _
l—a) 1 VSQS_QNU (l—a)

SIS
NI

( /1 L (0, — 0)%ds, (t — o0). (40)

U2
Soit .J; le terme de droite de la derniere équivalence. On pose
Jo=J}+ T

avec

l—«

B l1-a t P2 4
7 R )—%/(et—e)Q(—s—“—)ds ot
1

ot o2 i« 1 t 9

JBo= — T2 0, — 0)"ds.

e Rl NCER

Vu I'hypothese (H4) et d’apres ii) du lemme B.3, il vient que pour o' < 3a—2
4

(/Ot wsds) 2(/; wSXSst)2 - % = 0<t(a;1) (logt)_1> p.S.. (41)

D’apres le théoreme B.3 et la relation (i), on déduit que

Jy— J?

— 0, (t— 0). (42)

En combinant (B9), (E() et (£2), on obtient

0.2 tlfcv
121"

Alors

l1—a _ t
( t )2 (;tlj / (0 — 0)*ds — 9) = N(0,46%).
0

1l —«

Grace a la convergence (B§), on obtient le résultat.
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2. En appliquant la LLIL au couple (M, V), on obtient

[ -
S ik iare p.S..

1
2

lim sup(2 log V;? log log log V;?)

t—o0

Ainsi d’apres (), on a

t MSQ ds -«

L -
1 Vszs_aN<1—a)2Jt2’ (t — o0).

Gréace a cette derniere équivalence et la propriété (Ps) du lemme B.2), on obtient

= |1 -«

2t17a

lim sup(2 log Vf log log log VtQ) : 1
t—o0 —a

t
/ (0, — 0)%ds — 9‘ =20 p.s..
0

Ce qui signifie que
o l-«a

2t1—a

lim sup

t—oo A/ lOg lOg tlfa

Le résultat est établi vu la convergence (BJ). Ce qui achéve la preuve du
théoreme.

/Ot(és —0)%ds — 0' =20\/2(1—a) p.s.

5 Annexe

Preuve du lemme

1. Preuve de (P)
Soit N = (Ny, t > 0) la fonction définie par

Nt = tiau)tilUt.
D’apres l'expression du poids (w;), on voit que
“ tlfoz t “ Slfa
Ny :t2e2<1a>/ §T2e20-a) (s,
0

Dans la suite on s’interessera au comportement asymptotique de (Ny, ¢ > 0).
Il est clair que

-« t l1-«a

_a ot _a s T

N, >t ze 20-a ( s 2e20-0q) ds), avec 1<t <t.
t/
Donc
l—a t sl—a
N, > e 20-9) s Ye20-a)(s.
t/
t Jl—a o (t/)l—@
S*CM€2(17Q) dS — 2(62(1704) — e 2(1-a) )
t/
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D’ou, on a
(t/ lfaitlfoz

N, >2 -2 20w
Pour ¢’ < t, on déduit que

(t/)l—aitl—a

Ny —2>—2¢ 0o =o(t* ).

Par conséquent
liminf t'~*(N; — 2) = 0.

t—o0
D’ou
li{n inf N, = 2. (43)

Par ailleurs, notons que pour 0 < A < 1, on a

A A
Ny < B+ (44)
ol
o l—a tA sl
B = tTre 2w / s “e20-a) (s,
1
o o 1o t sl—a
v o= t‘E(t)\)Ee_QU—a)/ s~ Ye20=a) (ds.
tx

Afin de trouver la limite supérieure de Ny, on cherche le comportement asymp-
totique des fonctions 3 et 4. En remarquant que

1o (t/\)lfa

1
tlfaﬁg\ — Qtl—%ae_ 2(1—a) <6_ 20-a) — e 2(1—a)>

_ et () e g
et en utilisant le fait que % <a<let0< <1, on déduit que
tepr — 0, (t — o0). (45)
De la méme facon on établit la relation suivante
VA= 2A% (1 - 65(113“1“”).
Comme =% — 1 < 0, on obtient
)~ 205, (t — o).

De plus on a
11— —a
P — 228 = ¢ eeamma M) = (1), (46)
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En remplagant A par Ay = 1 — ¢, les propriétés (E4), ([E3) et (EG) restent
vraies. Par conséquent on obtient

(=3
2

70N, — 2) < 1mepM 4 ia (fyt)‘t Y ) ol ()\t . 1). (47)

Vu que \; vérifie
(1 —N\) — 0, (t— o0)

on déduit que
g «

0<A —1< S\ - DAz

=o(t* ).
Compte tenu de ce dernier résultat et le fait que

o
2

thepd 0 et (M —207) — 0, (t — 00),
il vient que

limsup N; = 2. (48)

t—o00

Grace a (]) et (£g), on conclut le résultat.

. Preuve de (P)

Posons N’ = (N}, t > 0), la fonction définie par
N} =t w;*V?2.

D’apres Pexpression du poids (w;), on voit que

tlfa l1-a

t 11—«
_tlme Lo s el
N/ =e 1a/s“elads:1—e o — 1, (t — 00).
0

Par ailleurs

tl—a

(N, — 1) = —t'"% = — 0, (t — 00).
D’ou la propriété (P).
. Preuve de (P;)
La propriété (P,) implique que

2 2
w w
7 = L 4 o(=Lt*).
Vi <Vf )
Compte tenu de I'expression du poids, on obtient

11—«
V2= e —1n~ t"w?,  (t — 00).

Par conséquent on a
=V, 2w =o(t ).
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Vu que
2 dv2
% ~ W_Qd—;, (t — o0).
¢

La propriété (Ps) est établie.

4. Preuve de (P;)
Grace a la propriété (P;), on a

172007202 = 4+ o(t%7Y).

La propriété (P,) donne
W, 2V ::i+(mtaly
En combinant ces deux résultats, on obtient
2
U_tf =t “+o(t™).

Ce qui acheve la preuve de (Fy).

Preuve du lemme 323
D’apres 1’égalité (H), on a

2

B 2 t
0y =22y / W2(x2 — D yds.
0

20 20
Comme u . )
1
< t>t = ?/o X2ds — (27_9 p.s., (t — ).
Alors ) . )
o 1 9y O
t~ 39 ;/O<s—2—9)d8,
avec A; = % , t > 0. Donc
2 2
ol 2 O
AH(A ~ 7)) = (X} — T3t
Par suite
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Compte tenu de I'expression de la pondération définie dans (B), on voit que

dw = wif

1 o)
—— — —}ds.
(1—a)s® S}S

Par conséquent

o

2 2 t 2 1 t 2
<M)t—a—V2:[wfs(As—%)]6+a/o(AS— )wfds— /Osl_a(AS—a—)wfds.

26
(49)

20! 20

Grace a la propriété (P,) et 'hypothese (H3), il vient que

2 2

1/t o? t 0%, w2 oo
V_f/o (As — 2—6)w§d5 < /o (As — 2—9)st =o(t* 7).

De méme on a

1 ¢ 1 0'2 2 ’
V_t2/0 s Q(AS—Q—H)deSZO(ta “).

Vu la relation ([9), on obtient la propriété i) suivante

M 0'2 o —a
<V2>t 5 = o(t* ™) p.s..
t

De la méme fagon, on établit la propriété ii).
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