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Résumé

Je dresse une liste d’erreurs de la Démonstration du ‘théoréme d’Ar-
nold’ sur la stabilité du systéme planétaire [Ergodic Theory and Dynamical
Systems 24 :5 (2004) 1521-1582] ; aucune ne remet la démonstration en
jeu. Quelques précisions et compléments sont apportés.

Les numéros des parties, des énoncés et des formules hors-texte sont ceux de
I’article original.

2. Inversion locale dans les bons espaces de Fré-
chet

— Définition 2. La complétude est relative a la structure uniforme induite par
la structure d’espace vectoriel topologique.

— Corollaire 22 et sa démonstration. Les arguments donnés sont insuffisants.
Pour montrer que I'inverse de ¢, dépend régulierement de a € Ag au sens de
Whitney, on peut démontrer que lopérateur @ : C>®(Ap,U) — C>=(Ao, F),
z — (®(x) : a — Py(x(a))) naturellement associé i ®, est lui-méme une
bonne application entre bons espaces de Fréchet, puis appliquer le théoreme de
Sergeraert-Hamilton & ®. Les détails sont dans [Vi02]. Voir aussi [Va02, F06].



3. Equations linéaires de redressement infinitési-
mal
— Dans toute la section, les constantes des estimations des inverses des opé-

rateurs linéaires sont fausses. D’une fagon générale, A; doit étre remplacé par
AjAL s 41/2m. Par exemple, dans le lemme 26, on a

Hﬁa_lgHCk < (27T’Y)_1Akf4;<+p+7+1 ||9||ck+p+r+1 Vk € N.

— Lemme 26. Dans la seconde inégalité, k € N.
— Lemme 29. (o, 8) € R? x R? et £ € C°°(T?,R?7).
— Lemme 30. (o, 3) € RP x RY, ) € C®(TP, (C?7)9?) et

I W)l < @ T A A [l grsnirin (V5 €N).
— Section 3.3. Si K=R ou C,
5Py (K) = { € (K*)*?, "] + J3 = 0}
— Lemme 31. Prendre (o, ) € R? x R et ¢ € C*°(T?,spy,(R)). On obtient

||(L6)_1(¢)ch < (QWV)_lAjA;‘+p+T+1 ||¢||cj+p+7+1 (Vj € N).

4. Forme normale

— Démonstration du théoréme 38, (4). Les notations AA; et AAs sont in-
utiles.

— Démonstration du théoreme 38, (5). L’équation (20) détermine Ay et Aé :
moyenner sur T§ pour trouver A& puis appliquer le Lemme 26 pour trouver Agp
(et non Ag).

— Démonstration du théoreme 40. Partout, remplacer (a0 G) - r par N, o G.
— Définition de 'application @iﬁ, juste avant I’énoncé du théoreme 41. 11 est
sous-entendu que 9 = J - Q3.

5. Existence de tores invariants

— Phrase apres 'énoncé du théoreme d’Herman 57 : J = {j1 < ... < jg—i}-

6. Le systeme planétaire

— Formule (28). Remplacer m;m; par m;mg.



— Formule (31). Les coordonnées de Poincaré séculaires doivent étre définies

par
rj =& +in; = 2Aj\/1—7 ,/1—5?@73(9.7"1'9_7‘)
zj = pj +iq; = \/2G;/T = cos e,

(sans le facteur V2, elles ne sont que conformément symplectiques).

— Formules (35-37). Il existe des conventions de signe variables quand a la
forme symplectique de l’espace des phases, et donc quant aux arguments des
coordonnées de Poincaré [LR95]. Une fagon de vérifier a posteriori la cohérence
des signes est de calculer le signe des fréquences séculaires, grace aux formules
(35-37), dans le cas particulier de n = 2 planétes dont une de trés petite masse :
le périhélie de la plus grosse planete précesse positivement tandis que son noeud
précesse de fagon rétrograde, comme cela est bien connu depuis Clairaut (la
résonance d’Herman génralise ce fait pour n planétes).

— L’invariance des équations de Newton par la symétrie orthogonale par rap-
port a un plan vertical permet de construire pour chaque planete des coordon-
nées de Poincaré rétrogrades (S\j, 1~\j, Ty = éj +1i7;,Z; = &; + §;), analogues aux
coordonnées de Poincaré habituelles mais centrées sur les mouvements képlé-
riens circulaires horizontaux rétrogrades (au lieu de directs). L’application de
transition entre les deux jeux de coordonnées est définie par

I A = _ 7 L ~ N —2i0; —
()\j, Aj, T = fj + 1,25 = Tj + yj) = (/\j,Aj, rje -7,Zj).
L’expresssion de I'hamiltonien moyenné dans les coordonnées rétrogrades (pour
certaines planetes) n’est plus la méme. Mais la démonstration de la non-dégénérescence
de Dapplication fréquence fonctionne sans modification importante. Donc il
existe 2™ familles de mouvements quasi-périodiques, correspondant chacune a

I’'un des deux sens de parcours possible de chaque ellipse képlérienne.

7. Vérification de la condition d’Arnold-Pyartli

— Dernier paragraphe de la démonstration de la proposition 74. Q. possede
une valeur propre o, # 0 qui tend vers 0 avec a, >0 |[...]

— La proposition 74 et le théoreme 57 appliqué & la restriction de I’hamilto-
nien (28) au probléme plan montrent ’analogue du théoréme 60 pour le pro-
bleme plan : si € est assez petit, il existe un ensemble de mesure de Lebesgue
stritement positive, réunion de tores invariants de dimension 2n. La variante,
mentionnée dans 'article, du théoréeme 57 montre 'existence de tores invariants
de dimensions inférieures dans le probléeme plan.

— Lemme 75. La forme Q, est positive (remarquer que C; < 0) tandis que la
forme Q. est négative ; le mouvement rétrograde des inclinaisons qui en découle
est bien connu des astronomes.

— Les deux phrases précédent la formule (44) sont a remplacer par : Notons

C=ux9Nyo+ Z Jﬁj/\ij/\QR,3
1<j<n



le bivecteur moment cinétique, identifié par le choix de 'orientation standard de
'espace physique R? & un vecteur C' = (C,, Cy, C,) € R?, dont les composantes
s’expriment en fonction des coordonnées de Poincaré de la fagon suivante |...]

— Dans le lemme 82, on peut plus simplement considérer, comme hamiltonien
modifié, I'hamiltonien du probléme en repére tournant a la vitesse angulaire §
autour de l'axe des z, qui vaut

Fs=F—-4C,.
La partie quadratique de C, a la singularité séculaire étant égale a
1 2 2
Qc. = —3 > (P +1zP),
1<j<n

sa trace vaut —2n # 0; ceci montre que la relation de trace nulle est détruite
par 'ajout du parametre §.
La variante du théoreme d’Herman déja mentionnée montre alors ’existence de
tores invariants de dimension quelconque entre n et 3n — 1 en repere tournant.
Les tores de dimension maximale, donc lagrangiens, sont automatiquement inva-
riants en repere fixe (avec éventuellement une fréquence indépendante de moins,
ce que argument donné ne permet pas de déterminer). Les tores de dimension
inférieure en repere tournant donnent lieu a des tores de dimension entre n + 1
et 3n — 1 en repere fixe (avec aussi éventuellement une fréquence indépendante
de moins).

— Démonstration du lemme 84, deux dernieres phrases. Comme ;|1 est er-
godique, on a en fait T = T. T est invariant pour le flot de H.

— L’argument donné, suffisant pour la démonstration, est insatisfaisant a
triple titre.

1 ¢ D’abord, les mouvements quasipériodiques trouvés a 3n — 1 fréquences
pourraient n’avoir que 3n — 2 fréquences indépendantes.

2 ¢ Ensuite, 'argument ne permet pas de montrer I'existence de tores el-
liptiques de dimension minimale 2n.

3 ¢ Enfin, je ne connais pas d’explication géométrique pour la résonnance
d’Herman.
Cette résonance trouve peut-étre son explication dans une symétrie de méme
nature que la symétrie 7 de [CF06], ou qu'une symétrie d'un autre équilibre
relatif, a laquelle il serait lié par prolongement analytique des demi grands axes
et des masses.
Dans 'espace, les termes résonnants correspondant a la relation de trace nulle
sont nuls. Donc on peut appliquer (une adaptation de) KAM et trouver des
n-tores en repere fixe. Systémes a symétrie que ’on ne veut pas réduire.

— Les tores trouvés ici sont de classe C°, ce qui est suffisant pour la stabilité.
Mais, comme le systéeme est analytique, on peut logiquement s’attendre a ce
que les tores (ou en tout cas certains, formant un ensemble de mesure de Le-
besgue strictement positive) soient de classe analytique. C’est ce qu’ont vérifié
F. Pusateri et L. Chierchia [P06].
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