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PENTES DES FIBRÉS VECTORIELS ADÉLIQUES SUR UN

CORPS GLOBAL

ÉRIC GAUDRON

Résumé. Dans les années 90, J.-B. Bost a développé tout un formalisme des
pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur l’anneau des entiers d’un corps de
nombres. Au cours de ses recherches, une nouvelle méthode d’approximation
diophantienne — dite méthode des pentes — a été élaborée. Cet article pro-
pose une généralisation de ces travaux à une classe plus large de fibrés vec-
toriels, dits adéliques, définis sur un corps global. Ces fibrés possèdent aux
places archimédiennes des normes qui ne sont plus nécessairement hermiti-
ennes. Nous examinons également le lien avec la théorie des minima successifs
adéliques. Pour parvenir à ces résultats, nous avons recours à plusieurs con-
cepts de géométrie des espaces de Banach de dimension finie.

Abstract. At the end of the twentieth century, J.-B. Bost developped a
slope theory of hermitian vector bundles over number fields. A new method of
diophantine approximation, the so-called slope method, has emerged from his
research. Our article proposes a generalisation to adelic vector bundles over
global fields. The norms at the archimedean places are no longer supposed to
be hermitian. The link with adelic successive minima is also mentioned. To get
these results, we use several concepts from the geometry of finite dimensional
Banach spaces.

Mots clefs : Fibré vectoriel adélique, degré adélique, fibré de John, fibré de Löwner, quotient
volumique, distance de Banach-Mazur, inégalités de pentes adéliques, minima successifs adéliques,
pente maximale.
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2 ÉRIC GAUDRON

1. Introduction

Ce texte décrit une généralisation de la théorie des pentes des fibrés vectoriels
hermitiens sur l’anneau des entiers d’un corps de nombres aux fibrés vectoriels
adéliques sur un corps global.

Étant donné un corps de nombres k d’anneau des entiers Ok, un fibré vectoriel
hermitien E sur SpecOk est la donnée d’un Ok-module projectif de type fini E
et, pour toute place archimédienne v de k, d’une norme ‖.‖v sur l’espace vectoriel
Ev := E ⊗k kv (kv = R ou C) qui est euclidienne si v est une place réelle et qui
est hermitienne, invariante par conjugaison complexe, si v est une place complexe.
À une telle donnée, l’on peut associer un nombre réel appelé degré d’Arakelov (et

noté d̂egnE), qui, au signe près, mesure une « hauteur de E ». Ces nombres jouent
un rôle important en géométrie d’Arakelov. Ce sont les éléments primitifs à partir
desquels se bâtissent d’autres invariants associés à E. Il s’agit notamment des pentes
du graphe du polygone qui délimite supérieurement l’enveloppe convexe des couples

de nombres réels (rg F, d̂egnF ) où F parcourt les sous-fibrés de E. Les images de
ces pentes par la fonction x 7→ e−x se comparent aux minima successifs adéliques

de E, définis par Bombieri & Vaaler [2]. À l’occasion de cours de 3èmeq cycle donnés
à l’Institut Henri Poincaré (Paris) en 1997 et 1999, J.-B. Bost a effectué une étude
systématique des propriétés de ces nombres, élaborant ainsi une véritable théorie
des pentes. L’objectif poursuivi initialement était de reformuler sous forme plus
géométrique et intrinsèque la démonstration du théorème des périodes de D. Masser
& G. Wüstholz (voir [6]). Les notes de ces cours n’ont pas été publiées. Néanmoins
plusieurs fragments se trouvent dans les articles [6,7,12,18,19,39]. De l’article fon-
dateur [6] est issue une méthode — dite méthode des pentes — destinée à prouver
des énoncés de transcendance et d’approximation diophantienne. Elle se rapproche
de la méthode des déterminants d’interpolation de M. Laurent. La grande force
de la méthode des pentes est de s’adapter naturellement à un problème de na-
ture géométrique. Cette caractéristique renforce la clarté de l’argumentation en
séparant distinctement les contributions, tout en faisant ressortir les invariants na-
turels des objets géométriques. Par exemple, elle a permis de mettre en lumière et
de démontrer un critère d’algébricité de feuilles formelles (voir [7]). Nous l’avons
également utilisée pour fournir des minorations de formes linéaires de logarithmes
de variétés abéliennes principalement polarisées, minorations qui sont totalement
explicites en la dimension et la hauteur de Faltings de la variété (voir [16]).

À l’usage, il arrive parfois que le cadre des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOk

dans lequel s’applique la méthode des pentes s’avère trop rigide. À la suite des
travaux de S. Zhang [41], V. Maillot [22] ou bien encore de R. Rumely et al. [28], il
est apparu que, si l’on souhaite construire une « hauteur canonique » sur les cycles
d’une variété projective X munie d’un fibré en droites ample M , les métriques
que l’on doit mettre sur M ne sont pas en général hermitiennes mais seulement
continues. Cela empêche alors de mettre en œuvre la méthode des pentes telle
quelle, comme on aimerait le faire par exemple avec l’espace vectoriel des sections
globales H0(X, M).

Ces observations nous ont amené à examiner à nouveau le formalisme des pentes
pour des fibrés vectoriels munis d’une structure plus souple que celle des fibrés
vectoriels hermitiens sur SpecOk. Avant de présenter plus en détail les résultats
de cet article, je tiens à souligner que la plupart d’entre eux — preuves comprises
— proviennent des cours de J.-B. Bost mentionnés ci-dessus, au moins en ce qui
concerne le cas hermitien.

Dorénavant, nous considérons un corps global k (corps de nombres ou corps de
fonctions). En nous inspirant de [28], nous définissons la notion de fibré vectoriel
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adélique sur Spec k qui généralise celle de fibré hermitien sur SpecOk. Un tel objet
est la donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension finie n, muni d’une k-base
e et, pour chaque place v de k, d’une norme ‖.‖v sur E ⊗k Cv, invariante sous
l’action des automorphismes continus de Gal(Cv/kv). On le note E = (E, (‖.‖v)v).
Si v est ultramétrique, la norme ‖.‖v doit vérifier l’inégalité ultramétrique usuelle
et, sauf pour un nombre fini de v, elle est égale à la norme du sup sur E ⊗k

Cv, cet espace étant identifié à Cn
v au moyen de la base e. Le trait marquant

de ces fibrés adéliques est que les normes aux places archimédiennes ne sont plus
nécessairement hermitiennes. La collection des normes de E dote l’espace adélique
E ⊗k kA d’une boule unité, dont le logarithme du volume jouera le rôle de degré
d’Arakelov de E (à une constante près). Il sera appelé degré adélique de E dans
la suite. Une fois ces définitions fixées, nous étudions les propriétés de ce degré
vis-à-vis des opérations usuelles que l’on peut effectuer sur l’ensemble des fibrés
vectoriels adéliques (extension du corps de base, somme directe, etc.). Puis nous
construisons l’analogue du « polygone canonique » à partir duquel s’obtiennent les
n pentes de E. Le reste de l’article s’attache alors à étudier certaines propriétés
de ces pentes, en particulier leur comportement par transformation linéaire, c.-à-d.
lorsque deux fibrés E et F ont leurs espaces vectoriels sous-jacent reliés par une
application linéaire. Ceci donne naissance à plusieurs inégalités — dites inégalités
de pentes — dont l’une est au cœur de la méthode des pentes, évoquée au début
de cette introduction.

La plupart des résultats que nous obtenons sont basés sur le même schéma de
preuve. On commence par s’intéresser au cas hermitien, c.-à-d. au cas d’un fibré
vectoriel adélique dont les normes aux places archimédiennes sont hermitiennes. Les
démonstrations sont alors très proches de celles déjà connues pour les fibrés vecto-
riels hermitiens sur SpecOk. Le passage au cas général s’effectue au moyen d’une
comparaison entre une norme quelconque ‖.‖ sur Rn et une norme euclidienne, en
faisant intervenir la distance — dite de Banach-Mazur — entre (Rn, ‖.‖) et l’es-
pace euclidien usuel ℓ2

n. Cette démarche est fréquente dans l’étude de la géométrie
des espaces de Banach de dimension finie (géométrie de Minkowski). Toutefois, un
certain nombre d’adaptations et de reformulations dans le cadre adélique ont été
nécessaires. Par exemple, nous définissons les fibrés vectoriels adéliques de John et
Löwner associés à un fibré vectoriel adélique E sur Spec k, qui sont des fibrés vecto-
riels hermitiens qui encadrent au mieux E (en termes de volumes de boules unités).
Ces fibrés fournissent des formules exactes pour le degré adélique de E. Et cela con-
duit de temps en temps à des résultats plus fins, qui font intervenir le « quotient
volumique adélique » de E, qui est un nombre réel construit à l’aide du fibré de
John de E, au lieu de la distance de Banach-Mazur adélique. Un aspect intéressant
de cette approche est que les termes d’erreurs induits sont très bien contrôlés. Ils
sont bornés par une fonction explicite de la dimension de E et du degré de k. De
plus, ils disparaissent lorsque E est hermitien. Ceci assure que les énoncés établis
dans cet article sont des généralisations du cas « classique », hermitien sur SpecOk.

Pour conclure, mentionnons que la théorie des pentes sous sa forme originelle
revêt un aspect assez élémentaire à la fois en ce qui concerne les énoncés et les
preuves. Afin de préserver son caractère accessible au non-spécialiste, nous avons
rappelé quelques rudiments de théorie des adèles et de géométrie de Minkowski.
Nous ne supposons de la part du lecteur aucune connaissance particulière relative
à la théorie des pentes « classique ». Les démonstrations sont données dans leur
intégralité, fait susceptible d’entrâıner çà et là des répétitions.

Remerciements. Je remercie Gaël Rémond de sa lecture attentive et critique
d’une première version de ce texte et des corrections qu’il m’a suggérées. Je remercie
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également le rapporteur de l’attention qu’il a prêtée à ce texte en me signalant de
nombreuses erreurs et inexactitudes.
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4.6. Quotient 27
4.7. Somme 28
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2. Préliminaires

2.1. Adèles sur un corps global. Ce paragraphe présente quelques propriétés
bien connues des corps globaux et il fixe quelques notations, utilisées dans la suite.
Une étude systématique des corps globaux et de leurs propriétés se trouve dans les
ouvrages de C. Chevalley [13] et de A. Weil [40].

Soit k un corps global. Il y a deux cas de figure selon la caractéristique de k.
➀ La caractéristique de k est nulle.
Dans ce cas, le corps k est un corps de nombres. On pose k0 := Q et D = [k : k0] le
degré absolu de k. On désigne par |.|v la valeur absolue sur le complété kv (ou Cv)
de k en la place v, normalisée de la manière suivante.

1) Si v est archimédienne, |.|v est la valeur absolue usuelle sur R ou C.
2) Si v est ultramétrique, de caractéristique résiduelle pv, on a |pv|v = p−1

v .
➁ La caractéristique de k est p > 0.
Le corps k est une extension finie de k0 := Fp(T ). On note D := [k : k0]. Une place
v de k est nécessairement ultramétrique et la place v0 de k0 correspondante est de
deux sortes : soit elle provient d’un polynôme irréductible π de Fp[T ], soit l’idéal
premier associé à v0 est engendré par T−1. Dans ce second cas la place v0 est dite
infinie, cette désignation étant bien sûr fonction du choix de T . Sur le complété
(k0)v0

, on considère la valeur absolue |.|v0
normalisée par |π|v0

= p− deg π (premier
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cas) ou |T |v0
= p (second cas). On prolonge alors cette valeur absolue à kv de

telle manière à ce que |x|v = |x|v0
pour x ∈ (k0)v0

. Autrement dit, si N désigne

l’application norme de l’extension kv | (k0)v0
, on a |x|v = |N(x)|1/nv

v0
où nv est le

degré local [kv : (k0)v0
].

Avec ces normalisations, si l’on pose nv := 1, 2, [kv : Qpv ], [kv : (k0)v0
] selon que v

est réelle, complexe, ultramétrique (carac k = 0 ou p respectivement), l’application
x ∈ kv 7→ |x|nv

v est le module de Haar normalisé en la place v et la formule du
produit s’écrit alors

∀x ∈ k \ {0},
∏

v place de k

|x|nv
v = 1

(dans ce produit tous les termes sauf un nombre fini valent 1). Si K est une extension
finie de k, il n’y a qu’un nombre fini de places w de K au-dessus d’une place v de
k. On dispose d’un isomorphisme de K-algèbres topologiques pour les complétés

(1) K ⊗k kv ≃
∏

w|v

Kw,

qui conduit en particulier à l’égalité des degrés

[K : k] =
∑

w|v

[Kw : kv]

(voir le chapitre 4 de [13]).
Soit kA l’anneau des adèles de k. En tant que groupe localement compact, (kA, +)

possède une mesure de Haar, unique à multiplication par un nombre réel strictement
positif près. Le plongement diagonal k →֒ kA confère à k une structure de réseau
dans kA et l’espace compact kA/k a une mesure de Haar finie. Plus généralement
il en est de même pour E →֒ E ⊗ kA =: EA où E est un k-espace vectoriel de
dimension finie. La mesure dite de Tamagawa est celle pour laquelle la mesure du
quotient EA/E vaut 1.

• Si k est un corps de nombres, soit µv la mesure de Haar définie sur le complété
kv de k en une place v de la manière suivante :

a) Si v est réelle, µv est la mesure de Lebesgue usuelle sur R.
b) Si v est complexe, µv s’identifie au double 2dxdy de la mesure de Lebesgue

sur R2.
c) Si v est ultramétrique, on pose µv(Ov) = 1 où Ov est l’anneau de valuation

de kv.
La mesure produit µ =

∏
µv est une mesure de Haar sur kA pour laquelle la mesure

de l’espace quotient kA/k (c.-à-d. la mesure d’un domaine fondamental de celui-ci)
égale |Dk|1/2 où Dk est le discriminant absolu de k (proposition 7 du chapitre 5
de [40]).

• Si k est un corps de fonctions, on note µ la mesure de Haar sur kA telle que
µ(
∏

v Ov) = 1. On a alors µ(kA/k) = qg(k)−1 où g(k) ∈ N est le genre de k et q
désigne le cardinal du plus grand corps fini inclus dans k (corollaire 1 du chapitre 6,
ibid.).

Plus généralement, si E est un k-espace vectoriel de dimension finie, le choix
d’une k-base de E fournit un isomorphisme E ⊗ kA ≃ kdim E

A et une mesure de
Haar µEA

sur EA. Cette mesure ne dépend pas du choix de la base de E.
Avec ces normalisations, pour toute place v de k et tout nombre réel r ∈ |kv|v,

on a

(2) µv ({x ∈ kv ; |x|v ≤ r}) = rnv µv ({x ∈ kv ; |x|v ≤ 1}) .

Cette égalité reste valide si l’on remplace µv par une mesure de Haar quelconque
sur (kv, +). Enfin, il est commode de définir pour un adèle a = (av)v ∈ kA la valeur
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absolue adélique de a comme le nombre réel

|a|A :=
∏

v place de k

|av|nv
v .

Si k est un corps de nombres, l’image par |· |A des idèles k×
A de kA est R∗

+. Si k

est un corps de fonctions, l’image |k×
A|A est {qn ; n ∈ Z} (voir [40], chap. 7, § 5,

corollaire 6).

2.2. Géométrie de Minkowski. Pour comprendre les propriétés d’une norme
quelconque sur Rn, une possibilité est d’effectuer une comparaison avec la norme
de ℓp

n, p ∈ [1, +∞], et, si possible, avec la norme euclidienne de ℓ2
n. La géométrie

de Minkowski est l’étude des R-espaces vectoriels normés (E, ‖.‖) de dimension
finie. L’un des axes de cette étude consiste précisément à s’intéresser à la structure
euclidienne qui se rapproche le plus de la structure d’espace vectoriel normé de
E, en un sens que nous préciserons un peu plus loin. Dans le cas d’un corps de
nombres, cette approche s’avérera être la clef qui permet d’aborder la théorie des
fibrés vectoriels adéliques.

Pour écrire cette synthèse, nous avons consulté les ouvrages de G. Pisier [23],
R. Ryan [29] et A. Thompson [37] ainsi que les articles [10, 26, 30].

Dans tout ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel de dimension n ≥ 1, muni
d’une mesure de Haar vol. L’espace vectoriel dual Ev = HomR(E,R) possède alors
une mesure de Haar particulière vol∗, associée au choix de vol, caractérisée de la
manière suivante : soit (e1, . . . , en) une base de E et le parallélotope

P := {x1e1 + · · · + xnen ; 0 ≤ xi ≤ 1} ·
De même, on dispose de la base duale (e∗1, . . . , e

∗
n) et du parallélotope dual P∗

associé. Alors vol∗ est l’unique mesure de Haar telle que

vol(P) vol∗(P∗) = 1 .

Soit C ⊆ E une partie convexe, d’intérieur non vide, compact et symétrique par
rapport à l’origine. Un tel ensemble est appelé corps convexe (symétrique∗). La
fonction jauge

∀x ∈ E, j(x) := inf
{

λ > 0 ;
x

λ
∈ C

}

fait le lien entre une norme sur E et le corps convexe qui est la boule unité pour
cette norme. Autrement dit, le couple (E, C) est la donnée d’une structure normée
(E, j) sur l’espace vectoriel E. Dans la suite, nous noterons aussi ‖.‖ la norme j sur
E.

Définition 2.1. Le polaire de C, noté C◦, est l’ensemble C◦ :=
{ϕ ∈ Ev ; |ϕ(C)| ⊆ [0, 1]}.

On vérifie que C◦ est la boule unité fermée de l’espace dual (Ev, jv). Lorsque p ∈
[1, +∞], on note bp

n (ou bp
n,R) la boule unité fermée de l’espace de Banach ℓp

n :=

(Rn, |.|p), où

(3) |(x1, . . . , xn)|p =

{
(|x1|p + · · · + |xn|p)1/p

si p ∈ [1, +∞[,

max {|x1|, . . . , |xn|} si p = +∞.

Si p ∈]0, 1[ et n ≥ 2, cette application |.|p n’est plus une norme et bp
n n’est plus

convexe, mais cela reste un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Ainsi, pour

∗Tous les corps convexes considérés dans ce texte sont symétriques et nous omettrons de le
préciser à chaque fois.
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tout p > 0 et pour la mesure de Lebesgue voln sur Rn, on a

(4) voln(bp
n) =

(
2Γ
(
1 + 1

p

))n

Γ
(
1 + n

p

)

où Γ(x) :=
∫ +∞

0
tx−1e−t dt (voir formule (9) un peu plus loin). De même, bp

n,C

désigne la boule unité fermée pour la norme |.|p sur Cn. En identifiant Cn à R2n,
la mesure de Lebesgue de bp

n,C vaut

(5) vol2n

(
bp
n,C

)
=
(π

2

)n

voln

(
b
p/2
n,R

)
.

À un corps convexe C, l’on peut associer l’invariant suivant :

Définition 2.2. Le produit de Mahler du corps convexe C, noté P (C), est le produit
vol(C) vol∗(C◦).

Ce nombre réel ne dépend pas du choix de la mesure de Haar vol sur E. De
plus, il est invariant par isomorphisme : si u ∈ GL(E) alors P (u(C)) = P (C). C’est
pourquoi l’on peut omettre la référence à E dans la notation du produit de Mahler.

Théorème 2.3. Pour tout corps convexe C, on a

P (C) ≤ P (b2
n) (Blaschke-Santaló)

et l’existence d’une constante absolue c ∈ ]0, +∞[ telle que

P (C) ≥ e−cnP (b2
n) (Bourgain-Milman).

La première inégalité a été établie dans [1,31], articles auxquels on peut adjoindre
le texte de J. Saint-Raymond [30] qui comporte une preuve « élémentaire » de ce
résultat et qui démontre qu’il y a égalité seulement si, dans une certaine base de
E, le convexe C est la boule unité euclidienne usuelle (on dit alors que C est un
ellipsöıde). La seconde inégalité, démontrée dans [10], est plus difficile à obtenir.
Une valeur explicite pour la constante c n’est pas connue à l’heure actuelle. Aussi
peut-il être utile de mentionner une minoration plus faible due à K. Mahler [21] :

P (C) ≥ 4n

(n!)2
,

minoration qui entrâıne∗

P (C) ≥ e−n log(en)P (b2
n) .

Une preuve de la conjecture de Mahler P (C) ≥ 4n/n! permettrait d’obtenir une
constante c explicite dans l’inégalité de Bourgain-Milman.

Ellipsöıdes de John et Löwner. Un ellipsöıde de E est un ensemble de la forme
D = {x ∈ E ; q(x) ≤ 1} où q : E → R est une forme quadratique définie positive.
Si l’on fixe une base de E qui permet d’identifier E à Rn, un ellipsöıde est l’image de
la boule unité euclidienne b2

n par un isomorphisme de E. En particulier, le produit
de Mahler de D est celui de b2

n.

∗Le calcul qui conduit à cette minoration est basé sur la formule donnée auparavant pour le
volume de b2n ainsi que sur l’existence d’une fonction η, décroissante, positive et nulle à l’infini,
telle que

∀x > 0, Γ(1 + x) =
√

2πx
( x

e

)x
eη(x)

(voir [25], chap. 2, § 4).
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Définition-théorème 2.4. Étant donné un corps convexe (symétrique) C, il existe
un unique ellipsöıde J(C), appelé ellipsöıde de John, inclus dans C et de volume
maximal. De même, il existe un unique ellipsöıde L(C), dit ellipsöıde de Löwner,
contenant C et de volume minimal.

La seconde assertion découle de la première par dualité : J(C)◦ = L(C◦), car
P (J(C)) est constant, égal à P (b2

n). L’unicité est le point difficile et remarquable
de cet énoncé. Elle entrâıne les inclusions C ⊆ √

nJ(C) et L(C) ⊆ √
nC (ce n’est

pas immédiat, voir [37], p. 84). En notant |.|J(C) (resp. |.|L(C)) la norme euclidienne
sur E associée à J(C) (resp. L(C)), cela se traduit par les inégalités

∀x ∈ E,
1√
n
|x|J(C) ≤ j(x) ≤ |x|J(C) et |x|L(C) ≤ j(x) ≤

√
n|x|L(C) .

On dispose ainsi de deux structures euclidiennes qui encadrent la norme donnée sur
E.

Quotient volumique. Ce paragraphe emprunte beaucoup au texte [26] de M. Rogal-
ski. On note B(E, ‖.‖) la boule unité fermée de l’espace vectoriel normé (E, ‖.‖).

Définition 2.5. Le quotient volumique∗ de (E, ‖.‖), noté vr(E), est le nombre réel
≥ 1 défini par

vr(E) := inf

{(
vol(B(E, ‖.‖))

vol(D)

)1/n

; D ellipsöıde ⊆ B(E, ‖.‖)
}

·

La définition même de l’ellipsöıde John entrâıne

vr(E) =

(
vol(B(E, ‖.‖))

vol(J(B(E, ‖.‖)))

)1/n

,

et l’inclusion C ⊆ √
nJ(C) donne alors vr(E) ≤ √

n. Dans cette inégalité, la
fonction n 7→ √

n ne peut pas être remplacée par une fonction f telle que
f(n)/

√
n −→

n→+∞
0. En revanche, on peut montrer que vr(E) ≤ δ

√
n où δ ∈]0, 1[

est explicite (par exemple δ = 0, 95). M. Rogalski a calculé le quotient volumique
de ℓp

n :

vr(ℓp
n) = Φp(n)nmax{0,( 1

2
− 1

p )}
√

2

π
Γ

(
1 +

1

p

)
e

1
p− 1

2 p
1
p

où Φp(n) ∈ [1/3, 2] et Φp(n) −→
n→+∞

1.

Nous aurons également besoin de la variante avec l’ellipsöıde de Löwner.

Définition 2.6. On note ṽr(E) le nombre réel ≥ 1 défini par

ṽr(E) := sup

{(
vol(D)

vol(B(E, ‖.‖))

)1/n

; B(E, ‖.‖) ⊆ D ellipsöıde

}
·

On a donc

ṽr(E) =

(
vol(L(B(E, ‖.‖)))

vol(B(E, ‖.‖))

)1/n

et ṽr(E) ≤
√

n .

∗Volume ratio en anglais.
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Distance de Banach-Mazur.

Définition 2.7. Étant donné deux corps convexes C1 et C2 de E, la distance
d(C1, C2) entre ces deux ensembles est

d(C1, C2) := inf {ab ; a > 0, b > 0, C1 ⊆ aC2 et C2 ⊆ bC1} ·

La distance — dite de Banach-Mazur — entre les espaces de Banach E1 = (E, C1)
et E2 = (E, C2) est

d(E1, E2) := inf {d(C1, u(C2)) ; u ∈ GL(E)} ·

Plus généralement, la distance de Banach-Mazur entre deux espaces de Banach E
et F de même dimension (finie) est d(E, ϕ(F )) où ϕ : F → E est un isomorphisme
quelconque entre F et E.

Cette dernière quantité ne dépend pas du choix de ϕ. La terminologie « distance »

se justifie par l’inégalité d(E1, E3) ≤ d(E1, E2)d(E2, E3) où E1, E2, E3 sont des
espaces vectoriels normés de même dimension. La distance qui nous intéressera
le plus dans la suite est celle entre (E, ‖.‖) et ℓ2

n. Par définition même de cette
distance, pour tout ε > 0, il existe une norme euclidienne |.|ε sur E telle que, pour
tout x ∈ E, on ait

(6) ∀x ∈ E, |x|ε ≤ ‖x‖ ≤ d(E, ℓ2
n)(1 + ε)|x|ε .

On vérifie alors l’encadrement

(7) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ d(E, ℓ2
n) ≤

√
n ,

sans qu’il y ait égalité en général. En réalité l’on peut même exhiber une suite
d’espaces normés En de dimension n telle que

d(En, ℓ2
n)/ vr(En) −→

n→+∞
+∞ .

On a aussi 1 ≤ ṽr(E)ṽr(Ev) ≤ d(E, ℓ2
n).

Somme directe. Soit E, F deux espaces vectoriels normés de dimensions respectives
n et m. Soit ς une norme symétrique sur R2, invariante par changement de signes
sur les coordonnées, telle que ς(1, 0) = ς(0, 1) = 1. On munit la somme directe
E⊕F de la norme ‖(x, y)‖E⊕ςF := ς(‖x‖E, ‖y‖F ). L’espace vectoriel normé obtenu
sera noté E ⊕ς F . On vérifie

(8) ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, max {‖x‖E, ‖y‖F} ≤ ‖(x, y)‖E⊕ςF ≤ ‖x‖E + ‖y‖F .

Proposition 2.8. Avec les données ci-dessus, soit volE ( resp. volF ) une mesure
de Haar sur E ( resp. F ). On dispose de la mesure produit volE⊕F := volE ⊗ volF
sur E ⊕ F ≃ E × F . On a alors

(
n + m

n

)−1

≤ volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))

volE(B(E, ‖.‖E)) volF (B(F, ‖.‖F ))
≤ 1 .

Démonstration. L’inégalité de droite est une simple conséquence de l’inclusion

B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ) ⊆ B(E, ‖.‖E) × B(F, ‖.‖F ),

qui résulte de la majoration max{‖x‖E, ‖y‖F} ≤ ‖(x, y)‖E⊕ςF . L’autre inégalité
repose sur la formule intégrale

(9) ∀p > 0, volE(B(E, ‖.‖E)) × Γ

(
1 +

n

p

)
=

∫

E

e−‖x‖p
E d(volE)(x),
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qui s’obtient grâce au théorème de Fubini en intégrant (e−tdt)⊗d(volE) sur l’ensem-
ble {(t, x) ; t ≥ ‖x‖p

E} ⊆ R × E. On applique cette formule à E ⊕ς F et p = 1. De
la majoration ‖(x, y)‖E⊕ςF ≤ ‖x‖E + ‖y‖F découle l’inégalité

volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))(n + m)! ≥
∫

E⊕F

e−‖x‖E−‖y‖F d(volE⊕F )(x, y),

et la dernière intégrale vaut exactement (volE(B(E, ‖.‖E))n!)(volF (B(F, ‖.‖F ))m!).
Ceci conclut la démonstration. �

Remarque 2.9. Si ς(α, β) = (|α|p + |β|p)1/p, p ≥ 1, la formule intégrale (9) fournit
l’égalité

(10)
volE⊕F (B(E ⊕ F, ‖.‖E⊕ςF ))

volE(B(E, ‖.‖E)) volF (B(F, ‖.‖F ))
=

Γ
(
1 + n

p

)
Γ
(
1 + m

p

)

Γ
(
1 + n+m

p

) ·

Autrement dit, le quotient des volumes ne dépend que des dimensions de E et de
F .

Normes tensorielles. Sur le produit tensoriel de deux espaces vectoriels normés de
dimension finie coexistent de nombreuse normes, que l’on peut obtenir de manière
« naturelle » à partir des normes sur les espaces de départ. Les conditions minimales
que nous exigerons pour une telle norme sur le produit tensoriel sont les suivantes.

Définition 2.10. Soit ℓ un entier ≥ 1. Une norme tensorielle∗ d’ordre ℓ est la
donnée pour tous espaces de Banach (Ei, ‖.‖Ei)1≤i≤ℓ (sur R ou C) de dimension
finie d’une norme α(·; E1, . . . , Eℓ) sur le produit tensoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ telle que :

(i) pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, pour tout ei ∈ Ei, on a

α(e1 ⊗ · · · ⊗ eℓ; E1, . . . , Eℓ) ≤
ℓ∏

i=1

‖ei‖Ei ,

(ii) la famille α = (α(·; E1, . . . , Eℓ))(E1,...,Eℓ) doit vérifier : Pour tout i ∈
{1, . . . , ℓ}, pour tous espaces normés Ei et Fi de dimension finie et toutes
applications linéaires ui : Ei → Fi, la norme d’opérateur de u1 ⊗ · · · ⊗ uℓ :
E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ → F1 ⊗ · · · ⊗ Fℓ est plus petite que le produit des normes

d’opérateur
∏ℓ

i=1 ‖ui‖.
Une norme tensorielle hermitienne est une norme tensorielle qui restreinte aux
espaces hermitiens est la norme hermitienne usuelle† sur le produit tensoriel. Nous
noterons E1 ⊗α · · · ⊗α Eℓ ou ⊗ℓ

α,i=1Ei l’espace vectoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Eℓ =: ⊗ℓ
i=1Ei

muni de la norme α(·; E1, . . . , Eℓ).

On montre aisément que si les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont réalisées alors

il y a égalité : α(e1 ⊗ · · · ⊗ eℓ) =
∏ℓ

i=1 ‖ei‖Ei et ‖u1 ⊗ · · · ⊗ uℓ‖ =
∏ℓ

i=1 ‖ui‖.

Exemples 2.11. Normes de Chevet-Saphard (d’ordre 2). Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F )
deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit ℓ ∈ N\{0}. Soit p ∈ [1, +∞]
et p′ son conjugué, c.-à-d. 1/p + 1/p′ = 1. Si (e1, . . . , eℓ) ∈ Eℓ, on note

‖(e1, . . . , eℓ)‖p :=





(∑ℓ
i=1 ‖ei‖p

E

)1/p

si 1 ≤ p < ∞,

max1≤i≤ℓ {‖ei‖E} si p = +∞.

∗(Finitely generated) uniform crossnorm, selon la terminologie de Schatten (voir [29], chap. 6).
†Autrement dit, si E et F sont hermitiens, munis de bases orthonormées (e1, . . . , en) et

(f1, . . . , fm) respectivement, et si x =
∑

i,j xi,jei ⊗ fj ∈ E ⊗ F alors α(x;E, F )2 =
∑

i,j |xi,j |2.
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De même, si (f1, . . . , fℓ) ∈ F ℓ, on pose

‖(f1, . . . , fℓ)‖w
p := sup

{∥∥∥∥∥
ℓ∑

i=1

λifi

∥∥∥∥∥
F

; (λ1, . . . , λℓ) ∈ bp
ℓ

}

(le w est l’initiale de weak). Alors la norme à gauche de Chevet-Saphard, notée gp

ou gp(·; E, F ), est la norme sur E ⊗ F définie par : pour tout x ∈ E ⊗ F ,

gp(x; E, F ) := inf

{
‖(e1, . . . , eℓ)‖p‖(f1, . . . , fℓ)‖w

p′ ; x =

ℓ∑

i=1

ei ⊗ fi

}
·

Cela définit une norme tensorielle d’ordre 2 (voir [29]) et, pour p = 2, la norme g2

est une norme tensorielle hermitienne au sens ci-dessus.

Cet exemple et une simple récurrence permettent de construire des normes ten-
sorielles (éventuellement hermitiennes) d’ordre quelconque.

L’observation suivante, bien que très simple, sera d’un usage constant dans la
suite (le corps de base est R ou C).

Proposition 2.12. Soit ℓ ∈ N \ {0} et α une norme tensorielle d’ordre ℓ . Pour
tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit E′

i ⊆ Ei des espaces vectoriels de dimension finie. Soit |.|E′
i

et |.|Ei deux normes sur E′
i et Ei respectivement. Supposons que, pour tout ei ∈ E′

i,
on a |ei|Ei ≤ |ei|E′

i
. Alors, pour tout e ∈ ⊗ℓ

i=1E
′
i, on a

α(e; (E1, |.|E1
), . . . , (Eℓ, |.|Eℓ

)) ≤ α(e; (E′
1, |.|E′

1
), . . . , (E′

ℓ, |.|E′
ℓ
)) .

Démonstration. Il s’agit de la condition (iii) caractérisant la norme tensorielle α,
appliquée aux morphismes d’inclusion x 7→ x de (E′

i, |.|E′
i
) dans (Ei, |.|Ei) pour tout

i ∈ {1, . . . , ℓ}. �

Remarques 2.13. a) Le lecteur peu accoutumé prendra garde aux nom-
breuses chausse-trapes des normes tensorielles. Pour α d’ordre 2, la loi
interne (E, F ) 7→ E ⊗α F sur l’ensemble des espaces normés de dimension
finie n’est en général ni associative ni commutative. De plus, si F est un
sous-espace vectoriel de E, la norme α(·; F, F ) sur F ⊗ F n’est en général
pas la restriction de la norme α(·; E, E) à F ⊗ F (c.-à-d. F ⊗α F n’est pas
un sous-Banach de E ⊗α E). Il en est de même pour un quotient E ։ G
ou pour la dualité : la norme sur (Ev ⊗α F v)v n’est en général pas égale à
α(·; E, F ).

b) Dans la suite, nous demanderons souvent aux normes tensorielles d’être
hermitiennes. Au delà de la norme g2 de l’exemple 2.11, il existe en réalité
une infinité de telles normes tensorielles, non équivalentes entre elles, comme
l’affirme un résultat de Schatten & Puhl (voir [14], p. 357).

Cas d’un espace vectoriel complexe. Dans ce paragraphe, E est un C-espace vec-
toriel de dimension n ≥ 1. Soit C ⊆ E un sous-ensemble convexe et compact,
d’intérieur non vide. Afin que la jauge définisse une norme sur E (en particulier
pour que la relation j(eiθx) = j(x) soit vérifiée pour tous θ ∈ R et x ∈ E), on
suppose

(11) ∀θ ∈ R, eiθ·C = C .

Notons ER le R-espace vectoriel sous-jacent à E et CR le sous-ensemble de ER

induit par C. Aux objets ER et CR l’on peut appliquer les résultats précédents et, en
particulier, l’on dispose des ellipsöıdes de John et Löwner associés à CR. Les normes
euclidiennes sur ER données par ces ellipsöıdes définissent des normes hermitiennes
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sur E. En effet l’hypothèse (11), l’unicité de ces ellipsöıdes et la conservation des
volumes par les applications

x = x1 + ix2 ∈ ER 7→ eiθ · x = x1 cos θ − x2 sin θ + i(x1 sin θ + x2 cos θ) ∈ ER

où θ ∈ R, entrâınent

eiθ · J(CR) = J(CR) et eiθ · L(CR) = L(CR) .

Ainsi J(CR) et L(CR) définissent des ellipsöıdes complexes de E, c.-à-d. égaux à la
boule unité fermée b2

n,C de l’espace hermitien usuel (Cn, |.|2), après le choix d’une

base convenable de E. Comme dans le cas réel, on les note plus simplement J(C) et
L(C). L’hypothèse (11) assure en réalité que tout se passe comme si l’on raisonnait
dans ER ≃ R2n. Le quotient volumique d’un C-espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est
défini par la formule

vr(E) = inf

{(
vol(B(E, ‖.‖))

vol(D)

) 1
2n

; D ellipsöıde complexe ⊆ E

}

où vol est une mesure de Haar sur E. Comme dans le cas réel, cette quantité est
atteinte pour l’ellipsöıde de John J(C). De même la définition de la distance de
Banach-Mazur s’étend au cas complexe. Et l’on dispose de l’encadrement

(12) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ d(E, ℓ2
n,C) ≤

√
2n =

√
dimR E .

3. Fibré vectoriel adélique

Suivant en partie R. Rumely et al. [28], nous définissons ici une notion de fibré
vectoriel adélique sur Spec k, qui généralise celle de fibré vectoriel hermitien sur
SpecOk, qui est à la base même de la géométrie d’Arakelov.

Soit k un corps global et v une place de k. On note Cv la complétion d’une
clôture algébrique de kv. Si K est une extension finie de k et w une place de K au-
dessus de v, on a un isomorphisme topologique de corps valués Cw ≃ Cv. Soit E un
k-espace vectoriel. Une norme sur E⊗k Cv est une application ‖.‖v : E⊗Cv → R+

qui satisfait aux trois conditions :

(i) ∀x ∈ E ⊗ Cv, ‖x‖v = 0 ⇐⇒ x = 0.

(ii) ∀x ∈ E ⊗ Cv, ∀λ ∈ Cv, ‖λx‖v = |λ|v· ‖x‖v.

(iii) ∀x, y ∈ E ⊗ Cv, ‖x + y‖v ≤ ‖x‖v + ‖y‖v.

Définition 3.1. Un fibré vectoriel adélique E = (E, (‖.‖v)v) sur Spec k est la
donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension finie n et d’une famille de normes
‖.‖v sur E ⊗k Cv, aux places v de k, soumise aux contraintes suivantes :

1) Il existe une k-base (e1, . . . , en) de E telle que, pour toute place v ul-
tramétrique en dehors d’un nombre fini, la norme sur E ⊗k Cv est donnée
par

(13)

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiei

∥∥∥∥∥
v

= max
1≤i≤n

{|xi|v} ·

2) Soit Gal(Cv|kv) l’ensemble des automorphismes continus qui laissent
invariants les éléments de kv. Alors ‖.‖v est invariante sous l’action
de Gal(Cv|kv) : étant donné une kv-base (α1, . . . , αn) de E ⊗k kv et
(x1, . . . , xn) ∈ Cn

v , σ ∈ Gal(Cv|kv), on a

‖σ(x1)α1 + . . . + σ(xn)αn‖v = ‖x1α1 + · · · + xnαn‖v .
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3) Si v est ultramétrique alors

∀x, y ∈ E ⊗k Cv, ‖x + y‖v ≤ max {‖x‖v, ‖y‖v}
(ultra-norme selon la terminologie de Bourbaki).

Un fibré en droites adélique est un fibré vectoriel adélique de dimension 1. Un fibré
adélique hermitien est un fibré vectoriel adélique dont toutes les normes aux places
archimédiennes de k sont hermitiennes. Par extension, nous parlerons encore de
fibré adélique hermitien lorsque k est un corps de fonctions.

Cette définition appelle quelques commentaires. Tout d’abord, rappelons qu’un fibré
vectoriel hermitien sur SpecOk (k corps de nombres nécessairement) est la donnée
d’un Ok-module projectif de type fini E et de normes ‖.‖v euclidiennes (resp. her-
mitiennes) aux places archimédiennes réelles (resp. complexes) de k sur les espaces
E ⊗Ok

kv. De plus, si v est complexe, la norme ‖.‖v est supposée invariante par
conjugaison complexe. Cette hypothèse supplémentaire correspond exactement à la
condition 2) ci-dessus. La cohérence avec la notion de fibré vectoriel adélique sur
Spec k est assurée grâce aux deux observations suivantes. D’une part, le module E
fournit naturellement une structure entière de E = E ⊗ k au sens où la norme en
une place ultramétrique v de k que l’on choisit sur E ⊗k Cv est donnée par

(14) ∀x ∈ E ⊗k Cv, ‖x‖E,v := inf
{
|a|v; a ∈ Cv, x ∈ a.

(
E ⊗Ok

Ôv

)}

où l’anneau Ôv est l’anneau de valuation de Cv (c.-à-d. sa boule unité fermée).
En considérant une famille génératrice minimale de E sur Ok, on vérifie que cette
norme satisfait à la formule (13), et en particulier elle est invariante sous l’action de
Gal(Cv/kv). D’autre part, une métrique euclidienne sur E⊗ kv (v réelle) se prolonge
naturellement et de manière unique en une métrique hermitienne sur E ⊗ Cv, car
une telle métrique est déterminée par une matrice réelle symétrique définie positive,
unique à conjugaison près par les éléments du groupe orthogonal On(R). Ce dernier
point est remarquable. L’unicité du prolongement n’est plus vraie en général lorsque
E⊗kv est muni d’une norme quelconque. Il n’existe pas de procédé « canonique» qui
permette d’étendre une norme ‖.‖ sur une espace vectoriel réel E⊗R au complexifié
E ⊗ C ≃ E ⊗ R ⊕ iE ⊗ R. Considérons par exemple un élément p ∈ [1, +∞] et
posons, pour a = a1 + ia2 ∈ E ⊗ C,

‖a‖̃p :=

{
2min{ 1

2
− 1

p ,0} (‖a1‖p + ‖a2‖p)
1/p

si p < +∞,

max {‖a1‖, ‖a2‖} si p = +∞.

La fonction a 7→ ‖a‖̃p ne définit pas en général une norme car ‖λa‖̃p peut être

différent de |λ|· ‖a‖̃p pour λ ∈ C. En revanche, si l’on définit

‖a‖#
p := sup

{
‖eiθa‖̃p; θ ∈ [0, 2π]

}
,

on vérifie alors que ‖.‖#
p est une norme sur E ⊗ C, invariante par conjugaison

complexe et égale à ‖.‖ sur E ⊗ R (∗). Si p = 2 et si ‖.‖ est euclidienne alors

‖.‖#
2 est la norme hermitienne qui prolonge ‖.‖ à E ⊗ C (voir l’exemple 1.3, p. 16,

de [28]). Cette observation — absence d’un prolongement naturel — est la raison
essentielle qui justifie que les normes associées à un fibré vectoriel adélique soient
définies sur E ⊗Cv (ou E ⊗ kv, ce qui revient au même quitte à prolonger ensuite
par continuité, de manière unique, à E ⊗ Cv). Il est alors possible d’opérer une
extension des scalaires en considérant une extension finie K|k et le fibré vectoriel
adélique EK dont l’espace sous-jacent est E ⊗ K, avec les mêmes normes que E.

∗Cette dernière propriété est la raison pour laquelle le facteur de normalisation 2
min

{
1
2
− 1

p
,0
}

apparâıt dans la définition de ‖a‖#
p , ce facteur étant égal à inf

0≤θ≤2π
{(cos θ)p + (sin θ)p}−1/p.
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Par ailleurs, la première condition dans la définition 3.1, si elle est remplie, est
alors vraie pour toute k-base de E, quitte éventuellement à accrôıtre le nombre de
places v qui ne conviennent pas. En réalité, si l’on fixe une k-base (e1, . . . , en) de
E, il existe une matrice d’adèles finis (cv)v ∈ GLn(kA,f ) telle que, pour toute place
ultramétrique v de k, on a

(15) ∀x ∈ Cn
v , ‖x1e1 + · · · + xnen‖v = max

1≤i≤n
{|(cv.x)i|v}

où (cv.x)i désigne la ième coordonnée du vecteur cv.x. En effet, d’après la propo-
sition 3 du chapitre II, p. 26, de [40], et étant donné une place ultramétrique v, il
existe une kv-base (α1, . . . , αn) de E ⊗ kv telle que

(16) ∀x ∈ kn
v , ‖x1α1 + · · · + xnαn‖v = max

1≤i≤n
{|xi|v} ·

Autrement dit, il existe cv ∈ GLn(kv) tel que la relation (15) soit satisfaite pour
tout x ∈ kn

v . La matrice cv est la matrice identité pour presque tout v. Pour obtenir
l’égalité (15) avec x ∈ Cn

v , on observe que si Kw est une extension finie de kv, il
existe une matrice cw ∈ GLn(Kw) telle que

(17) ∀x ∈ Kn
w, ‖x1e1 + · · · + xnen‖v = max

1≤i≤n
{|(cw.x)i|v} ·

En se restreignant à x ∈ kn
v et en choisissant les vecteurs de la base canonique de

kn
v , on constate que cwc−1

v ∈ GLn(Ow) (Ow est l’anneau de valuation de Kw) et

l’égalité (17) reste vraie en remplaçant cw par cv. Elle est donc valide pour x ∈ k
n

v

et, par continuité, pour x ∈ Cn
v .

Si, comme nous l’avons vu plus haut, un fibré vectoriel hermitien E sur SpecOk

fournit une structure entière pour E = E ⊗ k, la réciproque est également vraie. Si
l’on se donne un fibré vectoriel adélique E sur Spec k, l’ensemble

E := {x ∈ E ; ∀v ∤ ∞, ‖x‖E,v ≤ 1}
est une structure entière pour E. Dans cette écriture, si k est un corps de fonctions,
les places v exclues sont celles qui sont au-dessus de la place ∞ de Fp[T ] définie
dans les préliminaires. Notons Ok := {x ∈ k ; ∀v ∤ ∞, |x|v ≤ 1} l’anneau des entiers
de k. Cet ensemble est aussi la fermeture intégrale de l’anneau

Ok0
:=

{
Z si k est un corps de nombres

Fp[T ] si k est un corps de fonctions

(voir [8], chap. VI, § 3, corollaire 3), et à ce titre il est de Dedekind. L’ensemble
E est un module sans torsion sur Ok. Vu la caractérisation (15) des normes de E
aux places ultramétriques, il existe un élément N ∈ Ok0

\ {0} tel que NE ⊆ E ,
ce qui entrâıne que E est de type fini. Cela montre que E est projectif de type fini
(voir [20], chap. 1, § 9) et on vérifie que, pour toute place v de k, qui ne domine
pas la place ∞, la norme sur E ⊗k Cv induite par E au moyen de la formule (14)
est égale à la norme ‖.‖E,v de départ.

Enfin, signalons que certains auteurs accordent (ou accorderaient) aux normes
‖.‖v de n’être que des semi-normes. Ici cela semble a priori exclu en partie à cause
des résultats du paragraphe précédent dans les espaces normés dont nous aurons
besoin.

3.1. Exemples de fibrés vectoriels adéliques. L’exemple le plus simple est
celui de l’espace k lui-même, qui, muni des différentes valeurs absolues |.|v, possède
une structure de fibré vectoriel adélique (dite « triviale »). D’autres exemples sont
les fibrés vectoriels adéliques que l’on va noter (kn, |.|p) avec p ∈ [1, +∞], dont
la structure entière est donnée par la base canonique de kn et où, en une place v
archimédienne, la norme |.|p est celle définie par la formule (3). L’on pourrait bien
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sûr panacher plusieurs normes de ce type aux différentes places archimédiennes
ou changer la structure entière en choisissant une autre base de kn. Mais au-delà
de ces exemples et à l’instar des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOk, il existe
d’autres exemples provenant de la géométrie algébrique, obtenus en considérant
l’espace des sections globales d’un fibré en droites métrisé adéliquement sur une
variété projective au-dessus de k (voir § 8).

3.2. Lien avec la notion de convexe adélique. Étant donné une place ul-
tramétrique v de k, une partie Cv de E ⊗ kv est appelé kv-réseau si Cv est un
Ov-sous-module de E⊗kv, à la fois ouvert et compact. Fixons une k-base de E qui
permet d’identifier E à kn. Dans toute la suite, nous supposons que le kv-réseau Cv

s’identifie à On
v , pour toute place v en dehors d’un nombre fini. Si v est une place

archimédienne de k, soit Cv un sous-ensemble convexe de E ⊗ kv, d’intérieur non
vide, compact et symétrique par rapport à l’origine. L’origine est un point intérieur
de Cv. Si v est une place complexe, on suppose de plus que

(18) ∀θ ∈ R, eiθ.Cv = Cv .

Définition 3.2. Un convexe adélique est un sous-ensemble C de EA = E ⊗ kA de
la forme

∏
v Cv, où les ensembles Cv vérifient les hypothèses ci-dessus.

Si E est un fibré vectoriel adélique sur Spec k, la boule unité fermée de E

B(E) = {(xv)v ∈ EA ; ∀ v, ‖xv‖v ≤ 1}
est un convexe adélique. En effet, l’ensemble Cv = {xv ∈ E ⊗ kv ; ‖xv‖v ≤ 1}
convient dans tous les cas et la condition 1) de la définition 3.1 assure que Cv ≃ On

v

pour presque tout v. On a également une réciproque :

Proposition 3.3. Tout convexe adélique sur k est la boule unité fermée d’un fibré
vectoriel adélique sur Spec k, non nécessairement unique.

Démonstration. Si v est une place archimédienne, l’on sait que la donnée d’un
ensemble convexe Cv comme ci-dessus équivaut à la donnée d’une norme sur E ⊗
kv dont Cv est la boule unité correspondante, norme donnée explicitement par
l’application jauge jv : E ⊗ kv → R+ :

jv(x) = inf {λ > 0 ;
x

λ
∈ Cv}·

La norme ainsi construite se prolonge à E ⊗ Cv (sans que le prolongement ne soit
unique). Comme nous l’avons déjà mentionné, l’hypothèse (18) intervient dans le
cas complexe pour assurer l’égalité jv(ax) = |a|jv(x) pour tous a ∈ C et x ∈ E⊗vC.

Si v est une place ultramétrique, soit πv une uniformisante de Ov (c.-à-d. un
générateur de l’idéal maximal principal de Ov). Et, comme dans le cas précédent,
considérons pour x ∈ E ⊗ kv le nombre réel

jv(x) = inf

{
λ = |πv|hv ; h ∈ Z et

x

πh
v

∈ Cv

}
·

Ce nombre est bien défini car Cv est ouvert et la borne inférieure est un minimum
car Cv est compact. On vérifie alors que jv définit une norme ultramétrique sur
E ⊗ kv dont Cv est la boule unité fermée. Comme nous l’avons vu plus haut,
cette norme s’étend à Cn

v via le choix d’une matrice cv ∈ GLn(kv) convenable.
L’hypothèse Cv ≃ On

v permet de prendre cv égal à la matrice identité pour presque
tout v. La collection des normes (jv)v, prolongées aux espaces E ⊗ Cv, fournit la
structure adélique recherchée. �

Remarque 3.4. Si E est une droite, il n’y a plus d’ambigüıté selon que l’on
regarde E ⊗ kv ou E ⊗Cv (v archimédienne) ; les métriques aux éventuelles places
archimédiennes de k sont alors automatiquement hermitiennes.
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Il arrive souvent que les normes aux places ultramétriques proviennent toutes
d’une même base (e1, . . . , en) de E, comme dans la formule (13) de la définition 3.1.
Cette base fournit la structure entière du fibré vectoriel adélique E. Lorsque E = kn,
la base canonique donne une structure entière naturelle, utilisée par défaut dans la
suite.

3.3. Opérations algébriques sur l’ensemble des fibrés vectoriels adéliques.
Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k de dimensions respectives n et
m.

Sous-fibré et quotient. Nous dirons que F est un sous-fibré de E, et nous écrirons
F ⊆ E, si F ⊆ E, et si, en chaque place v, la norme ‖.‖F,v est la restriction de ‖.‖E,v

à F ⊗k Cv. De même, si F ⊆ E alors le quotient E/F est muni d’une structure de
fibré vectoriel adélique sur Spec k en considérant les normes quotient.

Somme directe. Il n’existe pas de norme plus naturelle qu’une autre sur la somme
directe (ou le produit) d’espaces vectoriels normés. Afin d’assurer la compatibilité
avec la somme directe hermitienne de fibrés vectoriels hermitiens, la norme, par
défaut, que nous choisirons sur E ⊕ F est, pour tous x ∈ E ⊗ Cv, y ∈ F ⊗ Cv,

‖(x, y)‖E⊕F,v :=

{
max {‖x‖E,v, ‖y‖F,v} si v est ultramétrique,(
‖x‖2

E,v + ‖y‖2
F,v

)1/2
si v est archimédienne.

Nous noterons E ⊕2 F ou, plus simplement, E ⊕ F , le fibré vectoriel adélique
obtenu de la sorte. Si l’on remplace la norme |.|2 par la norme |.|p, p ∈ [1, +∞],

nous noterons E ⊕p F le fibré vectoriel adélique que l’on obtient. Il peut être
utile parfois d’avoir (encore) un peu plus de souplesse dans le choix des normes.

Étant donné une place archimédienne v de k, considérons ςv une norme symétrique
sur R2, invariante par changement de signes sur les coordonnées, telle que
ςv(1, 0) = ςv(0, 1) = 1. Posons ς := (ςv)v|∞. Le fibré vectoriel adélique E ⊕ς F
est par définition l’espace E ⊕ F muni, aux places archimédiennes, des normes
‖(x, y)‖E⊕ςF,v := ςv(‖x‖E,v, ‖y‖F,v). Les normes aux places ultramétriques sont les
mêmes que précédemment.

Remarque 3.5. Ces opérations préservent la structure hermitienne quand les ob-
jets de départ en sont pourvus.

Dual et norme d’opérateur. Le fibré vectoriel dual E
v

est l’espace dual Ev =
Homk(E, k), muni des normes duales usuelles :

∀ϕ ∈ (E ⊗ Cv)
v, ‖ϕ‖Ev,v := sup

{ |ϕ(x)|v
‖x‖E,v

; x ∈ E ⊗ Cv, x 6= 0

}
·

Plus généralement, l’espace Homk(E, F ) des applications linéaires entre E et F
est muni aux différentes places v des normes d’opérateurs usuelles, obtenues en
remplaçant |ϕ(x)|v par ‖ϕ(x)‖F,v dans l’expression ci-dessus. D’une manière alter-
native, on a, pour tout ϕ ∈ Homk(E, F ) ⊗ Cv,

‖ϕ‖Hom(E,F ),v = sup {yv(ϕ(x)) ; ‖yv‖F v,v = ‖x‖E,v = 1} ·
Remarque 3.6. Le bidual (Ev)v est isomorphe isométriquement à E et l’on dispose
de la formule (vraie pour toute place v de k)

(19) ∀x ∈ E ⊗k Cv, ‖x‖E,v = sup
‖ϕ‖Ev,v≤1

|ϕ(x)|v .

Dans le cas archimédien, il s’agit d’un résultat classique de la théorie des espaces
vectoriels normés de dimension finie (voir [9], chap. IV, § 2.4). Dans le cas ul-
tramétrique, l’égalité (19) peut se démontrer au moyen de la base (α1, . . . , αn) de
E ⊗ Cv donnant la formule (16).
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Produit tensoriel. La norme d’opérateur confère au produit tensoriel E ⊗k F une
structure de fibré vectoriel adélique via l’isomorphisme E ⊗k F ≃ Homk(Ev, F ).
Malheureusement, la norme tensorielle ainsi bâtie sur E ⊗k F ne donne pas en
général une structure hermitienne à E⊗k F lorsque E et F sont des fibrés vectoriels
hermitiens (sauf si E ou F est une droite, ou si k est un corps de fonctions).

Définition 3.7. Soit ℓ ∈ N \ {0}. Une norme tensorielle adélique d’ordre ℓ sur k
(corps global) est la donnée d’une famille α = (αv)v indexée par les places v de k
telle que :

1) Si v est archimédienne, αv est une norme tensorielle d’ordre ℓ (au sens de
la définition 2.10).

2) Si v est ultramétrique alors αv est la norme tensorielle ultramétrique
définie de la manière suivante : pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, pour tout Cv-
espace vectoriel ultra-normé (Ei, ‖.‖Ei) de dimension finie ni, la norme
αv(·; E1, . . . , Eℓ) sur ⊗ℓ

i=1Ei est l’ultra-norme définie par récurrence sur
ℓ : αv(·; E1) = ‖.‖E1

et αv(·; E1, . . . , Eℓ) s’identifie à la norme d’opérateur
des applications linéaires entre l’espace normé dual (Ev

1, ‖.‖Ev

1
) et l’espace

normé (E2 ⊗ · · · ⊗ Eℓ, αv(·; E2, . . . , Eℓ)).

Une norme tensorielle (adélique) hermitienne est la donnée d’une norme tensorielle
adélique α = (αv)v telle que, pour toute place archimédienne v de k, la norme
tensorielle αv est hermitienne au sens de la définition 2.10.

Étant donné des fibrés vectoriels adéliques E1, . . . , Eℓ sur Spec k, on notera
α(·; E1, . . . , Eℓ) la collection des normes αv(·; (E1 ⊗k Cv, ‖.‖E1,v), . . . , (Eℓ ⊗k

Cv, ‖.‖Eℓ,v)) sur E1 ⊗k · · · ⊗k Eℓ ⊗k Cv, lorsque v varie parmi les places de k.
La définition 3.7 assure que si α est une norme tensorielle adélique, alors le couple

⊗ℓ
α,i=1Ei := (E1 ⊗k · · · ⊗k Eℓ, α(·; E1, . . . , Eℓ))

est un fibré vectoriel adélique sur Spec k (lorsque tous les Ei sont égaux à E, on

notera aussi E
⊗αℓ

:= ⊗ℓ
α,i=1E). Et, de plus, si tous les Ei et α sont hermitiens alors

⊗ℓ
α,i=1Ei est un fibré adélique hermitien. En choisissant aux places archimédiennes

de k les normes de Chevet-Saphard définies dans l’exemple 2.11, on obtient des
exemples de normes tensorielles adéliques d’ordre 2, que l’on peut ensuite étendre
à tout ordre. En particulier si αv = g2 pour toute place v archimédienne alors la
norme tensorielle adélique (αv)v, que nous noterons encore g2, est hermitienne.

Remarque 3.8. Par récurrence sur ℓ, la formule de bidualité (19) fournit une ex-
pression concrète de la norme d’opérateur généralisée du point 2) de la définition 3.7,

sous la forme suivante : pour tout entier h ≥ 1, pour tous x
(i)
j ∈ Ej , 1 ≤ j ≤ ℓ et

1 ≤ i ≤ h, on a

αv

(
h∑

i=1

⊗ℓ
j=1x

(i)
j ; E1, . . . , Eℓ

)

= sup





∣∣∣∣∣∣

h∑

i=1

ℓ∏

j=1

ϕj(x
(i)
j )

∣∣∣∣∣∣
v

; ∀ j ∈ {1, . . . , ℓ}, ‖ϕj‖Ev

j
≤ 1



·

Produit extérieur et déterminant. L’algèbre extérieure
∧

(E) est le quotient de
l’algèbre tensorielle T(E) par l’idéal bilatère engendré par les éléments x ⊗ x avec

x ∈ E. Soit ℓ ∈ {1, . . . , n}. Le ℓème produit extérieur
∧ℓ

(E) est donc un quotient du
produit tensoriel E⊗ℓ. Il hérite alors de la structure adélique quotient induite par

celle définie précédemment sur E
⊗αℓ

au moyen d’une norme tensorielle adélique α
d’ordre ℓ. En particulier, si ℓ = n, le déterminant det(E) =

∧n
(E) de E possèdent
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une structure de fibré vectoriel adélique sur Spec k. Nous noterons
∧ℓ

α(E) et detα E

les fibrés adéliques que l’on obtient ainsi. Si E et α sont hermitiens alors le fibré

vectoriel adélique
∧ℓ

α(E) est également hermitien et l’on a dans ce cas, pour toute
place archimédienne v de k,

‖e1 ∧ · · · ∧ eℓ‖∧ℓ
α(E),v = det((ei, ej)v)

1/2
i,j pour tous e1, . . . , eℓ ∈ E ⊗ Cv

(( , )v désigne le produit hermitien sur E ⊗ Cv).

Produit symétrique. L’algèbre symétrique S(E) est le quotient de l’algèbre ten-
sorielle T(E) par l’idéal bilatère engendré par les éléments de la forme x⊗y−y⊗x.
Pour ℓ ∈ N, la structure de fibré vectoriel adélique sur la puissance symétrique

Sℓ(E) est celle obtenue par quotient de celle de E
⊗αℓ

, une norme tensorielle
adélique α d’ordre ℓ ayant été fixée au préalable. Nous noterons Sℓ

α(E) le fibré
vectoriel adélique obtenu de la sorte. Si E et α sont hermitiens alors Sℓ

α(E) est
également hermitien. Dans ce cas l’on peut préciser la valeur de la norme en
une place archimédienne v de k d’un élément de Sℓ(E) ⊗v C de la manière suiv-
ante. Soit σE,v : E⊗ℓ ⊗v C → E⊗ℓ ⊗v C l’opérateur de symétrisation : pour tous
x1, . . . , xℓ ∈ E⊗v C, on a σE,v(x1 ⊗· · ·⊗xℓ) = 1

ℓ!

∑
η∈Sℓ

xη(1) ⊗ · · · ⊗ xη(ℓ) (Sℓ est

le groupe symétrique d’ordre ℓ). L’image de σE,v, munie de la norme restreinte de
E⊗ℓ⊗v C, est un espace hermitien, isomorphe isométriquement à Sℓ(E)⊗v C, muni
de la norme quotient comme ci-dessus. De la sorte, si e1, . . . , en désigne une base
orthonormée de E⊗v C, la famille {ei1

1 · · · ein
n ; (i1, . . . , in) ∈ Nn et i1 + · · ·+ in = ℓ}

forme une base orthogonale de Sℓ(E) ⊗v C. Les normes des vecteurs de cette base
se calculent au moyen de la définition de σE,v et l’on obtient

‖ei1
1 · · · ein

n ‖Sℓ(E)⊗vC = ‖σE,v(e
⊗i1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗in

n )‖E⊗ℓ⊗vC =

(
i1! · · · in!

ℓ!

)1/2

(voir [9], § 3.3 du cinquième chapitre).

Remarques 3.9. - Il existe d’autres normes adéliques « naturelles » sur le
produit symétrique qui ne sont pas obtenues par quotient. Toutefois, une
telle norme « naturelle » se compare à une norme obtenue par quotient
d’une norme tensorielle, avec des constantes de comparaison ne faisant in-
tervenir que ℓ (voir [15]).

- Lorsque E et α sont hermitiens, les fibrés adéliques E
⊗αℓ

,
∧ℓ

α(E) et Sℓ
α(E)

ne dépendent pas de α et nous simplifierons la notation en ne mettant pas
l’indice α.

4. Notion de degré adélique et propriétés

Soit E = (E, (‖.‖v)v) un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n ≥ 1.
La boule unité de E est l’ensemble

(20) B(E) := {(xv)v ∈ EA ; ∀ v place de k, ‖xv‖v ≤ 1} ·
Définition 4.1. Soit φ : E → kn un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit vol
une mesure de Haar sur kn

A. Le degré adélique de E est le nombre réel :

(21) d̂egE := log
vol(φ(B(E)))

vol(B(kn, |.|2))
·

Le degré adélique normalisé est

d̂egnE :=
d̂egE

[k : k0]
·
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Ce nombre est indépendant des choix de l’isomorphisme φ, en raison de la formule
du produit, et de la mesure de Haar vol, car elles sont toutes proportionnelles.

Par convention, si E = {0}, on pose d̂egE := 0. Pour la suite, il est utile de
mentionner dès à présent le comportement de ce degré par changement d’échelle.
Soit A = (Av)v ∈ GL(EA). On note A.E = (E, A.‖.‖) le fibré vectoriel adélique
dont l’espace sous-jacent est E et dont la norme en une place v de k est donnée par
‖x‖v := ‖Av(x)‖E,v. Le déterminant de A calculé dans une k-base de E s’identifie
à un idèle de kA dont la valeur absolue | detA|A ne dépend pas du choix de cette
k-base. Compte tenu des normalisations du début de ce texte (en particulier la
formule (2)), on déduit la relation

(22) d̂eg(E, A.‖.‖) = d̂egE − log | detA|A .

Par ailleurs et bien que nous ne l’utiliserons pas dans la suite, signalons qu’il existe
également une caractéristique d’Euler-Poincaré d’un fibré vectoriel adélique E, que
l’on peut définir en posant

χ(E) := log
vol(B(E))

covol(E)

où vol est une mesure de Haar quelconque sur EA et covol(E) = vol(EA/E). Le
lien avec le degré adélique s’exprime au travers d’une formule analogue à celle de
Riemann-Roch :

χ(E) = d̂egE + χ(kn, |.|2)
(voir [34, 36]).

Notation. Soit E1 = (E, ‖.‖1) et E2 = (E, ‖.‖2) deux fibrés vectoriels adéliques
ayant le même espace sous-jacent E. Si, en toute place v de k et pour tout x ∈
E ⊗k Cv, on a ‖x‖1,v ≤ ‖x‖2,v alors nous écrirons E1 � E2.

L’intérêt de cette écriture est le fait suivant.

Lemme 4.2. Si E1 � E2 alors d̂egE2 ≤ d̂egE1.

Cela résulte de l’inclusion des boules unités B(E2) ⊆ B(E1).

Lemme 4.3. Soit α une norme tensorielle adélique d’ordre ℓ ∈ N \ {0}. Pour
tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit Ei � F i deux fibrés vectoriels adéliques sur Spec k.

Alors ⊗ℓ
α,i=1Ei � ⊗ℓ

α,i=1F i. En particulier on a E
⊗αℓ

1 � F
⊗αℓ

1 ,
∧ℓ

α E1 �
∧ℓ

α F 1,

detα E1 � detα F 1 (si ℓ = dimE1) et Sℓ
α(E1) � Sℓ

α(F 1).

Le premier résultat découle directement de la proposition 2.12. Et les suivants
sont conséquences des définitions.

Ces observations seront souvent utilisées dans la suite.

4.1. Exemples. Au paragraphe 3.1, nous avons introduit le fibré vectoriel adélique
(kn, |.|p), p ∈ [1, +∞]. Si k est un corps de fonctions alors le degré adélique de
(kn, |.|p) est nul. Si k est un corps de nombres, les calculs (4) et (5) des volumes
des boules unités réelle et complexe donnent la formule exacte :

(23) d̂eg(kn, |.|p) = r1 log
Γ
(
1 + 1

p

)n

Γ
(
1 + n

2

)

Γ
(
1 + n

p

)
(
√

π)n
+ r2 log

Γ
(
1 + 2

p

)n

n!

Γ
(
1 + 2n

p

) ,

où r1 et r2 sont respectivement le nombre de places réelles et complexes de k.
Lorsque n −→ +∞ et p est fixé, la formule de Stirling, qui se trouve en note au bas
de la page 7, fournit le développement asymptotique

(24) d̂eg(kn, |.|p) = an log(n) + bn + c + o(1)
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avec

a :=

(
1

2
− 1

p

)
[k : Q],

b :=r1 log
Γ
(
1 + 1

p

)
(pe)1/p

√
2eπ

+ r2 log
Γ
(
1 + 2

p

)
(p/2)2/p

e1−2/p
,

c :=
(r1 + r2)

2
log
(p

2

)
·

4.2. Expressions alternatives du degré adélique.

Lemme 4.4. Soit E un fibré en droites adélique et s ∈ E \ {0}. On a

(25) d̂egE = −
∑

v

nv log ‖s‖v .

Démonstration. Il suffit d’observer que si x = λ.s ∈ E ⊗ kv, λ ∈ kv, alors ‖x‖v ≤ 1
équivaut à |λ|v ≤ 1

‖s‖v
. L’égalité (2) fait le lien entre les volumes et permet de

conclure. �

On en déduit le

Lemme 4.5. Pour tout fibré adélique hermitien E, on a d̂egE = d̂eg detE.

Démonstration. Nous avons vu que les normes de E aux places ultramétriques
peuvent s’exprimer au moyen d’un adèle fini (cv)v∤∞ ∈ GLn(kA,f ), après le choix

d’une k-base e := (e1, . . . , en) de E. L’hypothèse faite ici sur E signifie que le même
phénomène se produit aux places archimédiennes et qu’il existe un prolongement
c = (cv) ∈ GLn(kA) tel que, pour toute place v de k, on a

(Ev ≃e kn
v , ‖.‖v) = cv.(k

n
v , |.|2) .

Ainsi chacun des quotients

vol ({x ∈ kn
v ; ‖x‖v ≤ 1})

vol ({x ∈ kn
v ; |x|2,v ≤ 1})

égale | det(cv)|−nv
v = ‖e1∧· · ·∧en‖−nv

v . Le lemme précédent permet de conclure. �

Ces deux lemmes montrent que le degré adélique cöıncide avec le degré
d’Arakelov sur le domaine de définition de ce dernier, à savoir les fibrés vectoriels
hermitiens sur SpecOk. Le degré adélique en est donc une généralisation.

Lorsque k possède des places archimédiennes, la norme ‖.‖v de E en une telle
place est comparable à la norme de John, introduite à la suite de la définition 2.4.
Notons |.|J(E),v cette norme hermitienne étendue à l’espace E ⊗ Cv.

Définition 4.6. Avec les données ci-dessus, nous appelerons fibré vectoriel adélique
de John, ou plus simplement fibré de John, associé à E, et nous noterons
J(E), le fibré vectoriel adélique obtenu à partir de E en remplaçant, aux places
archimédiennes v de k, la norme ‖.‖v par la norme hermitienne |.|J(E),v.

Le fibré de John est donc égal à E lorsque ce dernier est un fibré adélique hermi-
tien. De la même manière, on définit le fibré vectoriel adélique de Löwner associé
à E — que l’on note L(E) — au moyen des métriques |.|L(B(Ev,‖.‖v)) introduites
au paragraphe 2.2, en une place archimédienne v de k. On notera que si E′ est un
sous-espace vectoriel de E alors (E′, |.|L(E)) � (E′, ‖.‖E) � (E′, |.|J(E)) et donc,

par le lemme 4.2, on a

(26) d̂eg(E′, |.|J(E)) ≤ d̂eg(E′, ‖.‖E) ≤ d̂eg(E′, |.|L(E)) .
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On peut même intercaler d̂egJ(E′) entre d̂eg(E′, |.|J(E)) et d̂eg(E′, ‖.‖E) en util-

isant la définition des métriques de J(E′) qui sont les métriques euclidiennes qui
optimisent par valeur inférieure le volume de la boule unité de E′. La même obser-
vation avec L(E′) conduit à

d̂eg(E′, |.|J(E)) ≤ d̂egJ(E′) ≤ d̂eg(E′, ‖.‖E) ≤ d̂egL(E′) ≤ d̂eg(E′, |.|L(E)) .

Le fibré de John permet de donner une formule exacte pour le degré adélique de E
grâce à la notion de quotient volumique (voir définition 2.5).

Définition 4.7. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Le quotient volumique
adélique de E, noté vr(E), est la norme de l’adèle de composantes vr(E ⊗k kv) —
le quotient volumique de l’espace de Banach réel ou complexe (E ⊗k kv, ‖.‖E,v) —
aux places v archimédiennes et 1 aux autres places :

vr(E) :=
∏

v archimédienne

vr(E ⊗k kv)
nv .

Si k est un corps de fonctions, on a donc toujours vr(E) = 1. Ce nombre est
un terme d’erreur qui intervient souvent lors de comparaisons entre la situation
adélique générale et le cas hermitien. On a vr(E) = 1 si et seulement si E est un fibré
adélique hermitien. Aussi, les inégalités établies dans la suite et qui font intervenir
cette quantité sont des égalités dans le cas hermitien. De manière ponctuelle, nous
aurons besoin également du nombre réel

ṽr(E) :=
∏

v archimédienne

ṽr(E ⊗k kv)nv

(voir définition 2.6 pour la notation ṽr). Introduisons maintenant l’analogue
adélique de la distance de Banach-Mazur classique (définition 2.7).

Définition 4.8. Soit E et F deux fibrés vectoriels adéliques sur Spec k de même
dimension. La distance de Banach-Mazur adélique entre E et F est le nombre réel

d(E, F ) :=
∏

v archimédienne

d(E ⊗k kv, F ⊗k kv)nv .

Si k est un corps de fonctions, on pose d(E, F ) = 1.

Notation. Lorsque F = (kn, |.|2), on notera plus simplement ∆(E) la distance
d(E, (kn, |.|2)).

On montre que si E′ est un sous-fibré vectoriel adélique de E alors ∆(E′) ≤
∆(E). De plus, le dual Ev de E vérifie ∆(Ev) = ∆(E). Grâce aux estimations
locales (7) et (12), on dispose de l’encadrement

(27) 1 ≤ vr(E) vr(Ev) ≤ ∆(E) ≤ (2n)D/2 .

Proposition 4.9. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. On a

d̂egE = d̂egJ(E) + n log vr(E) et d̂egL(E) = d̂egE + n log ṽr(E) .

Démonstration. On identifie E à kn en choisissant une k-base quelconque de E.
La contribution au degré adélique de E des places ultramétriques est exacte-
ment la même que celle de J(E), par définition de ce dernier fibré. En une place
archimédienne v de k, le quotient volumique de (kn

v , ‖.‖v) intervient à travers
l’égalité :

vol ({x ∈ kn
v ; ‖x‖v ≤ 1})

vol ({x ∈ kn
v ; |x|2 ≤ 1})

=
vol
(
{x ∈ kn

v ; |x|J(E),v ≤ 1}
)

vol ({x ∈ kn
v ; |x|2 ≤ 1}) · vr(kn

v , ‖.‖v)
dimR kn

v .
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La proposition s’en déduit alors car dimR kn
v = nvn. La même démarche avec

l’ellipsöıde de Löwner permet de montrer l’autre égalité. �

Par ailleurs, pour tout ε > 0 et grâce à l’encadrement (6), on a l’existence d’une
norme hermitienne |.|ε,v sur E ⊗k kv (v archimédienne) telle que, pour tout sous-
espace vectoriel E′ de E,

(28) (E′, (|.|ε,v)v) � E′ �
(
E′, (d(E ⊗k kv, ℓ

2
n,kv

)(1 + ε)|.|ε,v)v

)

(les normes aux places ultramétriques des fibrés adéliques de gauche et de droite
sont celles de E).
Notation. On désigne par Eε le fibré vectoriel adélique d’espace vectoriel sous-
jacent E et dont les normes sont

‖.‖Eε,v :=

{
‖.‖E,v si v est ultramétrique,

|.|ε,v si v est archimédienne.

On notera aussi plus simplement |.|ε la collection (‖.‖Eε,v)v des normes de Eε. Il
est bien clair que cette définition repose sur le choix des métriques hermitiennes
|.|ε,v et que le fibré Eε n’est pas déterminé uniquement par E et ε.

Les définitions même des fibrés de John et Löwner entrâınent d̂egnEε ≤
d̂egnJ(E) et

d̂egnL(E) ≤ d̂egn

(
E, (d(E ⊗k kv, ℓ2

n,kv
)(1 + ε)|.|ε,v)v

)
,

puis, en faisant tendre ε vers 0, l’on obtient

(29) 0 ≤ d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) ≤ n

D
log ∆(E) ·

De l’encadrement (28), on déduit aussi

− n

D
log ∆(E) − n log(1 + ε) ≤ d̂egnE′ − d̂egn (E′, (|.|ε,v)v) ≤ 0 ·

Ceci permet d’approcher le degré adélique de E′ par le degré d’un fibré adélique
hermitien, avec un terme d’erreur de l’ordre de − n

D log ∆(E). Cette observation
sera constamment utilisée dans la suite.

Corollaire 4.10. Pour tout fibré vectoriel adélique E et toute norme tensorielle
adélique hermitienne α d’ordre dimE, on a∣∣∣d̂egnE − d̂egndetαE

∣∣∣ ≤ d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) .

Démonstration. La différence ne se situe éventuellement qu’en une place
archimédienne v de k. On a vu que dans ce cas |.|L(E),v ≤ ‖.‖E,v ≤ |.|J(E),v.

L’hypothèse α hermitienne et les lemmes 4.2 et 4.3 entrâınent alors l’inégalité

d̂egn detJ(E) ≤ d̂egndetαE ≤ d̂egn detL(E) .

Le lemme 4.5 et la proposition 4.9 donnent

− n

D
log ṽr(E) ≤ d̂egnE − d̂egndetαE ≤ n

D
log vr(E),

qui est un encadrement un peu plus précis que celui annoncé puisque
max {vr(E), ṽr(E)} ≤ vr(E)ṽr(E). �

On rappelle que k désigne une clôture algébrique de k.

Définition 4.11. Soit E = (E, (‖.‖v)v) un fibré vectoriel adélique. La hauteur d’un
élément x ∈ (E ⊗k k) \ {0} relative à E, notée hE(x), est la somme normalisée

(30) hE(x) :=
1

D

∑

v

nv log ‖x‖E,v
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(la somme porte sur toutes les places v de k mais seuls un nombre fini de termes
ne sont pas nuls).

C’est aussi l’opposé du degré normalisé du fibré en droites (K.x, (‖.‖E,v)v) où
K est une extension finie de k sur laquelle est défini x. La hauteur de x ne dépend
pas du choix de K en raison de la formule

∑
w|v [Kw : kv] = [K : k] (voir aussi le

paragraphe suivant). La terminologie est cohérente avec la notion de hauteur au
sens usuel grâce au résultat suivant.

Proposition 4.12. Soit a ∈ R. L’ensemble des droites {k.x ; x ∈ E et hE(x) ≤ a}
est fini.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une k-base de E. Il existe une constante α > 0
(qui dépend de E et de k) telle que, pour toute place v de k et pour tout x =∑n

i=1 xiei ∈ E, on ait ‖x‖E,v ≥ α max1≤i≤n {|xi|v}. Aux places ultramétriques

(et il suffit de considérer un nombre fini d’entre elles car E est adélique), cela
résulte de la formule (15). Et aux places archimédiennes, il s’agit d’une conséquence
de l’équivalence des normes en dimension finie. Si x 6= 0, la borne hE(x) ≤ a
entrâıne une majoration de la hauteur de Weil du point projectif (x1 : · · · : xn)
et donc un nombre fini de tels points (théorème de Northcott) et de vecteurs x
correspondant. �

Proposition 4.13. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k de dimension n
et α une norme tensorielle adélique d’ordre n. Soit (e1, . . . , en) une k-base de E.
Alors on a

0 ≤ d̂egndetαE + hE(e1) + · · · + hE(en) .

De plus, on a

− n

D
log ∆(E) ≤ d̂egnE + hE(e1) + · · · + hE(en) .

Démonstration. La première assertion est une conséquence de l’inégalité
d’Hadamard

‖e1 ∧ · · · ∧ en‖detαE,v ≤ ‖e1 ⊗ · · · ⊗ en‖E
⊗αn

,v
≤

n∏

i=1

‖ei‖E,v,

vraie pour toute place v de k. En effet, la première majoration vient de la définition
de norme quotient et la seconde est la propriété (i) de la définition 2.10 des normes
tensorielles (il y a même égalité). Pour obtenir la seconde assertion, on choisit pour α
une norme hermitienne (construite, par exemple, au moyen de la norme hermitienne
g2 de Chevet-Saphard) dans le corollaire 4.10 et on utilise l’estimation (29). �

Il est souvent utile de connâıtre également une majoration de la somme des
hauteurs d’une base de E ⊗ k où k désigne une clôture algébrique de k . C’est
l’objet du lemme de Siegel absolu suivant, établi dans le cas des corps de fonctions
par D. Roy & J.L. Thunder [27] et issu d’un énoncé dû à S. Zhang [41] dans le cas
d’un corps de nombres (les deux étant écrits dans le cas hermitien).

Théorème 4.14. Soit E un fibré vectoriel adélique, de dimension n ≥ 1. Posons
δ := 0 si k est un corps de fonctions et δ := 1 si k est un corps de nombres. Pour
tout ε > 0, il existe une base (e1, . . . , en) de E ⊗ k telle que

(31) hE(e1) + · · · + hE(en) + d̂egnE ≤ δn

2
log n +

n

D
log vr(E) + ε .

Dans le cas d’un corps de nombres, la preuve complète se trouve dans [17]. Il est
possible de demander que la base (e1, . . . , en) soit définie sur k et, en contrepartie,
de rajouter un terme dépendant du discriminant absolu Dk de k dans le membre de
droite de l’inégalité (31) (voir [27]). Ce terme est (n/D) log |Dk| si k est un corps de
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nombres. Le cas général d’un fibré vectoriel adélique non nécessairement hermitien
s’obtient en appliquant le théorème ci-dessus au fibré (hermitien) de John J(E) et
en utilisant E � J(E) ainsi que la proposition 4.9.

4.3. Extension des scalaires. En toute généralité, le degré adélique normalisé
n’est pas un invariant stable par extension des scalaires. Si l’on considère par ex-
emple le fibré vectoriel adélique (Qn, |.|∞), la formule (4) entrâıne l’égalité

d̂egn(Qn, |.|∞) = log
Γ
(
1 + n

2

)

πn/2
·

Or si l’on choisit l’extension quadratique Q(i), qui possède une seule place complexe
et aucune réelle, un rapide calcul donne

d̂egn(Q(i)n, |.|∞) =
1

2
log n!,

nombre toujours différent de celui de la formule précédente, dès que n ≥ 2. Cette
anomalie se voit également au moyen de la formule asymptotique (24) dont les
coefficients b et c dépendent en général de r1 et r2 et non seulement de la somme
r1 + 2r2 = [k : Q].

L’explication de ce phénomène est l’observation suivante, qui, réduite à l’essen-
tiel, marque la différence entre le volume d’un cube et celui d’une boule.

Lemme 4.15. Soit ‖.‖ une norme sur Cn, invariante par conjugaison complexe.
Il existe une constante κ = κ(n, ‖.‖), comprise entre 4−n et 4n, telle que

(32)
vol ({x ∈ Cn ; ‖x‖ ≤ 1})
vol ({x ∈ Cn ; |x|2 ≤ 1}) = κ

(
vol ({x ∈ Rn ; ‖x‖ ≤ 1})
vol ({x ∈ Rn ; |x|2 ≤ 1})

)2

·

La notation vol désigne indifféremment une mesure de Haar (quelconque) sur Rn

ou Cn. Si la norme ‖.‖ est hermitienne alors κ = 1.

Démonstration. Il s’agit d’une simple conséquence des inégalités :

max {‖x1‖, ‖x2‖} ≤ 1

2
(‖x1 + ix2‖ + ‖x1 − ix2‖) = ‖x1 + ix2‖

et ‖x1+ix2‖ ≤ ‖x1‖+‖x2‖ ≤ 2 max{‖x1‖, ‖x2‖}, pour tous x1, x2 ∈ Rn. Le résultat
s’ensuit en choisissant sur Cn la mesure de Haar produit volRn ⊗ volRn , obtenue
au moyen de l’isomorphisme naturel Cn ≃ Rn × Rn. Si la norme est hermitienne,
elle est déterminée par la donnée d’une matrice symétrique A ∈ Mn(R) (il n’y a
pas de partie imaginaire car la norme induite doit être invariante par conjugaison
complexe). Les deux membres de l’équation (32) valent alors (det A)−1 et κ = 1. �

Remarque 4.16. Les calculs exacts des volumes de b2
n,C et b2

n,R données par les

formules (4) et (5) fournissent l’encadrement plus précis

1

4n
· n!

Γ
(
1 + n

2

)2 ≤ κ ≤ n!

Γ
(
1 + n

2

)2 ·

On peut noter que la formule de Stirling (voir note au bas de la page 7) donne
l’équivalent asymptotique

n!

Γ
(
1 + n

2

)2 ∼ 2n+1/2

√
πn

lorsque n −→ +∞.

Après ces considérations, nous pouvons énoncer le résultat principal de ce para-
graphe.
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Proposition 4.17. Soit K une extension finie de k et E un fibré vectoriel adélique
sur k, de dimension n. Alors

(33)
∣∣∣d̂egnEK − d̂egnE

∣∣∣ ≤ n log(4) .

Si, de plus, E est un fibré adélique hermitien alors d̂egnEK = d̂egnE.

Démonstration. Quitte à fixer une k-base de E, on peut supposer E = kn. On
distingue deux cas.
a) Soit v une place ultramétrique de k. On a vu qu’il existe une matrice cv ∈ GLn(kv)
telle que :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
v , ‖x‖E,v = max

1≤i≤n
{|(cv.x)i|v} ·

Notons Bv := {x ∈ kn
v ; ‖x‖v ≤ 1}. Cet ensemble est l’image par c−1

v de On
v et,

d’après les rappels du paragraphe 2, on a

volv(Bv) = | det cv|−nv
v volv(On

v )

(ici volv est une mesure de Haar sur kn
v ). Soit w une place de K au-dessus de v. Le

complété Kw est un kv-espace vectoriel de dimension [Kw : kv], et si l’on note Bw

la boule unité fermée dans Kn
w, on a

volw(Bw)

volw(On
w)

= | det cv|−nw
v =

(
volv(Bv)

volv(On
v )

)[Kw:kv]

.

Comme cela est rappelé dans les préliminaires, l’on dispose de l’isomorphisme d’es-
paces vectoriels topologiques

(34) K ⊗k kv ≃
∏

w|v

Kw,

qui, outre l’égalité des dimensions [K : k] =
∑

w|v [Kw : kv], entrâıne

vol ({x ∈ (K ⊗ kv)n ; ‖x‖v ≤ 1})

vol

({
x ∈ (K ⊗ kv)n ; max

1≤i≤n
{|xi|v} ≤ 1}

})

=
∏

w|v

volw(Bw)

volw(On
w)

=

(
volv(Bv)

volv(On
v )

)[K:k]

(la mesure vol sur (K ⊗ kv)n peut être choisie comme l’image réciproque de la
mesure produit ⊗w|v volw sur

∏
w|v Kn

w par l’isomorphisme (34)). Soulignons que

cette égalité ne dépend ni du choix de l’isomorphisme (34), ni du choix des mesures
volw, volv ou bien encore vol. Ainsi le comportement du quotient des volumes aux
places ultramétriques par extension des scalaires est exactement celui souhaité et
les parties (aux places) finies des degrés adéliques normalisés de EK et E sont
identiques. En particulier, ces degrés (dans leur totalité) sont égaux si k est un
corps de fonctions.
b) Soit v une place archimédienne de k. Comme précédemment, soit w une place
de K au-dessus de v. Si w et v sont de même nature (toutes les deux réelles ou
complexes), le quotient des volumes

vol({x ∈ kn
v ; ‖x‖v ≤ 1})

vol({x ∈ kn
v ; |x|2 ≤ 1})

reste inchangé. En revanche, si v est réelle et w est complexe, nous sommes dans le
cas du figure du lemme 4.15 et la proposition 4.17 s’en déduit immédiatement (le
cas d’égalité lorsque E est un fibré vectoriel hermitien provenant du cas d’égalité
κ = 1 dans ce même lemme). �
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Remarque 4.18. L’argument qui est à la fin de cette démonstration permet
d’établir en réalité une borne plus faible pour la différence des degrés puisqu’il
suffit de considérer les couples de places (v, w) telles que w | v et qui ne sont pas
de même nature. Si N(k, K) est le nombre de tels couples, la majoration (33) reste
vraie en multipliant n log(4) par le quotient N(k, K)/[K : Q] ≤ 1.

4.4. Somme directe. Comme nous l’avons vu au paragraphe 3.3, il est possible
de définir la somme directe E ⊕ς F de deux fibrés vectoriels adéliques, relative à
une famille ς = (ςv)v|∞ de normes (particulières) sur R2. La proposition suivante
évalue le degré d’une telle somme directe.

Proposition 4.19. Soit E et F des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k, de di-
mensions respectives n et m. On a alors

∣∣∣d̂egn(E ⊕ς F ) − d̂egnE − d̂egnF
∣∣∣ ≤ log

(
n + m

n

)
·

Pour la somme hermitienne (c.-à-d. ςv(x, y) = (x2 + y2)1/2 aux places

archimédiennes v de k), on a l’égalité d̂egn(E ⊕2 F ) = d̂egnE + d̂egnF .

En particulier, si k est un corps de fonctions, on a d̂egn(E⊕F ) = d̂egnE+d̂egnF .

Démonstration. En vertu de l’encadrement (8), on a E ⊕∞ F � E ⊕ς F � E ⊕1 F
et donc

d̂eg(E ⊕1 F ) ≤ d̂eg(E ⊕ς F ) ≤ d̂eg(E ⊕∞ F )

(lemme 4.2). Or pour p ∈ [1, +∞] on dispose d’une formule exacte pour d̂eg(E⊕pF ).
En effet, si l’on applique l’égalité (10), à Ev ⊕p Fv où v est une place archimédienne

de k, la différence d̂eg(E ⊕p F ) − d̂egE − d̂egF égale

∑

v archimédienne

log
Γ
(
1 + nnv

p

)
Γ
(
1 + mnv

p

)
Γ
(
1 + (m+n)nv

2

)

Γ
(
1 + (m+n)nv

p

)
Γ
(
1 + nnv

2

)
Γ
(
1 + mnv

2

) ·

Il n’y a pas de contributions aux places ultramétriques car, par choix de la norme
sup, la boule unité de Ev ⊕p Fv est le produit des boules unités de Ev et Fv. Et
les volumes se multiplient également pourvu que l’on choisisse la mesure produit
volE,v ⊗ volF,v sur la somme directe Ev ⊕ Fv. On obtient ainsi au passage l’égalité

d̂egn(E ⊕2 F ) = d̂egnE + d̂egnF lorsque p = 2. La majoration du degré de E ⊕∞ F
s’obtient alors en remarquant

Γ
(
1 + m+n

2

)

Γ
(
1 + n

2

)
Γ
(
1 + m

2

) ≤
(

n + m

n

)
,

majoration que l’on utilise aux places réelles de k. Quant à la minoration du degré
de E ⊕1 F , on se sert de Γ

(
1 + m+n

2

)
≥ Γ

(
1 + n

2

)
Γ
(
1 + m

2

)
(places réelles) et de(

2n+2m
2n

)
≤
(
n+m

n

)3
(places complexes). Cette dernière estimation peut se démontrer

par récurrence sur m et les précédentes au moyen de la formule d’Euler pour la
fonction Gamma. �

Remarque 4.20. En observant que, pour tout x ∈ Cn, on a |x|2 ≤ |x|p si p ≤ 2
et |x|2 ≥ |x|p si p ≥ 2, on obtient aisément les majorations

d̂egn(E ⊕p F ) ≤ d̂egnE + d̂egnF si p ≤ 2

et

d̂egnE + d̂egnF ≤ d̂egn(E ⊕p F ) si p ≥ 2.
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4.5. Dualité.

Proposition 4.21. Il existe une constante absolue c > 0 telle que, pour tout fibré
vectoriel adélique E de dimension n, on a

d̂egnE + d̂egnE
v ∈ [−cn, 0] .

Si E est un fibré adélique hermitien alors d̂egnE
v

= −d̂egnE.

Démonstration. On peut supposer E = kn. Soit v une place de k. S’il existe une
matrice uv ∈ GLn(kv) telle que (kn

v , ‖.‖v) = uv(k
n
v , |.|2,v) alors le quotient des

volumes
vol(B(kn

v , ‖.‖v))

vol(B(kn
v , |.|2,v))

égale | detuv|−nv
v . Il suffit alors d’observer que les normes duales ‖.‖v

v et |.|v2,v sont

reliées par la matrice inverse u−1
v et le quotient des volumes pour les espaces duaux

est inversé. En particulier cela assure l’égalité d̂egE + d̂egE
v

= 0 si E est un
fibré adélique hermitien. Dans le cas général, comme il ne reste que les places
archimédiennes à traiter, on utilise le théorème 2.3 en chacune de ces places (avec
n = dimR Ev) et le résultat s’ensuit. �

4.6. Quotient.

Proposition 4.22. Soit E2 ⊆ E1 deux sous-fibrés adéliques de E. Alors on a
∣∣∣d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2

∣∣∣ ≤ dimE1

D
log ∆(E) .

Démonstration. Si E est un fibré adélique hermitien, la métrique quotient sur
E1/E2 cöıncide en une place archimédienne v avec la métrique sur l’orthogonal
de E2,v relatif au produit hermitien ( , )E,v de Ev. En une place ultramétrique, la
métrique quotient est celle d’un supplémentaire quelconque de E2 dans E1. Ainsi
le fibré E1 est isomorphe isométriquement à E2 ⊕2 E1/E2 et la proposition 4.19
donne l’égalité

d̂egnE1 = d̂egnE2 + d̂egnE1/E2 .

La propriété étant établie dans le cas hermitien, le passage au cas général s’effectue
grâce aux fibrés de John et Löwner associés à E1. Comme ‖.‖E1,v ≤ |.|J(E1),v

pour

toute place v de k, cela entrâıne

d̂egn(E2, |.|J(E1),E2
) ≤ d̂egnE2

et

d̂egn(E1/E2, |.|J(E1),E1/E2
) ≤ d̂egn

(
E1/E2

)

où |.|J(E1),E2
(resp. |.|J(E1),E1/E2

) désigne la famille des normes de John de E1

restreintes à E2 (resp. normes quotient sur E1/E2 issues des normes de John de
E1). L’on obtient ainsi

d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2

≤ d̂egnE1 −
(
d̂egn(E2, |.|J(E1),E2

) + d̂egn(E1/E2, |.|J(E1),E1/E2
)
)

et l’expression dans cette dernière parenthèse égale d̂egnJ(E1) car J(E1) est un fibré
adélique hermitien. On raisonne de la même façon avec L(E1) pour la majoration
en sens inverse. Grâce à (29), on obtient la borne

∣∣∣d̂egnE1 − d̂egnE2 − d̂egnE1/E2

∣∣∣ ≤ d̂egnL(E1) − d̂egnJ(E1)

≤ dimE1

D
log ∆(E1)
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et l’on conclut avec ∆(E1) ≤ ∆(E). �

4.7. Somme. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k et E1, E2 deux sous-
espaces vectoriels de E, de dimensions respectives n1 et n2. Chacun des quatre
espaces vectoriels E1, E2, E1 + E2, E1 ∩ E2 est muni de la structure de sous-fibré
vectoriel adélique induite par E.

Proposition 4.23. Avec les données ci-dessus, la différence des degrés adéliques
normalisés

d̂egn(E1 + E2) + d̂egnE1 ∩ E2 − d̂egnE1 − d̂egnE2

est supérieure à

− (n1 + n2)

D
log ∆(E1 + E2) ·

Démonstration. L’application naturelle ι : E2/(E1 ∩ E2) → (E1 + E2)/E1 vérifie,
pour toute place v de k et tout x ∈ kv,

‖ι(x)‖(E1+E2)/E1,v ≤ ‖x‖E2/(E1∩E2),v .

Par conséquent, la boule unité du premier quotient est incluse dans celle du second
et l’on a

d̂egn

(
E2/(E1 ∩ E2)

)
≤ d̂egn

(
(E1 + E2)/E1

)
·

Si E1 + E2 est hermitien, la proposition 4.22 permet de conclure puisque dans ce cas
le degré d’un quotient est la différence des degrés. Dans le cas général, on considère
ε > 0 et une norme hermitienne |.|ε,v sur (E1 + E2)⊗k kv, ce qui permet de définir

le fibré adélique hermitien (E1 + E2)ε (voir (28)). On a alors

d̂egnE1 + d̂egnE2 ≤ d̂egn(E1, |.|ε) + d̂egn(E2, |.|ε)
≤ d̂egn(E1 + E2, |.|ε) + d̂egn(E1 ∩ E2, |.|ε) .

La première inégalité qui vient après (29) montre que le degré adélique normalisé

de (E1 + E2)ε est plus petit que

d̂egnE1 + E2 + dim(E1 + E2)

(
log(1 + ε) +

1

D
log ∆(E1 + E2)

)
.

Il en est de même pour le degré de (E1 ∩E2, |.|ε) en remplaçant dim(E1 + E2) par
dimE1 ∩ E2. La proposition 4.23 s’ensuit en faisant tendre ε vers 0. �

En notant H(E) = exp
{
−d̂egnE

}
, cet énoncé peut se voir comme

une généralisation de l’inégalité H(E1 + E2)H(E1 ∩ E2) ≤ H(E1)H(E2) de
W. Schmidt [32], T. Struppeck & J.D. Vaaler [35], lorsque les métriques sont her-
mitiennes.

5. Théorie des pentes et pentes maximales

Définition 5.1. La pente adélique de E est

(35) µ̂(E) :=
d̂egE

dimE
·

Par convention, si E = {0}, on pose µ̂(E) := −∞. De plus, lorsque l’on divise ce
nombre réel par le degré D du corps k, on parle de pente adélique normalisée que
l’on note µ̂n(E).
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Cette quantité est un avatar adélique et logarithmique du rayon volumique

(
vol(C)

vol(b2
n)

)1/n

d’un corps convexe C de Rn, utilisé dans l’étude des espaces de Banach.
Voici quelques propriétés que l’on déduit immédiatement de celles du degré

adélique, démontrées dans le paragraphe précédent. Dans la liste qui suit, E désigne
un fibré vectoriel adélique de dimension n, Eε = (E, |.|ε) un fibré adélique hermitien
associé à E (voir (28)) et K est une extension finie de k.

Propriétés :

1) Pour tout sous-espace vectoriel E′ de E, on a

− log(1 + ε) − 1

D
log ∆(E) ≤ µ̂n(E′) − µ̂n(E′, |.|ε) ≤ 0 .

2) Il existe une constante absolue c > 0 telle que −c ≤ µ̂n(E) + µ̂n(E
v

) ≤ 0.

3)
∣∣µ̂n(EK) − µ̂n(E)

∣∣ ≤ 2 log(2).

Si de plus E est un fibré adélique hermitien alors µ̂n(E
v

) = −µ̂n(E) et µ̂n(EK) =
µ̂n(E).

À ces propriétés s’ajoute une estimation de la pente d’un produit tensoriel.

Proposition 5.2. Soit ℓ ∈ N \ {0}. Pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, soit Ei un fibré
vectoriel adélique sur Spec k. Soit α une norme tensorielle adélique d’ordre ℓ. Si

tous les Ei sauf au plus un sont de dimension 1 alors µ̂(⊗ℓ
α,i=1Ei) =

∑ℓ
i=1 µ̂(Ei).

En dimension quelconque, si α est hermitienne alors
∣∣∣∣∣µ̂(⊗ℓ

α,i=1Ei) −
ℓ∑

i=1

µ̂(Ei)

∣∣∣∣∣ ≤
ℓ∑

i=1

log ∆(Ei) .

On déduit aussi de cette inégalité la relation µ̂(⊗ℓ
α,i=1Ei) =

∑ℓ
i=1 µ̂(Ei) lorsque

tous les Ei et α sont hermitiens. Toutefois, la preuve que nous proposons commence
par établir ce cas.

Démonstration. Le premier cas d’égalité lorsque par exemple dim Ei = 1 pour
2 ≤ i ≤ ℓ s’obtient en observant que l’application x 7→ x ⊗ e2 ⊗ · · · ⊗ eℓ de

(E, (‖.‖E1,v ×
∏ℓ

i=2 ‖ei‖Ei,v)) dans ⊗ℓ
α,i=1Ei est un isomorphisme isométrique (ei

est une k-base quelconque de Ei). Plaçons nous alors en dimension quelconque, avec
α hermitienne. Supposons ℓ = 2 dans un premier temps. Si, en une place v de k,
les normes ‖.‖E1,v et ‖.‖E2,v sont simultanément hermitiennes ou ultramétriques,
l’isomorphisme canonique

det(E1,v ⊗ E2,v) ≃ det(E1,v)⊗m ⊗ det(E2,v)⊗n

est une isométrie. Par conséquent, lorsque E1 et E2 sont des fibrés adéliques her-
mitiens, on a

d̂eg det(E1 ⊗ E2) = md̂eg det(E1) + nd̂eg det(E2)

et le lemme 4.5 entrâıne l’égalité µ̂(E1 ⊗ E2) = µ̂(E1) + µ̂(E2). Le résultat pour
le produit de ℓ fibrés hermitiens s’en déduit par récurrence sur ℓ. Une fois celui-ci
établi, le passage au cas général s’effectue au moyen des fibrés de John et Löwner
associés aux Ei. Grâce au lemme 4.3, on a

⊗ℓ
i=1L(Ei) � ⊗ℓ

α,i=1Ei � ⊗ℓ
i=1J(Ei) .
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On en déduit un encadrement de µ̂(⊗ℓ
α,i=1Ei) via le lemme 4.2. L’hypothèse α

hermitienne permet d’utiliser le cas hermitien établi juste avant et les formules de
la proposition 4.9 conduisent à l’estimation

∣∣∣∣∣µ̂(⊗ℓ
α,i=1Ei) −

ℓ∑

i=1

µ̂(Ei)

∣∣∣∣∣ ≤
ℓ∑

i=1

{
µ̂(L(Ei)) − µ̂(J(Ei))

}
.

On conclut avec (29). �

5.1. Existence de la pente maximale.

Proposition 5.3. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Il existe une
constante c(E, k) telle que, pour tout sous-fibré vectoriel adélique F de E, on a
µ̂n(F ) ≤ c(E, k). Plus précisément, pour tout nombre réel a, il n’existe qu’un nom-
bre fini de sous-fibrés vectoriels adéliques F de E tels que µ̂n(F ) ≥ a.

Démonstration. Soit F ⊆ E et m = dimF . Si E est un fibré adélique hermitien
alors il en est de même pour F et l’on a

µ̂n(F ) =
d̂egn detF

dimF
= −

h∧m E(f1 ∧ · · · ∧ fm)

m

où f1, . . . , fm est une k-base de F et h∧m E est la hauteur sur les éléments de
∧m

E

donnée par la définition 4.11. En vertu de la proposition 4.12, il existe une constante
c(m, E, k) telle que

∀x ∈
m∧

E, h∧m E(x) ≥ c(m, E, k) ;

de la sorte on obtient la majoration µ̂n(F ) ≤ −c(m, E, k)/m et la constante
c(E, k) := max

{
−c(m, E, k)D/m ; 1 ≤ m ≤ dimE

}
convient dans ce cas. En

réalité, si a ≤ µ̂n(F ) alors la hauteur de f1 ∧ · · · ∧ fm est majorée et la propo-
sition 4.12 entrâıne la finitude du nombre de sous-espaces F possibles. Si E est
un fibré vectoriel adélique quelconque, on utilise les métriques de Löwner, qui
satisfont aux inégalités |.|L(E),v ≤ ‖.‖E,v en toute place v de k, pour obtenir

d̂egn(F ) ≤ d̂egn(F, |.|L(E)). La conclusion découle alors du cas hermitien. �

Cela justifie la définition suivante.

Définition 5.4. La pente maximale d’un fibré vectoriel adélique E, notée µ̂max(E),
est le nombre réel

µ̂max(E) := max
{
µ̂n(F ) ; F ⊆ E

}
·

On observe que si E1 � E2 alors µ̂max(E2) ≤ µ̂max(E1). La première propriété
de la pente normalisée donnée à la suite de la définition 5.1 entrâıne

− log(1 + ε) − 1

D
log ∆(E) ≤ µ̂max(E) − µ̂max(Eε) ≤ 0 ,

pour tout fibré vectoriel adélique E et tout ε > 0.

Remarque 5.5. De la même manière, on peut considérer la pente minimale d’un

fibré vectoriel adélique E définie par µ̂min(E) := min
{
µ̂n(E/F )

}
où F parcourt les

sous-espaces vectoriels stricts de E. Il s’agit bien d’un minimum car il n’y a qu’un
nombre fini de quotients E/F de pentes plus petites qu’un nombre réel donné
(on se ramène à la pente maximale via la proposition 4.22). On dispose aussi de
l’encadrement

− log(1 + ε) − 1

D
log ∆(E) ≤ µ̂min(E) − µ̂min(Eε) ≤ 0 .

La dualité marque le lien avec la pente maximale.
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Lemme 5.6. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. On a
∣∣µ̂max(Ev) + µ̂min(E)

∣∣ ≤ 1

D
log ∆(E) .

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Soit F un
sous-fibré vectoriel strict de E. L’espace vectoriel dual (E/F )v s’injecte dans Ev.
La définition de la pente maximale de Ev et les propositions 4.21 et 4.22 dans le
cas hermitien donnent

dim(E/F ) µ̂max(Ev) ≥ d̂egn(E/F )v = −d̂egnE/F

puis µ̂max(Ev) + µ̂n(E/F ) ≥ 0 et donc µ̂max(Ev) + µ̂min(E) ≥ 0. On montre de la
même manière l’inégalité en sens inverse. On a donc µ̂max(Ev) = −µ̂min(E) si E est
hermitien. Dans le cas général, on utilise le fibré vectoriel Eε associé à E. Compte
tenu du fait que la dualité renverse les inégalités pour les normes :

∀G ⊆ Ev, (G, (d(E ⊗k kv, ℓ2
n,kv

)−1(1 + ε)−1|.|vε,v)v) � (G, ‖.‖v

E) � (G, |.|vε),
on a

0 ≤ µ̂max(Ev) − µ̂max(Ev

ε) ≤
1

D
log ∆(E) + log(1 + ε) .

On somme avec l’estimation du même type entre pentes minimales qui précède
l’énoncé du lemme 5.6, puis l’on fait tendre ε vers 0 et le lemme s’en déduit. �

Propriétés 5.7. Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k.

1) Si dimF = 1 alors, pour toute norme tensorielle adélique α d’ordre 2, on a

µ̂max(E ⊗α F ) = µ̂max(E) + d̂egnF .

2) Pour la somme directe hermitienne E ⊕2 F , on a

0 ≤ µ̂max(E ⊕2 F ) − max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )

}
≤ 1

D
log max

{
∆(E), ∆(F )

}
·

3) Dans le cas général, on a

0 ≤ µ̂max(E ⊕ς F ) − max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )

}
≤ 1

D
log
(√

2max
{
∆(E), ∆(F )

})

(la somme directe E ⊕ς F est celle définie au paragraphe 3.3).

Démonstration. 1) Soit E′ un sous-fibré vectoriel adélique de E. D’après la
proposition 5.2, la pente normalisée de E′ ⊗α F est la somme de µ̂n(E′) et de

µ̂n(F ) = d̂egnF , car F est une droite. De plus, d’après la proposition 2.12, on a
(E′ ⊗ F, α(·; E, F )) � E′ ⊗α F et le lemme 4.2 entrâıne

µ̂n(E′ ⊗α F ) ≤ µ̂max(E ⊗α F ) .

On a donc µ̂n(E′) ≤ µ̂max(E ⊗α F ) − d̂egnF et, en faisant varier E′, on obtient

µ̂max(E) ≤ µ̂max(E ⊗α F ) − d̂egnF .

Si l’on applique maintenant cette majoration à E⊗αF et F v au lieu, respectivement,

de E et F , on obtient l’inégalité en sens inverse, grâce à la propriété d̂egnF v =

−d̂egnF , valide car F est automatiquement hermitien, et car (E ⊗α F ) ⊗α F v est
isomorphe isométriquement à E.
2) La positivité de la différence des pentes maximales est immédiate en notant
qu’un sous-espace vectoriel de E ou F est aussi un sous-espace de E ⊕ F , avec
compatibilité des normes. Ceci s’applique également pour E⊕ς F puisque la norme
‖.‖E⊕ςF,v restreinte à E ou F est celle qui est naturellement sur ces espaces.

Pour la majoration, supposons dans un premier temps que E et F sont hermi-
tiens. Soit H un sous-fibré vectoriel adélique de E ⊕2 F . Posons H1 := H ∩ E. Par
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définition des métriques quotient, on a H/H1 = H/H1 et donc, puisque ces fibrés
adéliques sont hermitiens,

d̂egnH = d̂egnH1 + d̂egn(H/H1) .

Le premier terme d̂egnH1 est naturellement inférieur à (dimH1)µ̂max(E). Pour
le second terme, considérons l’injection ι : H/H1 →֒ F , ι(x ⊕ y mod H1) = y.
L’application ι n’est pas nécessairement une isométrie en toute place v de k (et

donc H/H1 n’est pas en général un sous-fibré adélique de F ). Néanmoins, comme
‖x ⊕ y‖E⊕2F,v ≥ ‖y‖F,v pour tout x ⊕ y ∈ Hv, on a

d̂egn(H/H1) ≤ d̂egn (ι(H/H1), ‖.‖F ) ≤ (dimH/H1) µ̂max(F ) .

On en déduit

µ̂n(H) =
d̂egn(H)

dimH
≤ (dim H1)µ̂max(E) + (dim H/H1) µ̂max(F )

dimH

puis µ̂max(E ⊕2 F ) ≤ max
{
µ̂max(E), µ̂max(F )

}
, et avec la remarque du début de

ce point 2), on obtient l’égalité souhaitée dans le cas hermitien.
Revenons maintenant au cas général de deux fibrés vectoriels adéliques quelcon-

ques. Soit ε > 0 et Eε = (E, |.|ε,E,v) (resp. F ε = (F, |.|ε,F,v)) un fibré adélique

hermitien associé à E (resp. F ), comme celui introduit à la suite de (28). Par
définition, pour tous x ∈ Ev, y ∈ Fv, on a |x|2ε,E,v + |y|2ε,F,v ≤ ‖(x, y)‖2

E⊕2F,v
et

donc

µ̂max(E ⊕2 F ) ≤ µ̂max

(
Eε ⊕2 F ε

)
= max

{
µ̂max

(
Eε

)
, µ̂max

(
F ε

)}
·

La pente maximale de Eε est à son tour plus petite que µ̂max(E) + 1
D log ∆(E) +

log(1 + ε). Le même type de majoration pour µ̂max

(
F ε

)
puis ε → 0 donnent

l’inégalité souhaitée.
3) En définissant ς, on avait observé que ‖.‖E⊕∞F ≤ ‖.‖E⊕ςF . Comme

(
√

2)−1‖.‖E⊕2F ≤ ‖.‖E⊕∞F , le problème se ramène à majorer la pente maximale

de E ⊕2 F , ce que nous venons de faire. �

Remarque 5.8. Soit N ∈ N\ {0} et E1, . . . , EN des fibrés vectoriels adéliques sur
Spec k. Alors on a

0 ≤ µ̂max

(
E1 ⊕2 · · · ⊕2 EN

)
− max

1≤i≤N

{
µ̂max(Ei)

}
≤ 1

D
log max

1≤i≤N

{
∆(Ei)

}
·

Et, pour une somme directe plus générale comme dans le point 3) des propriétés 5.7,

on doit rajouter un
√

N devant le maximum des ∆(Ei). Ces généralisations se
démontrent en approchant chacun des fibrés vectoriels adéliques Ei par un fibré
hermitien Ei,ε. La pente maximale de la somme directe hermitienne des Ei,ε est le

maximum de chacune des pentes maximales µ̂max(Ei,ε) et on procède alors comme

dans la démonstration ci-dessus. Le nombre
√

N provient de la comparaison entre
les normes de ℓ2

N et ℓ∞N .

Au § 7, nous obtiendrons également une estimation de la pente maximale de la
ℓème puissance symétrique Sℓ(E).

5.2. Autres pentes. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n.

La proposition 5.3 implique que l’intersection de l’ensemble {(dimF, d̂egnF ) ; F ⊆
E} avec tout demi-plan supérieur est fini. L’enveloppe convexe de cet ensemble est
délimitée par une fonction affine par morceaux et concave PE : [0, n] → R. Les

sommets du graphe de PE sont atteints par des sous-fibrés adéliques de E. On a

PE(0) = 0 et PE(n) = d̂egnE. On note que si F ⊆ E alors, pour tout x ∈ [0, dimF ],
on a PF (x) ≤ PE(x).
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Définition 5.9. Pour i ∈ {1, . . . , n}, la ième pente normalisée de E, notée µ̂i(E),
est le nombre réel

µ̂i(E) := PE(i) − PE(i − 1) .

De la sorte, on a

d̂egnE =

n∑

i=1

µ̂i(E) .

Soit ε > 0. Compte tenu de l’encadrement des normes de E en fonction de celles
du fibré adélique hermitien Eε (voir (28)), on a

∀x ∈ [0, n], PEε
(x) − x

D

(
log ∆(E) + D log(1 + ε)

)
≤ PE(x) ≤ PEε

(x),

ce qui implique

− i

D

(
log ∆(E) + D log(1 + ε)

)

≤ µ̂i(E) − µ̂i(Eε) ≤
i − 1

D

(
log ∆(E) + D log(1 + ε)

)
.

(36)

Cet encadrement se révèle particulièrement précieux pour généraliser les propriétés
des pentes d’un fibré adélique hermitien à un fibré vectoriel adélique quelconque.

Par ailleurs, la concavité de PE entrâıne la décroissance de la suite (µ̂i(E))1≤i≤n.

Lemme 5.10. On a

µ̂1(E) = µ̂max(E) .

Démonstration. Pour tout sous-fibré F de E de dimension m, on a

d̂egnF ≤ PE(m) =
m∑

i=1

µ̂i(E) ≤ mµ̂1(E)

donc µ̂n(F ) ≤ µ̂1(E), puis µ̂max(E) ≤ µ̂1(E). Inversement, si l’on choisit pour
F le premier sommet non trivial de PE , on a µ̂1(E) = µ̂n(F ) et donc µ̂1(E) ≤
µ̂max(E). �

Je ne sais pas si l’égalité µ̂n(E) = µ̂min(E) est vraie en général. Cependant on a
le résultat suivant qui assure l’égalité dans le cas d’un fibré vectoriel hermitien.

Lemme 5.11. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n ≥ 1.
On a ∣∣µ̂n(E) − µ̂min(E)

∣∣ ≤ n

D
log ∆(E) ·

Il faut prendre garde à ne pas confondre dans cette inégalité la nème pente µ̂n(E)
de E avec sa pente normalisée µ̂n(E).

Démonstration. Lorsque E est hermitien, nous montrerons un peu plus loin que
µ̂n(E) = −µ̂1(Ev) (voir propriété 5.14, (2)). Dans ce cas, l’égalité µ̂n(E) = µ̂min(E)
résulte des lemmes 5.6 et 5.10. Le cas d’un fibré vectoriel adélique quelconque s’en
déduit au moyen du fibré hermitien Eε, de l’encadrement (36) et de la remarque 5.5.

�

Filtration canonique dans le cas hermitien. Lorsque E est un fibré adélique her-
mitien, les sous-fibrés de E qui correspondent aux sommets du graphe de PE sont

uniques et ils forment une filtration de E.

Lemme 5.12. Soit E un fibré adélique hermitien et i ∈ {1, . . . , n− 1} un point de
non-dérivabilité de PE. Alors il existe un unique sous-espace vectoriel Ei de E, de

dimension i, tel que d̂egnEi = PE(i).
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Démonstration. L’existence de Ei est une conséquence du fait qu’il n’y a qu’un
nombre fini de sous-espaces de E dont le degré adélique est plus grand qu’une
constante. Pour montrer l’unicité, on raisonne par l’absurde et on suppose qu’il
existe Ei et E′

i deux sous-espaces vectoriels distincts de E, de même dimension i,
et de degrés adéliques égaux à PE(i). Soit δ1 := dim(Ei +E′

i) et δ2 := dim(Ei∩E′
i).

Par concavité de PE et comme δ1 6= i, on a

PE(δ1) − PE(i)

δ1 − i
<

PE(i) − PE(δ2)

i − δ2

et donc, compte tenu de la relation δ1 − i = i − δ2, on a

(37) d̂egnEi + E′
i + d̂egnEi ∩ E′

i ≤ PE(δ1) + PE(δ2) < 2PE(i) .

D’après la proposition 4.23 et comme E est hermitien, le membre de gauche de (37)

est minoré par la somme d̂egnEi + d̂egnE′
i = 2PE(i) et ceci contredit (37). �

Proposition 5.13. Soit E un fibré adélique hermitien sur Spec k. Il existe une
unique filtration {0} = E0 ( E1 ( · · · ( Eg := E telle que, pour tout j ∈ {0, . . . , g},
on ait PE(dim Ej) = d̂egnEj et {dimEj ; 1 ≤ j ≤ g − 1} est l’ensemble des points
de non-dérivabilité de la fonction PE.

Cette filtration est appelée filtration canonique, ou filtration d’Harder-
Narasimhan-Stuhler-Grayson.

Démonstration. Le lemme 5.12 montre l’existence et l’unicité des Ej . Il ne reste plus
qu’à prouver l’inclusion Ej ⊆ Ej+1. Elle repose exactement sur le même argument
que celui employé dans la preuve du lemme 5.12, appliqué aux sous-espaces Ej ,
Ej+1, Ej ∩ Ej+1 et Ej + Ej+1. �

La démonstration donnée ici de l’existence et de l’unicité de la filtration canon-
ique dans le cas hermitien s’adapte mal au cas général en partie à cause de la mi-
noration du degré d’une somme de sous-espaces de E, qui fait intervenir la distance
adélique à l’espace hermitien (kn, |.|2). Cela empêche les arguments de concavité de
PE de fonctionner.

Propriétés 5.14. Soit L un fibré en droites adélique et E un fibré vectoriel
adélique.

1) Pour toute norme tensorielle adélique α d’ordre 2 et pour tout x ∈ [0, n],
on a

PE⊗αL(x) = PE(x) + xd̂egnL .

En particulier, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

µ̂i(E ⊗α L) = µ̂i(E) + d̂egnL .

2) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a
∣∣µ̂i(Ev) + µ̂n−i+1(E)

∣∣ ≤ d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) +
n

D
log ∆(E) .

3) Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

(38)

∣∣∣∣µ̂i(E) − min
E2

max
E1

{
µ̂n

(
E1/E2

)}∣∣∣∣ ≤
i

D
log ∆(E)

où E1 et E2 varient parmi les sous-espaces vectoriels de E vérifiant E2 ⊆ E1,
dimE1 ≥ i et dimE2 ≤ i − 1. On a aussi

(39)

∣∣∣∣µ̂i(E) − max
E1

min
E2

{
µ̂n

(
E1/E2

)}∣∣∣∣ ≤
i

D
log ∆(E) .
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Remarque 5.15. La différence d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) qui est dans l’estimation
2) est plus petite que n

D log ∆(E) (voir (29)), terme lui-même inférieur à n log(2n)
(voir (27)).

Démonstration. 1) Cela résulte directement de la formule d̂egn(F ⊗α L) = d̂egnF +

(dimF )d̂egnL qui découle de la proposition 5.2.
2) Pour tout sous-fibré adélique ι : F →֒ E de dimension m, on a une suite exacte
0 → ker ιv → Ev → F v → 0 et donc (preuve de la proposition 4.22)

∣∣∣d̂egnE
v − d̂egnF v − d̂egnker ιv

∣∣∣ ≤ d̂egnL(Ev) − d̂egnJ(Ev),

ce qui entrâıne

d̂egnF ≤ d̂egnker ιv + d̂egnL(Ev) − d̂egnJ(Ev) − d̂egnEv

grâce à la proposition 4.21. Le degré adélique normalisé de ker ιv est majoré par
PEv(n − m). De plus, la dualité J(Ev) = L(E)v entre les fibrés hermitiens de John
et Löwner donne

d̂egnL(Ev) − d̂egnJ(Ev) = d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) .

On en déduit

PE(m) ≤ PEv(n − m) + d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) − d̂egnE
v .

En échangeant les rôles de E et de son dual, on a aussi la majoration

PEv(m) ≤ PE(n − m) + d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) − d̂egnE .

Par définition des pentes µ̂i, on a alors
∣∣µ̂i(Ev) + µ̂n−i+1(E)

∣∣ ≤ 2
(
d̂egnL(E) − d̂egnJ(E)

)
−
(
d̂egnE + d̂egnEv

)
·

Au moyen de la proposition 4.9 et de l’inégalité ṽr(E)ṽr(Ev) ≤ ∆(E), analogue
à (27), l’on déduit

d̂egnL(E) − d̂egnJ(E) −
(
d̂egnE + d̂egnEv

)

= d̂egnL(E) + d̂egnL(Ev) −
(
d̂egnE + d̂egnEv

)
≤ n

D
log ∆(E) .

On notera au passage l’égalité PE(m) = PEv(n − m) + d̂egnE obtenue lorsque E
est hermitien.
3) On commence par établir l’égalité

(40) µ̂i(E) = min
E2

max
E1

{
µ̂n

(
E1/E2

)}

lorsque E est un fibré adélique hermitien. On note α le minimax du membre de
droite. Soit E2 ⊆ E1 de dimensions respectives n2 et n1. On suppose n2 ≤ i−1 < n1.
D’après la proposition 4.22, on a

µ̂n

(
E1/E2

)
≤ PE(n1) − d̂egnE2

n1 − n2

et donc d̂egnE2 ≤ PE(n1) − (n1 − n2)α puis PE(n2) ≤ PE(n1) − (n1 − n2)α.
Inversement, on a

d̂egnE1 − PE(n2)

n1 − n2
≤ µ̂n

(
E1/E2

)
≤ max

E1

{
µ̂n

(
E1/E2

)}

et donc PE(n1) ≤ PE(n2) + (n1 − n2)α. Ainsi, pour tout n2 < i ≤ n1, on a

PE(n1) = PE(n2) + (n1 − n2)α
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et donc, par définition, α = µ̂i(E). Le passage au cas général s’effectue au moyen
du fibré Eε associé à E et pour un nombre réel ε > 0 donné (voir (28)). On observe
que

− 1

D

(
log ∆(E) + D log(1 + ε)

)
+ µ̂n

(
E1/E2, |.|ε,E

)

≤ µ̂n

(
E1/E2

)
≤ µ̂n

(
E1/E2, |.|ε,E

)

puis, avec la formule (40),

− 1

D
log ∆(E) − log(1 + ε) + µ̂i(Eε) ≤ min

E2

max
E1

{
µ̂n

(
E1/E2

)}
≤ µ̂i(Eε) ·

Ce qui entrâıne l’encadrement annoncé de µ̂i(E) via l’estimation (36) et en faisant
tendre ε vers 0. L’inégalité (39) s’obtient de la même manière. �

5.3. Fibrés adéliques semi-stables.

Définition 5.16. Un fibré vectoriel adélique E est dit semi-stable si toutes les
pentes µ̂i(E), 1 ≤ i ≤ n, sont égales.

De manière équivalente, le fibré E est semi-stable si µ̂1(E) est la pente normalisée
µ̂n(E) de E, ou si, pour tout m ∈ [0, n], PE(m) = mµ̂n(E) ou bien encore si

µ̂max(E) = µ̂n(E) (car la somme des µ̂i(E) égale d̂egnE = nµ̂n(E)). En vertu de la
première des propriétés 5.14, le fibré E est semi-stable si et seulement si, pour tout
fibré en droites adélique L sur Spec k, le produit tensoriel E ⊗ L est semi-stable.
Par ailleurs, comme l’a mentionné J.-B. Bost dans [6], l’on dispose de conditions
suffisantes pour vérifier la semi-stabilité de E.

Proposition 5.17. Supposons qu’il existe un sous-groupe G de GL(E) ayant les
propriétés suivantes :

(i) tout élément ϕ ∈ G induit une isométrie de Ev en toutes les places v de k,

(ii) pour tout sous-espace vectoriel E′ de E, si l’orbite {ϕ(E′) ; ϕ ∈ G} est finie
alors E′ = 0 ou E′ = E.

Alors E est semi-stable. Lorsque E est hermitien, cette même conclusion reste valide
en remplaçant l’hypothèse (ii) par la condition plus faible

(ii)’ si, pour tout ϕ ∈ G, on a ϕ(E′) = E′ alors E′ = 0 ou E′ = E (l’action de
G sur E est irréductible).

Démonstration. La condition (i) implique que, pour tout E′ ⊆ E, on a d̂egE′ =

d̂egϕ(E′). En particulier, si E′ est un sommet du polygone canonique construit

avec PE , il en est de même pour ϕ(E′) et l’orbite de E′ sous l’action de G est

finie. L’hypothèse (ii) entrâıne alors E′ = {0} ou E′ = E, ce qui signifie que E
est semi-stable. Dans le cas hermitien, la proposition 5.13 donne l’unicité des sous-
fibrés vectoriels adéliques de E qui forment les sommets du graphe de PE . On a
donc ϕ(E′) = E′ et l’hypothèse (ii)’ suffit alors pour conclure à la semi-stabilité de
E. �

La géométrie d’Arakelov fournit une famille d’exemples de fibrés vectoriels hermi-
tiens semi-stables, lorsque k est un corps de nombres. En effet, soit X une variété
abélienne définie sur k, munie d’un fibré en droites L ample et symétrique. Soit
(X ,L) un modèle de Moret-Bailly de (X, L), au sens du § 4.3.1 de [5]. Sans en-
trer dans les détails, rappelons que X est un schéma en groupes semi-stable sur
l’anneau des entiers d’une extension finie K de k, de fibre générique A ⊗ K et L
est un fibré hermitien cubiste, de fibre générique LK . L’espace des section glob-
ales H0(X ,L) est un OK-module projectif de type fini. Les métriques sur L le
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munissent de métriques hermitiennes aux places archimédiennes de K, ce qui lui
confère alors une structure de fibré adélique hermitien H0(X, L) sur K. Au moyen
du groupe de Mumford qui agit irréductiblement sur H0(X, L), J.-B. Bost a montré

que H0(X, L) est semi-stable (et on l’on connâıt même une expression de sa pente
normalisée, voir le théorème 4.2 de [6], ainsi que le théorème 2.10, ii), de [18] et
aussi le dernier paragraphe).

5.4. Minima successifs adéliques. Comme le montre le travail de T. Borek [3]
dans le cas des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOk, les pentes de E telles que
nous venons de les définir sont étroitement liées aux minima successifs adéliques de
E. Si a = (av)v est un élément de kA, on note B(E, a) l’ensemble

B(E, a) = {(xv)v ∈ EA ; ‖xv‖E,v ≤ |av|v pour toute place v de k}

(ainsi B(E, 1) = B(E)).

Définition 5.18. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
Pour i ∈ {1, . . . , n}, le ième minimum relatif à E, que l’on notera λi(E), est la borne
inférieure de l’ensemble des nombres réels positifs de la forme |a|A où a ∈ kA est
tel que E ∩ B(E, a) contienne i vecteurs k-linéairement indépendants.

Ces nombres λi(E) dépendent a priori du corps k. Si k est un corps de nombres, il
arrive souvent que l’on se restreigne à des éléments a de la forme (λ, . . . , λ, 1, . . .) où
λ ∈ R+ aux places archimédiennes de k, comme le font par exemple E. Bombieri &
J. Vaaler [2]. Les puissances Dèmes de leurs minima sont donc plus grands que ceux
considérés ici. La définition donnée ici est empruntée à l’article de J.L. Thunder [38].
On notera que

λ1(E) ≤ · · · ≤ λn(E)

et que, si E′ est un sous-fibré adélique de E alors λi(E) ≤ λi(E′) pour tout i ∈
{1, . . . , dimE′}. De plus, on a

(41) λi(Eε) ≤ λi(E) ≤ ∆(E)(1 + ε)Dλi(Eε) .

Existe alors une variante du second théorème de Minkowski.

Théorème 5.19. Le produit des minima successifs de E vérifie

λ1(E) · · ·λn(E) ≤ κn covol(E)

vol(B(E))
vr(E)n

où κ = 2[k:Q] si k est un corps de nombres et κ = q si k est un corps de fonctions.
Ici, vol désigne une mesure de Haar quelconque sur EA et covol(E) est la mesure
de l’espace quotient EA/E, relative à vol.

Dans le cas d’un corps de nombres, le théorème est établi dans [2] (modulo la
remarque ci-dessus sur les définitions légèrement différentes des minima, différence
qui joue en notre faveur). Pour un corps de fonctions, on consultera [38], corollaire 1.
Ces deux références traitent seulement le cas d’un fibré vectoriel hermitien (c.-à-d.
vr(E) = 1). Le cas général s’en déduit au moyen du fibré de John J(E) en observant
que λi(E) ≤ λi(J(E)) et en utilisant la définition de vr(E).

Il est possible d’obtenir également une minoration du produit de ces minima
en observant que, pour tout ε > 0, il existe des éléments a1(ε), . . . , an(ε) ∈ kA et
une base (e1(ε), . . . , en(ε)) de E tels que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a |ai(ε)|A ∈
[λi(E), λi(E) + ε] et, pour toute place v de k, ‖ei(ε)‖v ≤ |ai(ε)|v. De ce fait, le
volume de la boule unité de E — volume relatif à la mesure de Haar µEA

définie
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au paragraphe 2.1 — est minoré

(42) vol(B(E)) ≥ voln(b1
n,R)r1(2n vol2n(b1

n,C))r2


∏

v,i

‖ei(ε)‖nv
v




−1

car, pour tout x =
∑n

i=1 xiei(ε) ∈ E ⊗ kv, on a

‖x‖E,v ≤
{

max
1≤i≤n

{|xi|v‖ei(ε)‖v} si v est ultramétrique
∑n

i=1 |xi|v‖ei(ε)‖v si v est archimédienne

et la formule (22) permet de calculer le degré de E muni des métriques à droite.
L’estimation (42) entrâıne (avec ε → 0)
(43)

λ1(E) · · ·λn(E)
vol(B(E))

covol(E)
≥
{

2nDπnr2

(n!)r1(2n!)r2 |Dk|n/2 si k est un corps de nombres,

q−n(g(k)−1) si k est un corps de fonctions.

Les quantités qui sont à droite proviennent des formules (4) et (5) ainsi que du
choix de la mesure µ sur kA définie au paragraphe 2.1. Dans le cas d’un corps de
nombres, cette minoration est la même que celle de E. Bombieri & J. Vaaler [2],
théorème 6.

Comme nous l’avons dit, le lien entre ces minima et les pentes de E a été
précisé par T. Borek [3]. L’énoncé suivant est une généralisation aux fibrés vec-
toriels adéliques.

Théorème 5.20. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
Posons

C(n, k) :=
1

D
log

κn covol(kn)

volB(kn, |.|2)
où κ est la constante qui intervient dans le théorème 5.19. Alors, pour tout i ∈
{1, . . . , n}, on a

− i

D
log ∆(E) ≤ µ̂i(E) +

1

D
log λi(E) ≤ i

n
C(n, k) +

i

D
log ∆(E) ·

Nous n’allons pas refaire la preuve de cet énoncé qui — dans le cas hermitien —
est l’objet du travail [3] de T. Borek. Même si ce dernier ne considère que des fibrés
vectoriels hermitiens sur SpecOk, les méthodes de cet article se généralisent au
cadre adélique car, comme nous l’avons vu, les degrés et les pentes définis ici donnent
les mêmes invariants que ceux définis habituellement pour E → SpecOk. De plus,
l’on dispose également de la filtration canonique associée à un fibré adélique her-
mitien, qui est l’outil essentiel dans [3]. Le cas général d’un fibré vectoriel adélique
quelconque se traite à partir du cas hermitien au moyen du fibré hermitien Eε

et des encadrements (36) et (41). On peut mentionner la formule asymptotique
C(n, k) = n

2 log n + O(n) lorsque n → +∞ (le corps k étant fixé), formule qui
s’obtient au moyen de la mesure µ définie au § 2.1 et des formules (4) et (5).

6. Inégalités de pentes

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les degrés et les pentes de fibrés
vectoriels adéliques reliés entre eux par une application linéaire. En réalité nous
avons déjà comparé de telles données lorsque l’application sous-jacente est une
inclusion.

Définition 6.1. Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k et ϕ : E → F
une application k-linéaire. La hauteur de ϕ relative à E et F , notée h(E, F ; ϕ) ou,
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plus simplement, h(ϕ) s’il n’y a pas d’ambigüıté, est la somme

h(E, F ; ϕ) :=
1

D

∑

v

nv log ‖ϕ‖v ·

La norme ‖ϕ‖v est la norme d’opérateur de l’application induite ϕv : E ⊗k kv →
F ⊗k kv et la somme ci-dessus ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls.

La formule du produit assure l’invariance par multiplication par un scalaire non
nul :

∀λ ∈ k \ {0}, h(E, F ; λϕ) = h(E, F ; ϕ) ·
La hauteur est invariante par extension finie K du corps de base k :

h(EK , FK ; ϕK) = h(E, F ; ϕ)

car la norme d’opérateur de ϕ en une place w de K est égale à celle en la place v
de k correspondante et car

∑
w|v [Kw : kv] = [K : k]. De plus, il est utile de noter

les deux encadrements suivants :

(44) − log(1 + ε) − 1

D
log ∆(E) + h(E, F ; ϕ) ≤ h(E, F ε; ϕ) ≤ h(E, F ; ϕ)

et

(45) h(E, F ; ϕ) ≤ h(Eε, F ; ϕ) ≤ h(E, F ; ϕ) +
1

D
log ∆(E) + log(1 + ε) ·

Lemme 6.2. Si ϕ : E → F est un isomorphisme entre deux droites vectorielles
alors

d̂egnE = d̂egnF + h(E, F ; ϕ) .

La raison en est que, pour tout x ∈ Ev \ {0}, on a ‖ϕ‖v = ‖ϕ(x)‖F,v/‖x‖E,v.

On conclut au moyen du lemme 4.4 par exemple. En particulier, si E et F sont
des fibrés adéliques hermitiens (de dimension quelconque), et si ϕ : E → F est un
isomorphisme, le lemme 4.5 entrâıne

(46) d̂egnE = d̂egnF + h(detE, detF ; detϕ) ·
Lemme 6.3. Si ϕ : E → F est un isomorphisme alors les pentes normalisées de
E et F vérifient

(47) µ̂n(E) ≤ µ̂n(F ) + h(E, F ; ϕ) ·
Démonstration. On peut supposer E = F = kn et ϕ s’identifie à une matrice de
GLn(k). En toute place v de k, on a l’inclusion

{
x ∈ kn

v ; ‖x‖E,v ≤ 1

‖ϕ‖v

}
⊆ {x ∈ kn

v ; ‖ϕ(x)‖F,v ≤ 1} ·

Ce qui, pour une mesure de Haar volv quelconque sur kn
v , entrâıne

(
1

‖ϕ‖v

)nvn
volv(B(kn

v , ‖.‖E,v))

volv(B(kn
v , |.|2,v))

≤ volv(B(kn
v , ‖.‖F,v))

volv(B(kn
v , |.|2,v))

| detϕ|−nv
v ·

L’inégalité souhaitée s’en déduit au moyen de la formule du produit appliquée à
detϕ ∈ k \ {0}. �

Lemme 6.4. Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques et ϕ : E → F une application
linéaire. Si ϕ est injective alors

(48) µ̂max(E) ≤ µ̂max(F ) + h(ϕ) .

Remarque 6.5. La convention µ̂(0) = −∞ trouve une justification ici car l’on
peut choisir E = {0} dans cet énoncé.
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Démonstration. Soit E′ ⊆ E. On pose F ′ = ϕ(E′), espace vectoriel sur k que l’on
munit des métriques induites par F . Ainsi, grâce à l’hypothèse d’injectivité, ϕ induit

un isomorphisme ϕ
|F ′

|E′ entre E′ et F ′. La majoration du lemme précédent donne

alors

µ̂n(E′) ≤ µ̂n(F ′) + h
(
E′, F ′; ϕ

|F ′

|E′

)

≤ µ̂max(F ) + h(E, F ; ϕ) .

On choisit alors convenablement E′ pour obtenir la pente maximale de E à gauche.
�

Il y a plusieurs façons d’étendre cette inégalité. La première — qui est cœur de
ce que l’on appelle méthode des pentes — consiste à considérer une filtration

0 = FN ⊆ FN−1 ⊆ · · · ⊆ F0 := F

d’un espace F par des k-espaces vectoriels Fi. On ne suppose pas que F est muni
d’une structure de fibré vectoriel adélique. En revanche, chacun des espaces quo-
tients Gi := Fi−1/Fi, 1 ≤ i ≤ N , est muni de normes ‖.‖i,v aux places de k telles

que (Gi, (‖.‖i,v)v) soit un fibré vectoriel adélique. Soit E un fibré vectoriel adélique
sur Spec k de dimension n et ϕ : E → F une application k-linéaire. On pose

∀ i ∈ {1, . . . , N + 1}, Ei := ϕ−1(Fi−1) .

Chacun des espaces Ei est pourvu de la structure adélique Ei induite par E. On
pose EN+1 := {0}. Soit ϕi : Ei → Gi la composée de la restriction de ϕ à Ei et de
la projection canonique Fi−1 → Fi−1/Fi.

Proposition 6.6. Avec les notations ci-dessus, si ϕ est injective alors

(49) µ̂n(E) ≤
N∑

i=1

dim(Ei/Ei+1)

n

{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi; ϕi)

}
+

1

D
log vr(E) ·

Cette majoration n’est pas tout à fait une généralisation du lemme 6.4 à cause
du terme 1

D log vr(E) qui subsiste même lorsque N = 1.

Démonstration. Chacune des applications ϕi se factorise en une injection ϕ̃i :
Ei/Ei+1 →֒ Gi à laquelle l’on peut appliquer le lemme 6.4. On a donc en par-
ticulier

d̂egn

(
Ei/Ei+1

)
≤ dim (Ei/Ei+1)

{
µ̂max(Gi) + h(Ei/Ei+1, Gi; ϕ̃i)

}

≤ dim (Ei/Ei+1)
{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi; ϕi)

}
.

La difficulté est que le degré du quotient à gauche n’est pas en général la différence
des degrés sauf si Ei est hermitien (voir proposition 4.22). Autrement dit, si E est
hermitien, la proposition est établie en sommant les inégalités ci-dessus de i = 1 à N .
Le cas général s’en déduit alors en appliquant l’inégalité (49) à J(E) et en utilisant
la proposition 4.9 ainsi que la majoration h((Ei, |.|J(E)), Gi; ϕi) ≤ h(Ei, Gi; ϕi). �

Une autre façon de généraliser le lemme 6.4 est de considérer des pentes autres
que la pente maximale, et même de supprimer l’hypothèse d’injectivité de ϕ, au
prix de quelques modifications données dans l’énoncé suivant.

Proposition 6.7. Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques et ϕ : E → F une
application k-linéaire. Alors, pour tout entier i ≥ 1 inférieur au rang de ϕ, la pente
µ̂i+dim ker ϕ(E) est inférieure à

µ̂i(F ) +
i

D
log ∆(F ) +

(i + dimkerϕ)

D
log ∆(E) + h(E, F ; ϕ) ·
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Démonstration. On commence par montrer que

µ̂i+dim ker ϕ(E) ≤ µ̂i(F ) + h(E, F ; ϕ)

lorsque E et F sont hermitiens. Tout d’abord, montrons que l’on peut supposer que
ϕ est injective. En effet, le quotient E/ kerϕ s’injecte dans F . Grâce à la formule (38)
du minimax (qui est une égalité dans le cas hermitien), pour tout ǫ > 0, il existe un
sous-fibré adélique hermitien Eǫ de E, de dimension inférieure à dimkerϕ + i − 1
et contenant kerϕ, tel que

µ̂max

(
E/ kerϕ

Eǫ/ kerϕ

)
≤ µ̂i

(
E/ kerϕ

)
+ ǫ .

Or l’application p : E/Eǫ → (E/ kerϕ)/(Eǫ/ kerϕ) est un isomorphisme de hauteur
négative car la norme d’opérateur de p est plus petite que 1 en chaque place de k.
La pente maximale de

(
E/ kerϕ

Eǫ/ kerϕ

)

est donc supérieure à celle de E/Eǫ par le lemme 6.4, elle-même plus grande que
µ̂i+dim ker ϕ(E) toujours en vertu de la formule (38). On peut alors faire tendre ǫ
vers 0 et constater que

µ̂i+dim ker ϕ(E) ≤ µ̂i

(
E/ kerϕ

)
·

Comme h(E/ kerϕ, F ; ϕ) ≤ h(E, F ; ϕ), il suffit donc bien de traiter le cas
kerϕ = {0}. Dans ce cas, on utilise à nouveau la formule (38) en observant que
si E2 ⊆ E1 ⊆ E avec dim E1 ≥ i > dim E2 alors ϕ(E2) ⊆ ϕ(E1) ⊆ F avec

dimϕ(E1) ≥ i > dimϕ(E2). La pente maximale de E/E2 est à la fois plus petite que

µ̂max(F/ϕ(E2)) + h(E, F ; ϕ) (lemme 6.4) et plus grande que µ̂i(E) (formule (38)).
D’où l’on déduit µ̂i(E) ≤ µ̂i(F ) + h(E, F ; ϕ) en faisant varier E2, l’espace ϕ(E2)
parcourant les sous-espaces vectoriels de ϕ(E) de dimension inférieure à i − 1.

Une fois la majoration établie dans le cas hermitien, on l’applique aux fibrés
adéliques hermitiens Eε et F ε (introduits après les relations (28)), puis l’on utilise
l’encadrement (36) ainsi que les évaluations (44) et (45) de la hauteur de ϕ pour
en déduire le cas général. �

Corollaire 6.8. Soit E, F des fibrés vectoriels adéliques et ϕ : E → F une appli-
cation k-linéaire. On note m la dimension de F . Si ϕ est surjective alors la pente
maximale µ̂max(F ) est inférieure à

d̂egnF − (m − 1)µ̂min(E) + (m − 1)h(E, F ; ϕ) +
m

D
log
(
∆(E)∆(F )

)
·

Démonstration. Des formules d̂egnF =
∑m

i=1 µ̂i(F ) et µ̂1(F ) = µ̂max(F )
(lemme 5.10) l’on déduit la majoration

(50) µ̂max(F ) ≤ d̂egnF − (m − 1)µ̂m(F ) .

La proposition 6.7 appliquée avec i = m = rg ϕ fournit une minoration de µ̂m(F )
qui est trop faible pour prouver le corollaire à cause des termes d’erreurs qui se sont
ajoutés. On va donc commencer par utiliser l’estimation (50) avec le fibré hermitien
F ε construit à la suite de (28) au lieu de F . On a vu que µ̂max(F ) ≤ µ̂max(F ε)
(voir ce qui suit la définition 5.4) et la proposition 6.7 appliquée au morphisme
ϕ : Eε → F ε et i = m = rg ϕ fournit la minoration

µ̂m(F ε) ≥ µ̂n(Eε) − h(Eε, F ε; ϕ) .
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On obtient ainsi

µ̂max(F ) ≤ µ̂max(F ε) ≤ d̂egnF ε − (m − 1)µ̂m(F ε)

≤ d̂egnF ε − (m − 1)µ̂n(Eε) + (m − 1)h(Eε, F ε; ϕ) .
(51)

D’après l’observation (28), on a d̂egnF ε ≤ d̂egnF + m
D log ∆(F ) + m log(1 + ε). De

plus, les estimations (44) et (45) pour la hauteur donnent

h(Eε, F ε; ϕ) ≤ h(Eε, F ; ϕ) ≤ h(E, F ; ϕ) +
1

D
log ∆(E) + log(1 + ε) .

Enfin, grâce au lemme 5.11 pour le fibré hermitien Eε, on a

µ̂n(Eε) = min
E′(E

µ̂n(E/E′, |.|ε) ≥ min
E′(E

µ̂n(E/E′, ‖.‖E) = µ̂min(E) .

La majoration souhaitée pour la pente maximale µ̂max(F ) découle de ces estimations
que l’on reporte dans la majoration (51), en faisant tendre ensuite ε vers 0. �

7. Pentes maximales des puissances symétriques

L’objectif de ce paragraphe est de montrer l’énoncé suivant.

Théorème 7.1. Soit E un fibré adélique hermitien de dimension n ≥ 1. Pour tout
entier ℓ ≥ 0, la pente maximale de la ℓème puissance symétrique Sℓ(E) vérifie

1) si k est un corps de fonctions alors on a µ̂max(S
ℓ(E)) = ℓµ̂max(E).

2) si k est un corps de nombres alors

0 ≤ µ̂max(S
ℓ(E)) − ℓµ̂max(E) ≤ 2ℓn logn .

Avant d’effectuer la démonstration de ce théorème, rassemblons deux énoncés
préparatoires, d’intérêt indépendant.

Pour i = (i1, . . . , in) ∈ Nn, on note |i| la longueur de i définie par |i| := i1+· · ·+in
et i! := i1! · · · in!. Étant donné ℓ ∈ N, si A est la matrice d’un endomorphisme u
dans une base (e1, . . . , en) de kn, la matrice Sℓ(A) est celle qui représente Sℓ(u)

dans la base ei1
1 · · · ein

n , où les n-uplets (i1, . . . , in) ∈ Nn sont de longueur ℓ et
ordonnés lexicographiquement.

Lemme 7.2. Soit v une place de k et uv un endomorphisme de kn
v . On suppose

kn
v muni de la norme |.|2,v et on note ‖.‖v la norme d’opérateur des endomor-

phismes de (kn
v , |.|2,v) si v est ultramétrique ou la norme de Hilbert-Schmidt si v

est archimédienne.

(i) Si uv est un isomorphisme alors

(52) ‖u−1
v ‖v ≤ ‖uv‖n−1

v

| detuv|v
·

(ii) Pour tout entier naturel ℓ, on a

detSℓ(uv) = (det uv)(
ℓ+n−1

n ) ·
Éléments de démonstration. (i) En une place finie v, si l’on note Av la matrice qui
représente uv dans la base canonique de kn

v , l’estimation (52) est la conséquence

de la formule matricielle A−1
v =

tcomAv

det Av
où tcomAv désigne la transposée de la

comatrice de Av. Si v est archimédienne, on observe que la norme de Hilbert-
Schmidt ‖uv‖v est la racine carrée de la somme des valeurs propres de l’opérateur
hermitien tuvuv qui est défini positif. En remarquant que tuvuv et uv

tuv ont le
même spectre λ1 ≤ · · · ≤ λn, l’inégalité (52) n’est rien d’autre que

(
n∑

i=1

λ−1
i

)
(λ1 · · ·λn) ≤

(
n∑

i=1

λi

)n−1

.
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(ii) Pour démontrer cette formule, on peut par exemple choisir une base trigo-
nalisante de uv dans une extension algébrique de kv et observer que le monôme

symétrique
∏

|i|=ℓ X i1
1 · · ·X in

n égale (X1 · · ·Xn)(
ℓ+n−1

n ). �

Le second lemme requiert deux notations supplémentaires. On pose

(53) δ :=

{
0 si k est un corps de fonctions

1 si k est un corps de nombres

et, pour n, ℓ ∈ N, on définit

γn,ℓ :=


∏

|i|=ℓ

ℓ!

i!




(ℓ+n−1

n−1 )
−1

(dans ce produit, i ∈ N
n).

On connâıt une estimation asymptotique du logarithme de γn,ℓ lorsque ℓ → +∞ et
n fixé, que l’on peut écrire en fonction des nombres harmoniques Hn :=

∑n
i=1

1
i . La

quantité log γn,ℓ est alors égale à (Hn − 1)(ℓ+o(ℓ)) lorsque ℓ → +∞ (voir annexe).

Lemme 7.3. Soit ℓ ∈ N \ {0} et E un fibré vectoriel adélique de dimension n ≥ 1.
Alors, pour toute norme tensorielle adélique hermitienne α d’ordre ℓ, on a

∣∣∣∣µ̂n

(
Sℓ

α(E)
)
− ℓµ̂n(E) − δ

2
log γn,ℓ

∣∣∣∣ ≤
ℓ

D
log ∆(E) .

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Dans ce
cas, on peut omettre la référence à α dans la notation Sℓ

α(E) (qui n’en dépend pas,
car α est hermitienne). Il s’agit de montrer que

µ̂n

(
Sℓ(E)

)
= ℓµ̂n(E) +

δ

2
log γn,ℓ .

Quitte à fixer une k-base de E, on peut identifier E à kn. Il existe une matrice
adélique A = (Av)v ∈ GLn(kA) telle que, pour toute place v de k et tout x ∈ kn

v ,
on ait ‖x‖E,v = |Av.x|2,v. Les métriques sur Sℓ(E) sont déterminées par Sℓ(A),

au sens où Sℓ(E) est l’image par Sℓ(A) du fibré adélique hermitien Sℓ
α(kn, |.|2).

L’égalité (46) et le lemme 4.4 entrâınent alors

d̂egnSℓ(kn, |.|2) = d̂egnSℓ(E) +
1

D

∑

v

nv log
1

|detSℓ(Av)|v
·

Le lemme 7.2 (ii) permet de calculer le déterminant de Sℓ(Av). En observant que

dimSℓ(E) =
(
ℓ+n−1

n−1

)
et en appliquant à nouveau l’égalité (46) à E et (kn, |.|2), on

obtient

µ̂n

(
Sℓ(E)

)
= ℓµ̂n(E) + µ̂n

(
Sℓ(kn, |.|2)

)
.

Ce dernier terme donne la contribution 1
2 log γn,ℓ aux (éventuelles) places

archimédiennes de k. Ceci est une conséquence du calcul local suivant. Soit v
une place de k. Si (e1, . . . , en) désigne la base canonique de kn alors, pour tout

i = (i1, . . . , in) ∈ Nn, la norme de l’élément ei1
1 · · · ein

n ∈ Sℓ (kn, |.|2) vaut (i!/ℓ!)1/2

si v est archimédienne et 1 sinon (voir § 3.3). La formule souhaitée étant établie
dans le cas hermitien, le passage au cas général s’effectue grâce aux fibrés de John et
Löwner associés à E, en observant que Sℓ(L(E)) � Sℓ

α(E) � Sℓ(J(E)). On obtient
alors

− ℓ

D
log vr(E) ≤ µ̂n

(
Sℓ

α(E)
)
− ℓµ̂n(E) − δ

2
log γn,ℓ ≤

ℓ

D
log ṽr(E)

(voir (26) et la proposition 4.9). On conclut au moyen de la majoration
max {vr(E), ṽr(E)} ≤ ∆(E) (voir (27)). �
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Démonstration du théorème 7.1. La première inégalité ℓµ̂max(E) ≤ µ̂max(S
ℓ(E))

est une conséquence directe du lemme 7.3 (cas hermitien) :

∀F ⊆ E, ℓµ̂n(F ) ≤ µ̂n(Sℓ(F )) ≤ µ̂max(S
ℓ(E)) .

Le résultat se déduit de la définition de la pente maximale de E. Montrons main-
tenant que

µ̂max(S
ℓ(E)) − ℓµ̂max(E) ≤ 2ℓδn logn

(δ est défini par (53)). D’après le lemme de Siegel absolu 4.14, pour tout ε > 0, il
existe une k-base e1, . . . , en de E ⊗ k telle que

hE(e1) + · · · + hE(en) + d̂egn detE ≤ δn

2
log n + ε .

On peut supposer que les vecteurs e1, . . . , en sont définis sur une extension finie K
de k. Soit E0 le fibré adélique hermitien dont l’espace sous-jacent E0 est EK et dont
la norme d’un vecteur x =

∑
i xiei ∈ E⊗kCv en une place w de K au-dessus de v est

(
∑

i |xi|2v‖ei‖2
E,v)

1/2 si w est archimédienne et maxi {|xi|v‖ei‖E,v} sinon. Comme

E0 et EK sont des fibrés hermitiens avec le même espace sous-jacent, il existe une
matrice Σ = (Σw)w ∈ GL(E ⊗k KA) telle que EK = Σ.E0 (au sens donné peu
après la définition du degré adélique, voir (22)). On note encore Σ : E0 → EK

l’application identique. Cet abus de notation se justifie par le fait que les normes
d’opérateur ou de Hilbert-Schmidt de l’application x ∈ E0⊗Kw 7→ x ∈ E⊗Kw sont
celles de Σw pour toute place w de K. En appliquant le lemme 6.4 à l’application
inverse de Sℓ(Σ) : Sℓ(E0) → Sℓ(EK), on obtient :

µ̂max

(
Sℓ(E)

)
= µ̂max

(
Sℓ(EK)

)
≤ µ̂max

(
Sℓ(E0)

)
+ h

(
Sℓ(Σ−1)

)

≤ µ̂max

(
Sℓ(E0)

)
+ ℓh

(
Σ−1

)
·

Évaluons chacun des termes du membre de droite de cette inégalité. La pente maxi-
male de Sℓ(E0) se calcule en observant que Sℓ(E0) est la somme directe orthogonale

des espaces K.ei1
1 · · · ein

n pour i := (i1, . . . , in) de longueur ℓ. D’après la propriété 5.7,
2), on a

µ̂max

(
Sℓ(E0)

)
= max

|i|=ℓ

{
d̂egn(K.ei1

1 · · · ein
n )
}

= max
|i|=ℓ





n∑

j=1

ijµ̂max(K.ej) +
δ

2
log

ℓ!

i1! · · · in!



 ·

On en déduit

µ̂max

(
Sℓ(E0)

)
≤ ℓ max

1≤i≤n

{
µ̂max(K.ei)

}
+

δℓ

2
log n

= ℓµ̂max(E0) +
δℓ

2
log n .

Le lemme 6.4 appliqué à Σ : E0 → EK donne µ̂max(E0) ≤ µ̂max(E) + h(Σ). La
hauteur h(Σ) est majorée par δ

2 log n car ‖Σ‖w ≤ √
n si w est archimédienne et

‖Σ‖w ≤ 1 sinon. On obtient ainsi

µ̂max

(
Sℓ(E0)

)
≤ ℓ

(
µ̂max(E) + δ log n

)
.

Par ailleurs, en ce qui concerne la hauteur de Σ−1, on applique la majoration (52)
du lemme 7.2. Compte tenu de l’estimation des normes de Σ, on en déduit la
majoration

h
(
Σ−1

)
≤ δ(n − 1) log

√
n − 1

D

∑

w place de K

nw log | detΣw|w ·
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L’égalité (46) obtenue à la suite du lemme 6.2 montre que cette dernière somme

est aussi la différence des degrés adéliques d̂egnE − d̂egnE0, qui vaut d̂egn det E +
hE(e1) + · · ·+ hE(en) car E est hermitien et le degré de E0 se calcule au moyen de

la formule (22). Cette quantité est inférieure à δn
2 log n + ε en vertu du choix de la

base (e1, . . . , en). La synthèse de ces informations conduit à l’estimation :

µ̂max

(
Sℓ(E)

)
≤ ℓ

(
µ̂max(E) + δ log n

)
+ ℓ

(
δ(n − 1) log

√
n +

δn

2
log n + ε

)

≤ ℓ

(
µ̂max(E) +

(
n +

1

2

)
δ log n + ε

)
·

Dans cette inégalité, on peut faire tendre ε vers 0 et l’on obtient le résultat voulu.
�

Corollaire 7.4. Pour tout entier ℓ ≥ 1, pour toute norme tensorielle adélique
hermitienne α d’ordre ℓ et tout fibré vectoriel adélique E sur Spec k, on a

− ℓ

D
log ∆(E) ≤ µ̂max

(
Sℓ

α(E)
)
− ℓµ̂max(E) ≤ ℓ

(
2nδ log n +

1

D
log ∆(E)

)
.

Démonstration. En vertu du lemme 7.3, pour tout sous-fibré adélique F ⊆ E, on a

ℓµ̂n(F ) ≤ µ̂n

(
Sℓ

α(F )
)

+
ℓ

D
log ∆(F ) et ∆(F ) ≤ ∆(E) .

A priori les métriques sur Sℓ
α(F ) ne sont pas les restrictions des métriques de Sℓ

α(E)

à Sℓ(F ). Toutefois, d’après la proposition 2.12, on a (F⊗ℓ, ‖.‖
E

⊗αℓ) � F
⊗αℓ

, d’où
l’on déduit

(Sℓ(F ), ‖.‖Sℓ
α(E)) � Sℓ

α(F ) puis µ̂n

(
Sℓ

α(F )
)
≤ µ̂max

(
Sℓ

α(E)
)

.

La première inégalité du corollaire 7.4 en découle. Pour la seconde estimation, on
applique le théorème 7.1 au fibré adélique hermitien Eε (voir (28)). Comme Eε � E,
on en déduit Sℓ(Eε) � Sℓ

α(E) (lemme 4.3) et donc

µ̂max

(
Sℓ

α(E)
)
≤ µ̂max

(
Sℓ(Eε)

)
.

D’autre part, comme nous l’avons mentionné à la suite de la définition 5.4, la pente
maximale de Eε est majorée par celle de E plus log(1+ε)+ 1

D log ∆(E). Le résultat
s’ensuit en faisant tendre ε vers 0. �

Remarque 7.5. Si k est un corps de nombres, l’égalité µ̂max

(
Sℓ

α(E)
)

= ℓµ̂max(E)

est en général fausse, même asymptotiquement lorsque ℓ → +∞ ou même si E et
α sont hermitiens. En effet l’estimation asymptotique log γn,ℓ ∼

ℓ→+∞
(Hn − 1)ℓ et

le lemme 7.3 entrâınent la majoration

µ̂n(F ) +
1

2
(Hm − 1) ≤ 1

D
log ∆(E) + lim inf

ℓ→+∞

µ̂max

(
Sℓ(E)

)

ℓ
,

vraie pour tout sous-fibré adélique F ⊆ E de dimension m ≥ 1. Aussi, lorsque la
pente maximale de E est atteinte pour un fibré F de dimension ≥ 2 (par exemple
lorsque E est semi-stable) et si E est hermitien (∆(E) = 1), on a

µ̂max(E) < lim inf
ℓ→+∞

µ̂max

(
Sℓ(E)

)

ℓ
·

Ces propriétés des pentes et pentes maximales des puissances symétriques de
E se transmettent aux fibrés des sections globales des puissances tensorielles du
faisceau canonique O(1) de l’espace projectif P(E).

Plus précisément, soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k de dimension n ≥
1. On note P(E) le schéma ProjS(E) de morphisme structural π : P(E) → Spec k
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et O(1) le fibré en droites universel sur P(E). Pour toute place v de k et tout point
x ∈ P(E)(Cv), la surjection canonique π∗E ։ O(1) confère une métrique ‖.‖v,x

à la fibre O(1)x par quotient. Et plus généralement, pour ℓ ∈ N \ {0}, on note
‖.‖v,x,ℓ la norme induite sur O(ℓ)x = O(1)⊗ℓ

x . En une place archimédienne v de
k, une mesure de Haar sur le groupe localement compact (E ⊗k Cv, +) induit une
mesure sur l’ouvert (E ⊗k Cv) \ {0}, qui est un espace homogène sous l’action du
groupe multiplicatif C∗

v. On obtient de la sorte une unique mesure de probabilité
µE,v sur P(E ⊗k Cv) ≃ ((E ⊗k Cv) \ {0})/C∗

v. On peut munir alors le k-espace
vectoriel Eℓ des sections globales H0(P(E),O(ℓ)) d’une structure de fibré adélique

hermitien sur Spec k en considérant les normes suivantes. Étant donné une place v
de k et un élément s de Eℓ ⊗k Cv, on pose

‖s‖Eℓ,v :=





supx∈P(E)(Cv) ‖s(x)‖v,x,ℓ si v est ultramétrique,(∫
P(E)(Cv) ‖s(x)‖2

v,x,ℓ dµE,v(x)
)1/2

si v est archimédienne.

Aux places archimédiennes le choix peut sembler arbitraire mais il assure la com-
patibilité avec la littérature arakelovienne dans le cas où E est hermitien.

Lemme 7.6 (Lemme 4.3.6 de [4]). Soit E un fibré adélique hermitien sur Spec k

et ℓ un entier ≥ 1. L’isomorphisme canonique H0(P(E),O(ℓ))
∼−→ Sℓ(E) induit

une isométrie sur les Cv-espaces vectoriels correspondants si v est ultramétrique et

une similitude de rapport
(
n−1+ℓ

ℓ

)1/2
si v est archimédienne.

Autrement dit, si an,ℓ désigne l’idèle (
(
n−1+ℓ

ℓ

)1/2
, . . . ,

(
n−1+ℓ

ℓ

)1/2
, 1, . . . , 1, . . .)

alors Sℓ(E) s’identifie à an,ℓ.Eℓ (au sens de la page 19, avec an,ℓ vu comme une ho-
mothétie de E⊗kA). Ce lemme peut se démontrer en explicitant la norme ‖s(x)‖v,x,ℓ

avec des coordonnées. Le choix d’une base (X1, . . . , Xn) de E1 ≃ E permet d’écrire
s comme un polynôme P en les variables Xi et si l’on désigne par (x1, . . . , xn) ∈ Cn

v

les coordonnées de x dans cette base, on a la relation

‖s(x)‖v,x,ℓ =
|P (x1, . . . , xn)|v

‖x‖ℓ
E,v

·

On peut alors calculer les intégrales ci-dessus lorsque v est archimédienne et si la
norme ‖.‖E,v est hermitienne.

Proposition 7.7. Pour tout fibré vectoriel adélique E sur Spec k et tout entier
ℓ ≥ 1, la pente normalisée du fibré adélique hermitien Eℓ vérifie∣∣∣∣µ̂n(Eℓ) − ℓµ̂n(E) − δ

2
log

((
n − 1 + ℓ

ℓ

)
γn,ℓ

)∣∣∣∣ ≤
ℓ

D
log ∆(E) ·

Quant à la pente maximale de Eℓ, la quantité

µ̂max(Eℓ) − ℓµ̂max(E) − δ

2
log

(
n − 1 + ℓ

ℓ

)

est comprise entre − ℓ
D log ∆(E) et ℓ

(
2δn log n + 1

D log ∆(E)
)
.

Démonstration. Dans le cas hermitien, cette proposition est une simple conséquence
du théorème 7.1 et du lemme 7.3 car Eℓ = a−1

n,ℓ.S
ℓ(E). Une fois ce cas établi, le

cas général s’obtient en considérant le fibré Eε (voir (28)). Il faut observer que les
normes sur Eℓ données par celles de Eε et E vérifient des inégalités du même type
que (28), à savoir que, pour tout sous espace vectoriel E′ de Eℓ, on a

(E′, (|.|(Eε)ℓ,v)v) � (E′, (‖.‖Eℓ,v)v) �
(
E′,
((

d(E ⊗k kv, ℓ2
n,kv

)(1 + ε)
)ℓ |.|(Eε)ℓ,v

)
v

)
·

�
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Ce dernier énoncé offre une transition vers la géométrie algébrique et la géométrie
diophantienne, domaines dans lesquels le formalisme des pentes trouve probable-
ment sa raison d’être.

8. Perspectives géométriques

Comme nous l’avons déjà mentionné dans l’introduction, le formalisme des pentes
adéliques a des applications en géométrie diophantienne. Dans ce dernier para-
graphe, nous souhaitons donner quelques pistes pour mieux comprendre l’usage que
l’on peut faire de ces pentes dans un problème diophantien de nature géométrique.
Dans cette optique, l’inégalité

(54) µ̂n(E) ≤
N∑

i=1

dim(Ei/Ei+1)

n

{
µ̂max(Gi) + h(Ei, Gi; ϕi)

}
+

1

D
log vr(E)

de la proposition 6.6 joue un rôle important même si elle n’est finalement qu’une
version savante de la formule du produit, ou de ce que l’on appelle en Transcendance
l’inégalité de Liouville. Quoi qu’il en soit, elle est l’axe autour duquel s’articule la
méthode des pentes, méthode conçue par J.-B. Bost [6] et utilisée par exemple
dans les articles [16, 18, 19, 39]. Dans un contexte géométrique, les objets E, Gi, ϕ
sont souvent choisis de la manière suivante. On considère une variété projective
X sur un corps global k et L → X un fibré en droites ample sur X . On pose
E := H0(X, L⊗m) l’espace vectoriel des sections globales d’une puissance entière
m de L. On se donne également un sous-schéma fermé Σ de X , fini, composé
de points épaissis de X(k) dans certaines directions à divers ordres. Un point de
Σ procède d’un triplet constitué d’un point k-rationnel x de X , d’une direction
d’épaississement (p. ex. cela peut être un sous-espace vectoriel de l’espace tangent
tX,x à X au point x) et d’un ordre de dérivation. L’objectif de la méthode des
pentes est de dégager quelques propriétés diophantiennes de Σ. Typiquement, on
dispose d’un certain nombres de points complexes de X dont on cherche à prouver
la transcendance. On les suppose algébriques et on forme un schéma Σ avec cette
hypothèse. L’application linéaire ϕ est le morphisme d’évaluation qui à une section
s ∈ E associe la restriction s|Σ de s à Σ. La filtration (Fi)i∈{0,...,N} de F :=

H0(Σ, L⊗m
|Σ ) est choisie de manière à annuler successivement les points de Σ et les

ordres de dérivations correspondants. L’espace quotient Gi s’identifie à un sous-
espace de Sℓ(tvX,x)⊗x∗L⊗m où ℓ ∈ N et x ∈ Σ. Afin de mettre en œuvre l’inégalité

de pentes (54), il faut choisir des structures adéliques sur E et les Gi, suffisamment
appropriées pour que la pente normalisée µ̂n(E), la pente maximale µ̂max(tvX,x) et

le degré normalisé d̂egnx∗L puissent être évalués en fonction d’invariants attachés
à X, L, x. Nous allons détailler cela dans un instant. Soulignons auparavant que,
pour espérer obtenir quelques informations sur Σ, il importe en général d’avoir des
données rendues dynamiques par l’introduction de paramètres tels que l’entier m
dans la définition de E ou bien ceux qui sont dissimulés dans la définition de Σ
(ordres d’annulations en chaque point x).

Revenons maintenant sur le choix des métriques. Pour ce qui est de l’espace
tangent tX,x, on peut le munir d’une structure entière provenant d’un modèle (X →
SpecOk, εx : SpecOk → X) de (X, x), lisse en εx, où Ok désigne l’anneau des entiers
de k. Aux places archimédiennes v de k, la première forme de Chern c1(Lv) du fibré
ample Lv → X × SpecCv, induit par L, fournit des métriques hermitiennes sur
tX,x ⊗k Cv.

En ce qui concerne les structures adéliques de E et de x∗L, on peut distinguer
deux écoles : soit l’on choisit avec soin les métriques pour en obtenir de canoniques

et l’on calcule alors explicitement les quantités µ̂n(E) et d̂egnx∗L (cette dernière
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étant alors une hauteur canonique de x) ; soit, a contrario, on opte pour une très
grande souplesse dans le choix des métriques, avec le minimum de contraintes, et
l’on se contente de formules asymptotiques pour ces quantités avec L remplacé
par L⊗m et m → +∞. D’une manière générale, la première option est celle qui
prédomine en géométrie d’Arakelov. Mentionnons, à titre d’exemple, le cas d’une
variété abélienne X sur un corps de nombres k, munie d’un fibré en droites L ample
et symétrique. En s’appuyant sur les travaux de L. Moret-Bailly, J.-B. Bost a montré
comment choisir un modèle dit cubiste de (X, L, Σ) afin de calculer explicitement

la pente normalisée de H0(X, L) en termes de la hauteur de Faltings hF (X) de X
et du degré géométrique degL X ; la formule exacte est

µ̂n(H0(X, L)) = −1

2
hF (X) +

1

4
log

degL X

(2π)dd!
(d := dimk X) .

Dans ce cas le degré normalisé d̂egnx∗L est la hauteur de Néron-Tate de x relative
à L (voir le théorème 5.10 de [5]). Toutefois les choix des métriques et les calculs qui
en découlent sont assez délicats, utilisant des résultats profonds comme le théorème
de Riemann-Roch arithmétique. Aussi — lorsque le problème s’y prête — il est par-

fois préférable de se contenter de formules asymptotiques pour µ̂n(H0(X, L⊗m)),
lorsque m → +∞ (théorème de Hilbert-Samuel arithmético-géométrique). D’au-
tant plus, peut-être, depuis la parution du mémoire de R. Rumely, C.F. Lau &
R. Varley [28] qui fournit un énoncé de ce type, sous des hypothèses très faibles.
Pour mieux comprendre de quoi il s’agit, nous allons énoncer le résultat princi-
pal de [28] (théorème (A) p. 4) avec des hypothèses un peu plus fortes (p. ex.
nous prenons des normes au lieu de semi-normes). Ce résultat donne une illustra-
tion de la manière avec laquelle on procède pour donner une structure adélique à
H0(X, L⊗m) et x∗L et d’un calcul de pente normalisée non trivial. Étant donné une
place v de k et x ∈ X(Cv), on considère une norme ‖.‖L,v,x sur la fibre Lx ⊗k Cv,
invariante sous l’action de Gal(Cv/kv), norme que l’on transmet à L⊗m

x ⊗k Cv

par produit tensoriel. On suppose que, pour tout x ∈ X(k), pour tout élément
e ∈ Lx \ {0}, on a ‖e‖L,v,x = 1 pour toute place v en dehors d’un nombre fini.
Pour s ∈ H0(X, L⊗m)⊗k Cv, on pose alors ‖s‖v := supx∈X(Cv) ‖s(x)‖L⊗m,v,x. Cela

définit une structure adélique sur H0(X, L⊗m) dès lors que ‖s‖v est toujours fini
et même un peu plus, à savoir que si s 6= 0 et pour toute place v en dehors d’un
ensemble fini (qui peut dépendre de s), on requiert ‖s‖v = 1. Là encore, le choix
des normes ‖.‖L,v,x aux places ultramétriques v de k peut se faire au moyen d’un
modèle entier (X, L) sur SpecOk de (X, L) (voir op. cit.).

Théorème [28] . Soit X une variété projective sur un corps global k. On suppose
que X est équidimensionnelle et géométriquement réduite. Soit L → X un fibré
en droites ample, muni de métriques comme ci-dessus, conférant à H0(X, L⊗m)
une structure de fibré vectoriel adélique, pour tout entier m ≥ 1. Alors il existe un
élément hL(X) ∈ R ∪ {+∞} tel que

(55)
1

m
µ̂n(H0(X, L⊗m)) −→

m→+∞
hL(X),

élément qui s’exprime en fonction de la capacité sectionnelle Sγ(L) de L par la
formule

hL(X) = − log Sγ(L)

D(d + 1) degL X

(d = dimk X, D = [k : k0]).

Nous avons noté à dessein hL(X) la limite ci-dessus car, lorsqu’elle est finie (et
l’on connâıt un critère pour que ce soit le cas, ibid.), les propriétés de la capacité
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sectionnelle font que cette quantité se comporte effectivement comme une hauteur
canonique de X relativement à L (voir [11, 41] ainsi que le théorème (B) de [28]).

Lorsque X est une variété abélienne sur un corps de nombres et L un fibré
en droites cubiste, on a hL(X) = 0. On peut observer que l’utilisation conjointe
d’un résultat asymptotique tel que (55) et de l’inégalité de pentes (54) n’est pas

entravée par la présence du terme d’erreur 1
D log vr(H0(X, L⊗m)), logarithmique en

m et donc négligeable devant m.

Annexe

Nous établissons l’estimation asymptotique suivante, mentionnée au para-
graphe 7.

Proposition . Soit n, ℓ ∈ N\{0} et γn,ℓ le nombre réel positif défini par la formule

log γn,ℓ =
1(

ℓ+n−1
n−1

)
∑

i∈Nn

|i|=ℓ

log
ℓ!

i!
·

Posons Hn :=
∑n

i=1 1/i. Alors, lorsque n est fixé et ℓ tend vers +∞, on a

log γn,ℓ = (Hn − 1)(ℓ + o(ℓ)) .

Démonstration. Le cas n = 1 est immédiat et l’on suppose n ≥ 2 pour cette
démonstration. Notons i1, . . . , in les composantes de i ∈ Nn. Soit f : [0, +∞[→ R
la fonction continue définie par f(0) = 0 et, si x > 0, f(x) = −x log x. En vertu
de la formule de Stirling, rappelée au bas de la page 7, le terme log ℓ!

i! s’écrit∑n
h=1 f(ih/ℓ) + O(log ℓ). On a alors

log γn,ℓ

ℓ(n − 1)!
∼

ℓ→∞

1

ℓn−1

∑

|i|=ℓ

n∑

h=1

f

(
ih
ℓ

)
·

On reconnâıt pour le membre de droite la somme

1

ℓn−1

∑

j∈Nn−1

|j|≤ℓ

{
f

(
j1
ℓ

)
+ · · · + f

(
jn−1

ℓ

)
+ f

(
1 −

n−1∑

h=1

jh

ℓ

)}
,

qui est une somme de Riemann (n− 1)-dimensionnelle convergeant vers l’intégrale

(56)

∫

Ω

(f(x1) + · · · + f(xn−1) + f(1 − x1 − · · · − xn−1)) dx1 . . . dxn−1

sur l’ouvert Ω := {(x1, . . . , xn−1) ∈ ]0, +∞[n−1; x1 + · · ·+xn−1 < 1}. Par symétrie,
les intégrales

∫
Ω

f(xi), 1 ≤ i ≤ n−1, sont toutes égales. Par changement de variable
y := 1 − x1 − · · · − xn−1, qui ne change pas le domaine Ω, la dernière intégrande
de (56) peut être remplacée par f(xn−1), et l’intégrale (56) vaut alors

n

∫

Ω

f(xn−1) dx1 . . . dxn−1 = n

∫ 1

0

f(u) vol(x1 + · · · + xn−2 ≤ 1 − u) du

=
n vol(b1

n−2)

2n−2

∫ 1

0

(1 − u)n−2f(u) du

(ici vol est la mesure de Lebesgue sur Rn−2). La formule (4) donne
n vol(b1

n−2)/2n−2 = n/(n − 2)!. Et la dernière intégrale se calcule au moyen de

deux intégrations par partie (en observant que
∫ 1

0
1−un

1−u du = Hn). On trouve∫ 1

0 (1 − u)n−2f(u) du = 1
n(n−1) (Hn − 1), ce qui permet de conclure. �
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Cette démonstration revêt un caractère ad hoc. Avec une analyse du terme reste
de la somme de Riemann en fonction de la première dérivée de f , on peut montrer
que log γn,ℓ = (Hn − 1)ℓ + O(log ℓ). Une vision plus savante et inspirée de ce genre
de calculs se trouve dans la thèse de H. Randriambololona, dans laquelle le lecteur
pourra trouver une évaluation asymptotique à un ordre quelconque de (variantes
de) log γn,ℓ et d’autres quantités d’origine géométrique, plus générales (voir [24],
chapitre 4, proposition 4.2.3 et supra).
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[16] É. Gaudron. Formes linéaires de logarithmes effectives sur les variétés abéliennes. À parâıtre
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Prépublication disponible sur http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~gaudron, 2004.

[18] P. Graftieaux. Formal groups and the isogeny theorem. Duke Math. J., 106(1) :81–121,
2001.

[19] P. Graftieaux. Formal subgroups of abelian varieties. Invent. Math., 145(1) :1–17, 2001.

[20] S. Lang. Algebraic number theory, volume 110 de Graduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, N. Y., 1994.
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