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PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES SUR UN
CORPS GLOBAL

ERIC GAUDRON

RESUME. Dans les années 90, J.-B. Bost a développé tout un formalisme des
pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur ’anneau des entiers d’un corps de
nombres. Au cours de ses recherches, une nouvelle méthode d’approximation
diophantienne — dite méthode des pentes — a été élaborée. Cet article pro-
pose une généralisation de ces travaux a une classe plus large de fibrés vec-
toriels, dits adéliques, définis sur un corps global. Ces fibrés possedent aux
places archimédiennes des normes qui ne sont plus nécessairement hermiti-
ennes. Nous examinons également le lien avec la théorie des minima successifs
adéliques. Pour parvenir a ces résultats, nous avons recours & plusieurs con-
cepts de géométrie des espaces de Banach de dimension finie.

ABSTRACT. At the end of the twentieth century, J.-B. Bost developped a
slope theory of hermitian vector bundles over number fields. A new method of
diophantine approximation, the so-called slope method, has emerged from his
research. Our article proposes a generalisation to adelic vector bundles over
global fields. The norms at the archimedean places are no longer supposed to
be hermitian. The link with adelic successive minima is also mentioned. To get
these results, we use several concepts from the geometry of finite dimensional
Banach spaces.

Mots clefs : Fibré vectoriel adélique, degré adélique, fibré de John, fibré de Léwner, quotient
volumique, distance de Banach-Mazur, inégalités de pentes adéliques, minima successifs adéliques,
pente maximale.
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2 ERIC GAUDRON

1. INTRODUCTION

Ce texte décrit une généralisation de la théorie des pentes des fibrés vectoriels
hermitiens sur I'anneau des entiers d’un corps de nombres aux fibrés vectoriels
adéliques sur un corps global.

Etant donné un corps de nombres k d’anneau des entiers Oy, un fibré vectoriel
hermitien £ sur Spec Oy est la donnée d'un Op-module projectif de type fini E
et, pour toute place archimédienne v de k, d’une norme ||.||, sur 'espace vectoriel
E, .= E® k, (k, = R ou C) qui est euclidienne si v est une place réelle et qui
est hermitienne, invariante par conjugaison complexe, si v est une place complexe.
A une telle donnée, I'on peut associer un nombre réel appelé degré d’Arakelov (et
noté d/eTgnE), qui, au signe prés, mesure une « hauteur de £ ». Ces nombres jouent
un role important en géométrie d’Arakelov. Ce sont les éléments primitifs a partir
desquels se batissent d’autres invariants associés & E. Il s’agit notamment des pentes
du graphe du polygone qui délimite supérieurement ’enveloppe convexe des couples
de nombres réels (rg F, cTeTgnF) ot F parcourt les sous-fibrés de E. Les images de
ces pentes par la fonction z — e~% se comparent aux minima successifs adéliques
de E, définis par Bombieri & Vaaler [ﬂ] A l'occasion de cours de 3%meq cycle donnés
a I'Institut Henri Poincaré (Paris) en 1997 et 1999, J.-B. Bost a effectué une étude
systématique des propriétés de ces nombres, élaborant ainsi une véritable théorie
des pentes. L’objectif poursuivi initialement était de reformuler sous forme plus
géométrique et intrinseque la démonstration du théoréme des périodes de D. Masser
& G. Wiistholz (voir [ff]). Les notes de ces cours n’ont pas été publiées. Néanmoins
plusieurs fragments se trouvent dans les articles [ﬂ,ﬁ,@,@,@,@]. De I’article fon-
dateur [E] est issue une méthode — dite méthode des pentes — destinée a prouver
des énoncés de transcendance et d’approximation diophantienne. Elle se rapproche
de la méthode des déterminants d’interpolation de M. Laurent. La grande force
de la méthode des pentes est de s’adapter naturellement & un probleme de na-
ture géométrique. Cette caractéristique renforce la clarté de ’argumentation en
séparant distinctement les contributions, tout en faisant ressortir les invariants na-
turels des objets géométriques. Par exemple, elle a permis de mettre en lumiere et
de démontrer un critere d’algébricité de feuilles formelles (voir [ff]). Nous I'avons
également utilisée pour fournir des minorations de formes linéaires de logarithmes
de variétés abéliennes principalement polarisées, minorations qui sont totalement
explicites en la dimension et la hauteur de Faltings de la variété (voir [Ld]).

A I'usage, il arrive parfois que le cadre des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Oy
dans lequel s’applique la méthode des pentes s’avere trop rigide. A la suite des
travaux de S. Zhang [[tI]], V. Maillot [pJ] ou bien encore de R. Rumely et al. [2g], il
est apparu que, si I’on souhaite construire une « hauteur canonique » sur les cycles
d’une variété projective X munie d’un fibré en droites ample M, les métriques
que l'on doit mettre sur M ne sont pas en général hermitiennes mais seulement
continues. Cela empéche alors de mettre en ceuvre la méthode des pentes telle
quelle, comme on aimerait le faire par exemple avec ’espace vectoriel des sections
globales H?(X, M).

Ces observations nous ont amené a examiner a nouveau le formalisme des pentes
pour des fibrés vectoriels munis d’une structure plus souple que celle des fibrés
vectoriels hermitiens sur Spec Of. Avant de présenter plus en détail les résultats
de cet article, je tiens & souligner que la plupart d’entre eux — preuves comprises
— proviennent des cours de J.-B. Bost mentionnés ci-dessus, au moins en ce qui
concerne le cas hermitien.

Dorénavant, nous considérons un corps global k (corps de nombres ou corps de
fonctions). En nous inspirant de [2g], nous définissons la notion de fibré vectoriel
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adélique sur Spec k qui généralise celle de fibré hermitien sur Spec Ok. Un tel objet
est la donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension finie n, muni d’'une k-base
e et, pour chaque place v de k, d’une norme |.||, sur F ®; C,, invariante sous
I'action des automorphismes continus de Gal(C,/k,). On le note E = (E, (||.||+)v)-
Si v est ultramétrique, la norme ||.||, doit vérifier 'inégalité ultramétrique usuelle
et, sauf pour un nombre fini de v, elle est égale a la norme du sup sur F ®j
C,, cet espace étant identifié a C}} au moyen de la base e. Le trait marquant
de ces fibrés adéliques est que les normes aux places archimédiennes ne sont plus
nécessairement hermitiennes. La collection des normes de E dote Pespace adélique
E ®j ka d’une boule unité, dont le logarithme du volume jouera le role de degré
d’Arakelov de E (& une constante pres). Il sera appelé degré adélique de E dans
la suite. Une fois ces définitions fixées, nous étudions les propriétés de ce degré
vis-a-vis des opérations usuelles que I'on peut effectuer sur I’ensemble des fibrés
vectoriels adéliques (extension du corps de base, somme directe, etc.). Puis nous
construisons l’analogue du « polygone canonique » & partir duquel s’obtiennent les
n pentes de E. Le reste de 'article s’attache alors & étudier certaines propriétés
de ces pentes, en particulier leur comportement par transformation linéaire, c.-a-d.
lorsque deux fibrés E et F ont leurs espaces vectoriels sous-jacent reliés par une
application linéaire. Ceci donne naissance a plusieurs inégalités — dites inégalités
de pentes — dont 'une est au coeur de la méthode des pentes, évoquée au début
de cette introduction.

La plupart des résultats que nous obtenons sont basés sur le méme schéma de
preuve. On commence par s’intéresser au cas hermitien, c.-a-d. au cas d’un fibré
vectoriel adélique dont les normes aux places archimédiennes sont hermitiennes. Les
démonstrations sont alors tres proches de celles déja connues pour les fibrés vecto-
riels hermitiens sur Spec Of. Le passage au cas général s’effectue au moyen d’une
comparaison entre une norme quelconque ||.|| sur R™ et une norme euclidienne, en
faisant intervenir la distance — dite de Banach-Mazur — entre (R, ||.||) et les-
pace euclidien usuel 2. Cette démarche est fréquente dans 1’étude de la géométrie
des espaces de Banach de dimension finie (géométrie de Minkowski). Toutefois, un
certain nombre d’adaptations et de reformulations dans le cadre adélique ont été
nécessaires. Par exemple, nous définissons les fibrés vectoriels adéliques de John et
Léwner associés a un fibré vectoriel adélique E sur Spec k, qui sont des fibrés vecto-
riels hermitiens qui encadrent au mieux E (en termes de volumes de boules unités).
Ces fibrés fournissent des formules exactes pour le degré adélique de E. Et cela con-
duit de temps en temps a des résultats plus fins, qui font intervenir le « quotient
volumique adélique » de E, qui est un nombre réel construit & 'aide du fibré de
John de E, au lieu de la distance de Banach-Mazur adélique. Un aspect intéressant
de cette approche est que les termes d’erreurs induits sont trés bien controlés. Ils
sont bornés par une fonction explicite de la dimension de E et du degré de k. De
plus, ils disparaissent lorsque E est hermitien. Ceci assure que les énoncés établis
dans cet article sont des généralisations du cas « classique », hermitien sur Spec O.

Pour conclure, mentionnons que la théorie des pentes sous sa forme originelle
revét un aspect assez élémentaire a la fois en ce qui concerne les énoncés et les
preuves. Afin de préserver son caractere accessible au non-spécialiste, nous avons
rappelé quelques rudiments de théorie des adeles et de géométrie de Minkowski.
Nous ne supposons de la part du lecteur aucune connaissance particuliere relative
a la théorie des pentes « classique ». Les démonstrations sont données dans leur
intégralité, fait susceptible d’entrainer ¢a et la des répétitions.

Remerciements. Je remercie Gaél Rémond de sa lecture attentive et critique
d’une premiere version de ce texte et des corrections qu’il m’a suggérées. Je remercie
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également le rapporteur de 'attention qu’il a prétée a ce texte en me signalant de
nombreuses erreurs et inexactitudes.
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2. PRELIMINAIRES

2.1. Adéles sur un corps global. Ce paragraphe présente quelques propriétés
bien connues des corps globaux et il fixe quelques notations, utilisées dans la suite.
Une étude systématique des corps globaux et de leurs propriétés se trouve dans les
ouvrages de C. Chevalley [1J] et de A. Weil [4d].

Soit k£ un corps global. Il y a deux cas de figure selon la caractéristique de k.
O La caractéristique de k est nulle.
Dans ce cas, le corps k est un corps de nombres. On pose kg := Q et D = [k : ko] le
degré absolu de k. On désigne par |.|, la valeur absolue sur le complété k, (ou C,)
de k en la place v, normalisée de la maniere suivante.

1) Si v est archimédienne, |.|, est la valeur absolue usuelle sur R ou C.

2) Si v est ultramétrique, de caractéristique résiduelle p,, on a |p,|, = p, .
O La caractéristique de k est p > 0.
Le corps k est une extension finie de ko := Fp(T'). On note D := [k : ko]. Une place
v de k est nécessairement ultramétrique et la place vy de kg correspondante est de
deux sortes : soit elle provient d'un polynéme irréductible = de F,[T7], soit I'idéal
premier associé & vy est engendré par T—!. Dans ce second cas la place vy est dite
infinie, cette désignation étant bien sur fonction du choix de T'. Sur le complété
(ko )y, on considere la valeur absolue |.|,, normalisée par |r|,, = p~4°8™ (premier
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cas) ou |T|,, = p (second cas). On prolonge alors cette valeur absolue a k, de
telle maniére & ce que |z|, = |z|y,, pour z € (ko),,. Autrement dit, si N désigne
Papplication norme de Pextension &, | (ko)y,, o0 a ||, = |N(z) %"” ol n, est le
degré local [ky : (ko)w,]-

Avec ces normalisations, si 'on pose n, = 1,2, [ky : Qp, ], [kv : (K0)wv,) selon que v
est réelle, complexe, ultramétrique (carack = 0 ou p respectivement), application
x € ky — |z|v est le module de Haar normalisé en la place v et la formule du
produit s’écrit alors

Ve k\ {0}, I ==t

v place de k

(dans ce produit tous les termes sauf un nombre fini valent 1). Si K est une extension
finie de k, il n’y a qu'un nombre fini de places w de K au-dessus d’une place v de
k. On dispose d’un isomorphisme de K-algebres topologiques pour les complétés

(1) K @ ky ~ [ [ Ku,

w|v

qui conduit en particulier a 1’égalité des degrés

K k= [Ky: k)
w|v
(voir le chapitre 4 de [[L3]).

Soit ka I'anneau des adeles de k. En tant que groupe localement compact, (ka, +)
possede une mesure de Haar, unique a multiplication par un nombre réel strictement
positif pres. Le plongement diagonal k < ka confére a k une structure de réseau
dans ka et 'espace compact ka /k a une mesure de Haar finie. Plus généralement
il en est de méme pour £ — FE ® ka =: Ea ou F est un k-espace vectoriel de
dimension finie. La mesure dite de Tamagawa est celle pour laquelle la mesure du
quotient Ea /E vaut 1.

e Si k est un corps de nombres, soit ., la mesure de Haar définie sur le complété
k, de k en une place v de la maniere suivante :

a) Siw est réelle, p, est la mesure de Lebesgue usuelle sur R.

b) Si v est complexe, u, s’identifie au double 2dzdy de la mesure de Lebesgue

sur R2.

¢) Si v est ultramétrique, on pose p,(O,) = 1 ou O, est anneau de valuation

de k,.
La mesure produit g = [] p,, est une mesure de Haar sur ka pour laquelle la mesure
de lespace quotient ka /k (c.-a-d. la mesure d’un domaine fondamental de celui-ci)
égale |Dy|'/? ott Dy, est le discriminant absolu de k (proposition 7 du chapitre 5
de [AQ).

e Si k est un corps de fonctions, on note y la mesure de Haar sur ka telle que
w(I1, Op) = 1. On a alors u(ka/k) = ¢?W~1 ot g(k) € N est le genre de k et g
désigne le cardinal du plus grand corps fini inclus dans k (corollaire 1 du chapitre 6,
ibid.).

Plus généralement, si £ est un k-espace vectoriel de dimension finie, le choix
d’une k-base de E fournit un isomorphisme F ® ka =~ kjlng et une mesure de
Haar pp, sur Ea. Cette mesure ne dépend pas du choix de la base de E.

Avec ces normalisations, pour toute place v de k et tout nombre réel r € |k, |,
on a

(2) o ({2 € kv s Jaly <7}) =r"py ({@ € ko |2l < 13) .

Cette égalité reste valide si I'on remplace p, par une mesure de Haar quelconque
sur (k,,+). Enfin, il est commode de définir pour un adeéle a = (a, ), € ka la valeur
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absolue adélique de a comme le nombre réel

ala = ] lauliv.

v place de k

Si k est un corps de nombres, I'image par |-|a des ideles kx de ka est R%. Si k
est un corps de fonctions, 'image |kx|a est {¢"; n € Z} (voir [id), chap. 7, § 5,
corollaire 6).

2.2. Géométrie de Minkowski. Pour comprendre les propriétés d’une norme
quelconque sur R"™, une possibilité est d’effectuer une comparaison avec la norme
de 2, p € [1,+00], et, si possible, avec la norme euclidienne de ¢2. La géométrie
de Minkowski est I'étude des R-espaces vectoriels normés (E, ||.||) de dimension
finie. L’un des axes de cette étude consiste précisément & s’intéresser a la structure
euclidienne qui se rapproche le plus de la structure d’espace vectoriel normé de
E, en un sens que nous préciserons un peu plus loin. Dans le cas d’un corps de
nombres, cette approche s’avérera étre la clef qui permet d’aborder la théorie des
fibrés vectoriels adéliques.

Pour écrire cette synthése, nous avons consulté les ouvrages de G. Pisier [R3],
R. Ryan [@] et A. Thompson [@] ainsi que les articles , E,.

Dans tout ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel de dimension n > 1, muni
d’une mesure de Haar vol. L’espace vectoriel dual EY = Homg (F, R) posséde alors
une mesure de Haar particuliere vol®, associée au choix de vol, caractérisée de la
maniére suivante : soit (e, ..., e,) une base de E et le parallélotope

P ={x1e1+ -+ ape,; 0<a; <1}

De méme, on dispose de la base duale (ef,...,e%) et du parallélotope dual &*

rn

associé. Alors vol® est 'unique mesure de Haar telle que
vol(Z) vol*(Z*) =1.

Soit C' C FE une partie convexe, d’'intérieur non vide, compact et symétrique par
rapport a lorigine. Un tel ensemble est appelé corps conveze (symétrique*). La
fonction jauge

Vee B, j(x) ::inf{)\>0; %eC}

fait le lien entre une norme sur F et le corps convexe qui est la boule unité pour
cette norme. Autrement dit, le couple (F, C) est la donnée d’une structure normée
(E, j) sur lespace vectoriel E. Dans la suite, nous noterons aussi ||.|| la norme j sur
E.

Définition 2.1. Le polaire de C, noté C°, est lensemble C° :=
{o e EY; [p(O) € [0,1]}.

On vérifie que C° est la boule unité fermée de lespace dual (EV,jV). Lorsque p €
[1,+00], on note b, (ou by, g) la boule unité fermée de I'espace de Banach £} :=
(R™,[.]), on

p p\1/p . 1
(3) (@1, s 2n)|p = {(|$1| + -+ a2 |?) sip e [L, +oo,

max {|z1|, ..., |Tn|} si p = 4o0.

Sip €]0,1] et n > 2, cette application |.|, n’est plus une norme et b2 n’est plus
convexe, mais cela reste un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Ainsi, pour

*Tous les corps convexes considérés dans ce texte sont symétriques et nous omettrons de le
préciser a chaque fois.
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tout p > 0 et pour la mesure de Lebesgue vol,, sur R, on a

(4) vol,, (bg) = w

r(1+§)

ou I'(z) = f0+oo t*~le=tdt (voir formule (§) un peu plus loin). De méme, e
désigne la boule unité fermée pour la norme |.|, sur C". En identifiant C" & R*",
la mesure de Lebesgue de b? - vaut

(5) volsy, (bﬁ,c) = (g)nvoln (bﬁ{é) )

A un corps convexe C, I'on peut associer l'invariant suivant :

Définition 2.2. Le produit de Mahler du corps convexe C, noté P(C), est le produit
vol(C) vol* (C°).

Ce nombre réel ne dépend pas du choix de la mesure de Haar vol sur E. De
plus, il est invariant par isomorphisme : si u € GL(E) alors P(u(C)) = P(C). C’est
pourquoi ’'on peut omettre la référence a E dans la notation du produit de Mahler.

Théoréme 2.3. Pour tout corps convere C, on a
P(C) < P(b?) (Blaschke-Santald)
et lexistence d’une constante absolue ¢ €10, 400[ telle que
P(C) > e “"P(b?) (Bourgain-Milman).

La premiere inégalité a été établie dans [ﬂ,@], articles auxquels on peut adjoindre
le texte de J. Saint-Raymond [BU] qui comporte une preuve « élémentaire » de ce
résultat et qui démontre qu’il y a égalité seulement si, dans une certaine base de
E, le convexe C' est la boule unité euclidienne usuelle (on dit alors que C' est un
ellipsoide). La seconde inégalité, démontrée dans [E], est plus difficile & obtenir.
Une valeur explicite pour la constante ¢ n’est pas connue a I’heure actuelle. Aussi
peut-il étre utile de mentionner une minoration plus faible due & K. Mahler [R1] :

4n

P(O)= G

minoration qui entraine®
P(C) > e~mleelen) p(p2)

Une preuve de la conjecture de Mahler P(C) > 4™/n! permettrait d’obtenir une
constante ¢ explicite dans l'inégalité de Bourgain-Milman.

Ellipsoides de John et Lowner. Un ellipsoide de E est un ensemble de la forme
D={z€FE; qlz) <1} ougq: E — R est une forme quadratique définie positive.
Si l’on fixe une base de F qui permet d’identifier £ & R"™, un ellipsoide est 'image de
la boule unité euclidienne b2 par un isomorphisme de E. En particulier, le produit
de Mahler de D est celui de b2.

*Le calcul qui conduit & cette minoration est basé sur la formule donnée auparavant pour le
volume de b% ainsi que sur l’existence d’une fonction 7, décroissante, positive et nulle & I'infini,
telle que

Ve >0, I'(l+z)=+V2rzx (E)I e(®)
e
(voir @}, chap. 2, § 4).
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Définition-théoréme 2.4. Etant donné un corps convexe (symétrique) C, il existe
un unique ellipsoide J(C'), appelé ellipsoide de John, inclus dans C' et de volume
maximal. De méme, il existe un unique ellipsoide L(C), dit ellipsoide de Léwner,
contenant C' et de volume minimal.

La seconde assertion découle de la premiere par dualité : J(C)° = L(C®), car
P(J(C)) est constant, égal & P(b?). L'unicité est le point difficile et remarquable
de cet énoncé. Elle entraine les inclusions C' C /nJ(C) et L(C) C /nC (ce n’est
pas immédiat, voir [B7], p. 84). En notant l.lsccy (resp. |.|L(c)) 1a norme euclidienne
sur F associée a J(C) (resp. L(C)), cela se traduit par les inégalités

1 . .
Ve € E, ﬁm.](@ <j@) < l|zlye) et |z|pe) <jlx) < Vnlzliey -

On dispose ainsi de deux structures euclidiennes qui encadrent la norme donnée sur
E.

Quotient volumique. Ce paragraphe emprunte beaucoup au texte [@] de M. Rogal-
ski. On note B(E, ||.||) la boule unité fermée de V’espace vectoriel normé (E, |.||)-

Définition 2.5. Le quotient volumique* de (E,|.||), noté vr(E), est le nombre réel
> 1 défini par

Vo . 1/m
vr(E) := inf { (W) ; D ellipsoide C B(FE, |||)} .

La définition méme de ’ellipsoide John entraine

)_(VwMEw%JW’

) =\ Sl B, L)

et linclusion C' C /nJ(C) donne alors vr(E) < +/n. Dans cette inégalité, la

fonction n +— /n ne peut pas étre remplacée par une fonction f telle que

f(n)/v/n - 0. En revanche, on peut montrer que vr(E) < §/n ot § €]0,1]
n—-10oo

est explicite (par exemple § = 0,95). M. Rogalski a calculé le quotient volumique
de /P :

B =

vM%%@WW@ﬁﬁ”¢%(u%>ﬁﬁp

ou @,(n) € [1/3,2] et ®,(n) 0 1.

n—-10oo

Nous aurons également besoin de la variante avec I’ellipsoide de Lowner.

Définition 2.6. On note vr(E) le nombre réel > 1 défini par

_ vol(D) ) m -
vr(E) :=sup (— ; B(E,|.||) € D ellipsoide , -
(&) {vaEum (D
On a donc

_ ([ vol(L(B(E,|I.])))) e et vt n
w0 = (mE ) o TS

*Volume ratio en anglais.
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Distance de Banach-Mazur.

Définition 2.7. Etant donné deux corps convexes Cq et Cy de FE, la distance
d(C1, Cs) entre ces deux ensembles est

d(Cl, 02) := inf {ab, a >0, b > 0, CiCaCy et Cy C bCl} .

La distance — dite de Banach-Mazur — entre les espaces de Banach Ey = (E, C})
et By = (F,Ch) est

d(E1, E2) :=inf {d(C1,u(C2)); u € GL(E)} -

Plus généralement, la distance de Banach-Mazur entre deux espaces de Banach F
et F' de méme dimension (finie) est d(E, ¢(F')) olt ¢ : F' — E est un isomorphisme
quelconque entre F' et E.

Cette derniere quantité ne dépend pas du choix de . La terminologie « distance »
se justifie par l'inégalité d(F1, E5) < d(FE1, E2)d(Es, E3) ou Ey, Es, E5 sont des
espaces vectoriels normés de méme dimension. La distance qui nous intéressera
le plus dans la suite est celle entre (E,|.|) et 2. Par définition méme de cette
distance, pour tout € > 0, il existe une norme euclidienne |.|c sur E telle que, pour
tout z € F, on ait

(6) Ve e E, |z <[z <dA(E,£)(1+¢)lz|. -
On vérifie alors ’encadrement
(7) 1 <vr(E)vr(EY) <d(E,2) < Vn,

sans qu’il y ait égalité en général. En réalité 'on peut méme exhiber une suite
d’espaces normés FE,, de dimension n telle que

d(E,, %)/ vr(E,) — +oo.

n—-+o0o

On a aussi 1 < vr(E)vr(EY) < d(E, £2).

Somme directe. Soit E, F deux espaces vectoriels normés de dimensions respectives
n et m. Soit ¢ une norme symétrique sur R?, invariante par changement de signes
sur les coordonnées, telle que ¢(1,0) = ¢(0,1) = 1. On munit la somme directe
E®F delanorme ||(z,y)||re.r = s(||z| &, |y||F). L'espace vectoriel normé obtenu
sera noté E @&, F. On vérifie

®) VeekE, vyeF, max{|z|z ylr} <@ y)lee.r <|zle+ylr -

Proposition 2.8. Avec les données ci-dessus, soit volg (resp. volg) une mesure
de Haar sur E (resp. F'). On dispose de la mesure produit volggp := volg ® volp
surE®©F ~FExF. On a alors

n+m\ " volpgr(B(E @ F\ ||| po. F))
( ) = volg(B(E, ||.||)) volr(B(F, |.||r)) =

n
Démonstration. L’inégalité de droite est une simple conséquence de I'inclusion
B(E® F|.|zer) € B(E, |.|z) x B(F, [lI[r),

qui résulte de la majoration max{||z(|g,[lyllr} < [|(z,y)||pe r. Lautre inégalité
repose sur la formule intégrale

(9) ¥p >0, volg(B(E,|.|g)) xT (1 + g) = /Ee*”“l% d(volg)(z),



10 ERIC GAUDRON

qui s’obtient grace au théoréme de Fubini en intégrant (e~*dt)®d(volg) sur I'ensem-
ble {(t,z); t > |lz||%} € R x E. On applique cette formule & E @, F et p = 1. De
la majoration ||(z,vy)||re.r < ||z|lg + ||yl 7 découle I'inégalité

volggr(B(E & F, ||| ze.r))(n+m)! > / e~ I#le=lle d(vol pg ) (2, ),
EGF
et la derniére intégrale vaut exactement (volg(B(E, ||.||g))n!)(volp(B(F, ||.||r))m!).

Ceci conclut la démonstration.

Remarque 2.9. Sic(a,3) = (|a|?+|8P)'/P, p > 1, la formule intégrale (f) fournit
Iégalité

vlssr(BE® Fllpo.r)) D (LH5)T(1+5)
e BUE. [ 1o vole (BUE L) T (14 222)

(10)

Autrement dit, le quotient des volumes ne dépend que des dimensions de E et de
F.

Normes tensorielles. Sur le produit tensoriel de deux espaces vectoriels normés de
dimension finie coexistent de nombreuse normes, que 1’on peut obtenir de maniere
« naturelle » a partir des normes sur les espaces de départ. Les conditions minimales
que nous exigerons pour une telle norme sur le produit tensoriel sont les suivantes.

Définition 2.10. Soit ¢ un entier > 1. Une norme tensorielle* d’ordre £ est la
donnée pour tous espaces de Banach (E;, ||.||g;)1<i<¢ (sur R ou C) de dimension
finie d’une norme «(-; E1, ..., Ey) sur le produit tensoriel By ® --- ® Ey telle que :

(i) pour tout i € {1,...,¢}, pour tout e; € E;, on a
¢
ale1 @ @ep B, ..., Ep) <[] lleill e,
i=1

(ii) la famille o = (a(-; E1,..., Ee))(E,,... B, doit vérifier : Pour tout i €
{1,...,£}, pour tous espaces normés E; et F; de dimension finie et toutes
applications linéaires u; : E; — F;, la norme d’opérateur de u; ® -+ ®@ uy :
Fi1® - -® FEy — F1 ®---® Fy est plus petite que le produit des normes
d’opérateur Hle [z ]

Une norme tensorielle hermitienne est une norme tensorielle qui restreinte aux
espaces hermitiens est la norme hermitienne usuelle! sur le produit tensoriel. Nous
noterons B ®q - -+ Qo Ey¢ ou ®£,i:1Ei I’espace vectoriel F1 ® --- ® Fy =: ®f:1Ei
muni de la norme a(-; F1, ..., Fp).

On montre aisément que si les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont réalisées alors
. ez ¢ ¢
ily aégalité : afer @ --- @ er) = [[i-y lleill i et lur @ -~ @ uell = [Ty [luall-

Exemples 2.11. Normes de Chevet-Saphard (d’ordre 2). Soit (E, ||.||g) et (F, ||.||F)
deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit £ € N\ {0}. Soit p € [1, +o0]
et p’ son conjugué, c.-a-d. 1/p+1/p’ = 1. Si (ey,...,e/) € EY, on note

1/p
L .
(Tiiledly) ™ sit<p<os,

maxi<i<¢ {[les]| 5} sl p = +o0.

e, ... eo)llp :=

* (Finitely generated) uniform crossnorm, selon la terminologie de Schatten (voir [@L chap. 6).
fAutrement dit, si £ et I sont hermitiens, munis de bases orthonormées (e1,...,en) et
(f1,- -, fm) respectivement, et si z =3, ;x; je; ® f; € E® F alors a(z;E, F)2 =%, J |z 512
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De méme, si (f1,...,f¢) € F*, on pose

H(flv" 7fl)H;u = Sup{

¢
Z/\ifi
im1

(le w est linitiale de weak). Alors la norme & gauche de Chevet-Saphard, notée g,
ou gp(; E, F), est la norme sur E' @ F' définie par : pour tout z € E® F,

; (Alv"'7>\€) Ebz}
F

y4
sM%EF%M{HQWWWMMﬁVWﬁH%zE:ﬁ®ﬁ}~

i=1

Cela définit une norme tensorielle d’ordre 2 (voir [29]) et, pour p = 2, la norme g,
est une norme tensorielle hermitienne au sens ci-dessus.

Cet exemple et une simple récurrence permettent de construire des normes ten-
sorielles (éventuellement hermitiennes) d’ordre quelconque.

L’observation suivante, bien que tres simple, sera d’un usage constant dans la
suite (le corps de base est R ou C).

Proposition 2.12. Soit £ € N\ {0} et a une norme tensorielle d’ordre £ . Pour
touti € {1,...,¢}, soit B C E; des espaces vectoriels de dimension finie. Soit |.| g,
et |.|g; deux normes sur E. et E; respectivement. Supposons que, pour tout e; € E!,
on a lej|p, < leilp;. Alors, pour tout e € ®f_ Bl ona

ale; (B, [By), - - - (B, ||E[)) < afe (Eiv ||E{)7 R (Eév ||E2;)) :

Démonstration. 1l s’agit de la condition (iii) caractérisant la norme tensorielle a,
appliquée aux morphismes d’inclusion z +— z de (E}, |.|g;) dans (E;, |.|g,) pour tout
ie{l,...,0}. O

Remarques 2.13. a) Le lecteur peu accoutumé prendra garde aux nom-
breuses chausse-trapes des normes tensorielles. Pour a d’ordre 2, la loi
interne (E, F) — E ®, F sur 'ensemble des espaces normés de dimension
finie n’est en général ni associative ni commutative. De plus, si F' est un
sous-espace vectoriel de E, la norme «a(; F, F') sur F'® F n’est en général
pas la restriction de la norme a(; E,E) & F @ F (c-a-d. F ®, F n’est pas
un sous-Banach de E ®, E). Il en est de méme pour un quotient £ — G
ou pour la dualité : la norme sur (EY ®, FV)" n’est en général pas égale &
a(; EF).

b) Dans la suite, nous demanderons souvent aux normes tensorielles d’étre
hermitiennes. Au dela de la norme go de I’exemple , il existe en réalité
une infinité de telles normes tensorielles, non équivalentes entre elles, comme

I'affirme un résultat de Schatten & Puhl (voir [[4], p. 357).

Cas d’un espace vectoriel complere. Dans ce paragraphe, E est un C-espace vec-
toriel de dimension n > 1. Soit C C E un sous-ensemble convexe et compact,
d’intérieur non vide. Afin que la jauge définisse une norme sur E (en particulier
pour que la relation j(e?z) = j(x) soit vérifiée pour tous § € R et z € E), on
suppose

(11) VocR, Y. C=C.

Notons Fr le R-espace vectoriel sous-jacent a F et Cgr le sous-ensemble de Fr
induit par C. Aux objets Er et Cr 'on peut appliquer les résultats précédents et, en
particulier, ’on dispose des ellipsoides de John et Lowner associés & Cr. Les normes
euclidiennes sur Fr données par ces ellipsoides définissent des normes hermitiennes
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sur FE. En effet I’hypothese (@), I'unicité de ces ellipsoides et la conservation des
volumes par les applications

=z +ixs € Eg — € -z = 21086 — xosinf + i(x1 sinf + a2 cosf) € Er

ou # € R, entrainent
e . J(Cr) = J(Cr) et €. L(Cr)=L(Cr).

Ainsi J(Cr) et L(Cr) définissent des ellipsoides complexes de E, c.-a-d. égaux a la
boule unité fermée b7 o de I'espace hermitien usuel (C™,|.|2), aprés le choix d’une
base convenable de E. Comme dans le cas réel, on les note plus simplement J(C') et
L(C). L’hypothese ([L)) assure en réalité que tout se passe comme si I'on raisonnait
dans Er ~ R?". Le quotient volumique d'un C-espace vectoriel normé (E, ||.||) est
défini par la formule

IB(E, .1\ *
vr(E) = inf { (W) ;D ellipsoide complexe C E }

ou vol est une mesure de Haar sur E. Comme dans le cas réel, cette quantité est
atteinte pour ellipsoide de John J(C). De méme la définition de la distance de
Banach-Mazur s’étend au cas complexe. Et ’on dispose de ’encadrement

(12) 1<vr(E)vr(EY) < d(E,En c) <V2n=/dimgr E .

3. FIBRE VECTORIEL ADELIQUE

Suivant en partie R. Rumely et al. [@], nous définissons ici une notion de fibré
vectoriel adélique sur Speck, qui généralise celle de fibré vectoriel hermitien sur
Spec Oy, qui est a la base méme de la géométrie d’Arakelov.

Soit k£ un corps global et v une place de k. On note C, la complétion d’une
cloture algébrique de k,. Si K est une extension finie de k et w une place de K au-
dessus de v, on a un isomorphisme topologique de corps valués C,, ~ C,,. Soit E un
k-espace vectoriel. Une norme sur E ®j, C,, est une application ||.||, : F® C, — R*
qui satisfait aux trois conditions :

(i) Ve e E®QC,, ||z||, =0 <= = =0.
(ii) Ve € E® C,, YA € Cy, || Ax]|o = [Alv- [|2]|o-
(iif) Va,y € E® Cy, [l +yllo < [lzflo + llyllo:

Définition 3.1. Un fibré vectoriel adélique E = (E,(|.||l,)») sur Speck est la
donnée d’un k-espace vectoriel F de dimension finie n et d’'une famille de normes
|-|ls sur E ® C,, aux places v de k, soumise aux contraintes suivantes :

1) Il existe une k-base (e1,...,e,) de E telle que, pour toute place v ul-
tramétrique en dehors d’un nombre fini, la norme sur F ®; C, est donnée
par

(13)

E Li€i

2) Soit Gal(C,|k,) Pensemble des automorphismes continus qui laissent
invariants les éléments de k,. Alors |.||, est invariante sous l'action
de Gal(C,lk,) : étant donné une k,-base (ai,...,q,) de E Qi k, et
(1,...,2,) € CF, 0 € Gal(Cylky), on a

= max {|xl| }-

lo(x)ar + ... + o(zn)an|lo = l|z100 + - + Tpan]v -
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3) Si v est ultramétrique alors
Va,y € E@p Co, [z +yllo < max {||z]lo, [[yll}
(ultra-norme selon la terminologie de Bourbaki).

Un fibré en droites adélique est un fibré vectoriel adélique de dimension 1. Un fibré
adélique hermitien est un fibré vectoriel adélique dont toutes les normes aux places
archimédiennes de k sont hermitiennes. Par extension, nous parlerons encore de
fibré adélique hermitien lorsque k est un corps de fonctions.

Cette définition appelle quelques commentaires. Tout d’abord, rappelons qu'un fibré
vectoriel hermitien sur Spec O, (k corps de nombres nécessairement) est la donnée
d’un Op-module projectif de type fini £ et de normes ||.||, euclidiennes (resp. her-
mitiennes) aux places archimédiennes réelles (resp. complexes) de k sur les espaces
€ ®o, kv. De plus, si v est complexe, la norme ||.||, est supposée invariante par
conjugaison complexe. Cette hypothese supplémentaire correspond exactement a la
condition 2) ci-dessus. La cohérence avec la notion de fibré vectoriel adélique sur
Spec k est assurée grace aux deux observations suivantes. D’une part, le module &
fournit naturellement une structure entiére de E = £ ® k au sens ou la norme en
une place ultramétrique v de k& que ’on choisit sur F ®j C, est donnée par

(14) Ve e E®; Cy, |zl|lpw = inf{|a|v; ae€C,, x€a. (5 ®o, @v)}

ou l'anneau @U est 'anneau de valuation de C, (c.-a-d. sa boule unité fermée).
En considérant une famille génératrice minimale de £ sur Oy, on vérifie que cette
norme satisfait & la formule ([[3)), et en particulier elle est invariante sous I'action de
Gal(C,/k,). D’autre part, une métrique euclidienne sur £® k, (v réelle) se prolonge
naturellement et de maniere unique en une métrique hermitienne sur £ ® C,, car
une telle métrique est déterminée par une matrice réelle symétrique définie positive,
unique & conjugaison pres par les éléments du groupe orthogonal O,,(R). Ce dernier
point est remarquable. L’unicité du prolongement n’est plus vraie en général lorsque
E®k, est muni d’une norme quelconque. Il n’existe pas de procédé « canonique » qui
permette d’étendre une norme ||.|| sur une espace vectoriel réel EQR au complexifié
E®C ~ FE®R®IE®R. Considérons par exemple un élément p € [1,+o0] et
posons, pour a = a1 + ias € E® C,

o= (27 BT a4 o) sip < oo,
7 Lmax | o)) sip = -+oc,

La fonction a — [|al[, ne définit pas en général une norme car ||Aaf[, peut étre
différent de || ||a||~p pour A € C. En revanche, si lon définit

lallf = sup { le“all,; 6 € [0, 2]},

on vérifie alors que |.[|# est une norme sur E @ C, invariante par conjugaison
complexe et égale a ||.|| sur E® R (*). Si p = 2 et si ||.|| est euclidienne alors
H||§’E est la norme hermitienne qui prolonge ||.|| & E® C (voir 'exemple 1.3, p. 16,
de [g]). Cette observation — absence d’un prolongement naturel — est la raison
essentielle qui justifie que les normes associées a un fibré vectoriel adélique soient
définies sur E ® C, (ou E ® k,, ce qui revient au méme quitte & prolonger ensuite
par continuité, de maniere unique, & F ® C,). Il est alors possible d’opérer une
extension des scalaires en considérant une extension finie K|k et le fibré vectoriel
adélique Eg dont I’espace sous-jacent est F @ K, avec les mémes normes que E.

in{l_1
*Cette derniere propriété est la raison pour laquelle le facteur de normalisation o™i { 2 r ’O}

apparait dans la définition de ||a||z,¢, ce facteur étant égal & (cos 6)P + (sin@)P}—1/»,

inf {
0<0<2r
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Par ailleurs, la premiere condition dans la définition @, si elle est remplie, est
alors vraie pour toute k-base de E, quitte éventuellement & accroitre le nombre de
places v qui ne conviennent pas. En réalité, si 'on fixe une k-base (ey,...,e,) de
E, il existe une matrice d’adeles finis (¢, )y € GLy,(ka, r) telle que, pour toute place
ultramétrique v de k, on a
(15) Ve e Cy, ||zier+ -+ zpen|o = max {[(cy.2)il,}

1<i<n
ott (¢,.x); désigne la i®™¢ coordonnée du vecteur c,.x. En effet, d’apres la propo-
sition 3 du chapitre II, p. 26, de [@], et étant donné une place ultramétrique v, il
existe une k,-base (aq,...,a,) de E® k, telle que

(16) Ve ek, |lxion 4+ xnan|, = max {lzilv} -

Autrement dit, il existe ¢, € GL,(k,) tel que la relation ([LF) soit satisfaite pour
tout x € k7. La matrice ¢, est la matrice identité pour presque tout v. Pour obtenir
Pégalité (@) avec x € C}, on observe que si K,, est une extension finie de k,, il
existe une matrice ¢,, € GL,,(K,,) telle que

(17) Ve e K], |lxie1+ -+ xnenll, = max {l(cw-z)il,} -

En se restreignant & x € k] et en choisissant les vecteurs de la base canonique de
k™, on constate que cyc,;t € GL,(Oy) (O, est 'anneau de valuation de K,) et
I’égalité (@) reste vraie en remplacant c,, par c,. Elle est donc valide pour z € EZ
et, par continuité, pour x € C7.

Si, comme nous I’avons vu plus haut, un fibré vectoriel hermitien £ sur Spec Oy,
fournit une structure entiere pour £ = £ ® k, la réciproque est également vraie. Si

I'on se donne un fibré vectoriel adélique E sur Speck, ’ensemble
E={zxecE; Yvioo, |z|Eg» <1}

est une structure entiere pour F. Dans cette écriture, si k est un corps de fonctions,
les places v exclues sont celles qui sont au-dessus de la place oo de Fp[T] définie
dans les préliminaires. Notons Oy, := {z € k; Yv { 00, |z|, < 1} 'anneau des entiers
de k. Cet ensemble est aussi la fermeture intégrale de ’anneau

Z si k est un corps de nombres
Oko =

F,[T] sik est un corps de fonctions

(voir [, chap. VI, § 3, corollaire 3), et & ce titre il est de Dedekind. L’ensemble
& est un module sans torsion sur Ok. Vu la caractérisation ([1) des normes de E
aux places ultramétriques, il existe un élément N € Oy, \ {0} tel que NE C €&,
ce qui entraine que & est de type fini. Cela montre que £ est projectif de type fini
(voir [@], chap. 1, § 9) et on vérifie que, pour toute place v de k, qui ne domine
pas la place oo, la norme sur £ ®; C, induite par £ au moyen de la formule (B)
est égale & la norme ||.|| g, de départ.

Enfin, signalons que certains auteurs accordent (ou accorderaient) aux normes
[I-llo de n’étre que des semi-normes. Ici cela semble a priori exclu en partie a cause
des résultats du paragraphe précédent dans les espaces normés dont nous aurons
besoin.

3.1. Exemples de fibrés vectoriels adéliques. L’exemple le plus simple est
celui de lespace k lui-méme, qui, muni des différentes valeurs absolues |.|,,, possede
une structure de fibré vectoriel adélique (dite « triviale »). D’autres exemples sont
les fibrés vectoriels adéliques que l'on va noter (k",|.|,) avec p € [1,4o00], dont
la structure entiere est donnée par la base canonique de k™ et ou, en une place v
archimédienne, la norme |.|, est celle définie par la formule (ff). L’on pourrait bien
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sur panacher plusieurs normes de ce type aux différentes places archimédiennes
ou changer la structure entiere en choisissant une autre base de k™. Mais au-dela
de ces exemples et a l'instar des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Oy, il existe
d’autres exemples provenant de la géométrie algébrique, obtenus en considérant
I’espace des sections globales d’un fibré en droites métrisé adéliquement sur une
variété projective au-dessus de k (voir § E)

3.2. Lien avec la notion de convexe adélique. Etant donné une place ul-
tramétrique v de k, une partie C, de E ® k, est appelé k,-réseau si C, est un
O,-sous-module de E® k,,, & la fois ouvert et compact. Fixons une k-base de F qui
permet d’identifier £ a k™. Dans toute la suite, nous supposons que le k,-réseau C,
s'identifie a O}, pour toute place v en dehors d’'un nombre fini. Si v est une place
archimédienne de k, soit ), un sous-ensemble convexe de F ® k,, d’intérieur non
vide, compact et symétrique par rapport a ’origine. L’origine est un point intérieur
de C,. Si v est une place complexe, on suppose de plus que

(18) Vo R, ¢9.C,=0C,.

Définition 3.2. Un conveze adélique est un sous-ensemble C' de Eao = E ® ka de
la forme [], C,, ol les ensembles C,, vérifient les hypotheses ci-dessus.

Si E est un fibré vectoriel adélique sur Spec k, la boule unité fermée de E
B(E) ={(2v)v € Ea; Vv, [[20]ly <1}

est un convexe adélique. En effet, I'ensemble C, = {z, € E ® ky; ||zo]ls < 1}
convient dans tous les cas et la condition 1) de la définition B.1 assure que C,, ~ O
pour presque tout v. On a également une réciproque :

Proposition 3.3. Tout convexe adélique sur k est la boule unité fermée d’un fibré
vectoriel adélique sur Spec k, non nécessairement unique.

Démonstration. Si v est une place archimédienne, l'on sait que la donnée d’un
ensemble convexe C,, comme ci-dessus équivaut a la donnée d’une norme sur E ®
k, dont C, est la boule unité correspondante, norme donnée explicitement par
l’application jauge j, : E ® k, — R :

jo(@) = inf {A > 0; ; €C,}-

La norme ainsi construite se prolonge & F ® C,, (sans que le prolongement ne soit
unique). Comme nous l'avons déja mentionné, I’hypothese (@) intervient dans le
cas complexe pour assurer I’égalité j,(ax) = |alj,(z) pour tousa € Cet z € E®, C.

Si v est une place ultramétrique, soit m, une uniformisante de O, (c.-a-d. un
générateur de 'idéal maximal principal de O,). Et, comme dans le cas précédent,
considérons pour x € F ® k, le nombre réel

jol(z) = inf{A Imolh: h e Zet % € CU}~
v
Ce nombre est bien défini car C), est ouvert et la borne inférieure est un minimum
car C, est compact. On vérifie alors que j, définit une norme ultramétrique sur
E ® k, dont C, est la boule unité fermée. Comme nous l’avons vu plus haut,
cette norme s’étend & C? wia le choix d’une matrice ¢, € GL,(k,) convenable.
L’hypothese C,, ~ O} permet de prendre ¢, égal a la matrice identité pour presque
tout v. La collection des normes (j, )., prolongées aux espaces E ® C,, fournit la
structure adélique recherchée. O

Remarque 3.4. Si E est une droite, il n’y a plus d’ambiguité selon que l'on
regarde £ ® k, ou E® C, (v archimédienne) ; les métriques aux éventuelles places
archimédiennes de k sont alors automatiquement hermitiennes.
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Il arrive souvent que les normes aux places ultramétriques proviennent toutes
d’une méme base (e1, ..., e,) de E, comme dans la formule (B) de la définition @
Cette base fournit la structure entiére du fibré vectoriel adélique E. Lorsque E = k™,
la base canonique donne une structure entiere naturelle, utilisée par défaut dans la
suite.

3.3. Opérations algébriques sur ’ensemble des fibrés vectoriels adéliques.
Soit E, F' des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k de dimensions respectives n et
m.

Sous-fibré et quotient. Nous dirons que F est un sous-fibré de E, et nous écrirons
F C E,si F C E, et si, en chaque place v, la norme |||, est la restriction de |||z »
a F ® C,. De méme, si F C F alors le quotient E//F est muni d’une structure de
fibré vectoriel adélique sur Spec k en considérant les normes quotient.

Somme directe. 11 n’existe pas de norme plus naturelle qu'une autre sur la somme
directe (ou le produit) d’espaces vectoriels normés. Afin d’assurer la compatibilité
avec la somme directe hermitienne de fibrés vectoriels hermitiens, la norme, par
défaut, que nous choisirons sur £ @ F est, pour tous x € EQ C,,, y € F ® C,,

@ 9)llmory = {

max {||z||ew, |yl|Fo} siv est ultramétrique,
9 1/2
(211, + lyl%.)

Nous noterons E @3 F ou, plus simplement, E @ F, le fibré vectoriel adélique
obtenu de la sorte. Si I'on remplace la norme |.|2 par la norme |.|,, p € [1,+00],
nous noterons E Dp F le fibré vectoriel adélique que l’on obtient. Il peut étre
utile parfois d’avoir (encore) un peu plus de souplesse dans le choix des normes.

si v est archimédienne.

2
F.v

Etant donné une place archimédienne v de k, considérons ¢, une norme symétrique
sur R?, invariante par changement de signes sur les coordonnées, telle que
6(1,0) = ¢,(0,1) = 1. Posons ¢ := (g)y|ec- Le fibré vectoriel adélique E ®¢ F
est par définition I'espace E @ F' muni, aux places archimédiennes, des normes
Iz, V)|l Ea Fv = So(l|z]| B0, |¥||Fv). Les normes aux places ultramétriques sont les
mémes que précédemment.

Remarque 3.5. Ces opérations préservent la structure hermitienne quand les ob-
jets de départ en sont pourvus.

Dual et norme d’opérateur. Le fibré vectoriel dual E' est I’espace dual EY =
Homy(E, k), muni des normes duales usuelles :

Voe (E@Cy), ¢l

o ::sup{'w(x”v; r € FE®C,, x;«éO} .
’ ] 2.0

Plus généralement, 'espace Homy(FE, F') des applications linéaires entre F et F

est muni aux différentes places v des normes d’opérateurs usuelles, obtenues en

remplagant |¢(z)|, par ||¢(z)||F» dans Pexpression ci-dessus. D’une maniere alter-

native, on a, pour tout ¢ € Homy(E, F) ® C,,

el ttom(z. .0 = sup {y"(@(2)) 5 y* .0 = ll2]0 =1} -

Remarque 3.6. Le bidual (EV)" est isomorphe isométriquement & E et 1’on dispose
de la formule (vraie pour toute place v de k)
(19) Vee E®rCy, |zlpo= sup [o(@)o .

llellpv,o <1
Dans le cas archimédien, il s’agit d’un résultat classique de la théorie des espaces
vectoriels normés de dimension finie (voir [P, chap. IV, § 2.4). Dans le cas ul-
tramétrique, égalité (1) peut se démontrer au moyen de la base (ay, ..., o) de
E ® C,, donnant la formule ([Lg).
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Produit tensoriel. La norme d’opérateur confere au produit tensoriel E ®j F' une
structure de fibré vectoriel adélique via l'isomorphisme F ®; F ~ Homy(EY, F).
Malheureusement, la norme tensorielle ainsi batie sur F ®; F' ne donne pas en
général une structure hermitienne & E®;, F lorsque E et F sont des fibrés vectoriels
hermitiens (sauf si E ou F' est une droite, ou si k est un corps de fonctions).

Définition 3.7. Soit £ € N \ {0}. Une norme tensorielle adélique d’ordre £ sur k
(corps global) est la donnée d’une famille @ = (), indexée par les places v de k
telle que :

1) Si v est archimédienne, o, est une norme tensorielle d’ordre ¢ (au sens de
la. définition P.10).

2) Si v est ultramétrique alors «, est la norme tensorielle ultramétrique
définie de la maniére suivante : pour tout ¢ € {1,...,¢}, pour tout C,-
espace vectoriel ultra-normé (E;,|.||g,) de dimension finie n;, la norme
ay(; F1, ..., Ey) sur ®%_, E; est l'ultra-norme définie par récurrence sur
C:ay(5 B = |||, et au(s; Eq, ..., Ep) s’identifie & la norme d’opérateur
des applications linéaires entre I’espace normé dual (EY, [.][zy) et I'espace
normé (Es ® -+ ® Ey, ay(+; Ea, ..., Ey)).

Une norme tensorielle (adélique) hermitienne est la donnée d’une norme tensorielle
adélique a@ = (), telle que, pour toute place archimédienne v de k, la norme
tensorielle ¢, est hermitienne au sens de la définition .

Etant donné des fibrés vectoriels adéliques E1,...,FE, sur Speck, on notera
a(;Eq,...,Ey) la collection des normes ay(-;(E; ®p Co, 15, o) s (B @k
Cu,ll-l15,.)) sur E1 ® -+ @, By @k Cy, lorsque v varie parmi les places de k.
La définition @ assure que si « est une norme tensorielle adélique, alors le couple

®£7i:1Ei = (B1 ®k -+ @k Eg,a(5 Ev, ..., Eyp))

est un fibré vectoriel adélique sur Speck (lorsque tous les E; sont égaux & FE, on
¢

. 5®al = . = e
notera aussi E° ' 1= ®a1i:1E). Et, de plus, si tous les F; et a sont hermitiens alors

®£¢,i:1Ei est un fibré adélique hermitien. En choisissant aux places archimédiennes
de k les normes de Chevet-Saphard définies dans D'exemple R.11], on obtient des
exemples de normes tensorielles adéliques d’ordre 2, que 'on peut ensuite étendre
a tout ordre. En particulier si a,, = g2 pour toute place v archimédienne alors la

norme tensorielle adélique (v, )., que nous noterons encore go, est hermitienne.

Remarque 3.8. Par récurrence sur /, la formule de bidualité ([d) fournit une ex-
pression concréte de la norme d’opérateur généralisée du point 2) de la définition @,

sous la forme suivante : pour tout entier h > 1, pour tous ac;i) €EE;,1<j< et
1<i<h,ona

h
Qy <Z ®§:1x§-z); FEq,... ,Eg)
i=1

hoot
= sup ZHQO]’(Z';Z)) Vied{l,... 0, [lejlley <1
=1 j=1

v
Produit extérieur et déterminant. L’algebre extérieure A\(F) est le quotient de
Palgebre tensorielle T(FE) par I'idéal bilatere engendré par les éléments z ® x avec
r € E.Soit £ € {1,...,n}. Le £*™° produit extérieur /\Z(E) est donc un quotient du
produit tensoriel E®¢. Il hérite alors de la structure adélique quotient induite par

+=Qal . 1
celle définie précédemment sur E2" au moyen d’une norme tensorielle adélique a
d’ordre ¢. En particulier, si ¢ = n, le déterminant det(E) = A" (E) de E possedent
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une structure de fibré vectoriel adélique sur Spec k. Nous noterons /\iY (E) et dety, E
les fibrés adéliques que 1'on obtient ainsi. Si £ et o sont hermitiens alors le fibré
vectoriel adélique /\i(F) est également hermitien et 'on a dans ce cas, pour toute
place archimédienne v de k,

llex A A egH/\g(E)’U = det((e;, ej)v)%-2 pour tous ej,...,ep € E® C,

((,)v désigne le produit hermitien sur F ® C,).

Produit symétrique. L’algébre symétrique S(F) est le quotient de l'algebre ten-
sorielle T(F) par Iidéal bilatere engendré par les éléments de la forme 2@y —y Q.
Pour ¢ € N, la structure de fibré vectoriel adélique sur la puissance symétrique

SY(E) est celle obtenue par quotient de celle de F&J, une norme tensorielle
adélique o d’ordre £ ayant été fixée au préalable. Nous noterons S%(E) le fibré
vectoriel adélique obtenu de la sorte. Si E et a sont hermitiens alors S%(E) est
également hermitien. Dans ce cas 'on peut préciser la valeur de la norme en
une place archimédienne v de k& d'un élément de S*(E) ®, C de la maniere suiv-
ante. Soit o, : E®f ®, C — E®’ ®, C l'opérateur de symétrisation : pour tous
1,.., 00 € E®,C,onacp,(11Q-Qup) = % 27766[, Tp1) ® - @ Ty (Sg est
le groupe symétrique d’ordre ¢). L’image de o ,, munie de la norme restreinte de
E®%®, C, est un espace hermitien, isomorphe isométriquement 4 S*(E) ®,, C, muni
de la norme quotient comme ci-dessus. De la sorte, si ey, ..., e, désigne une base
orthonormée de E®, C, la famille {e%' - --er; (i1,..., i) € N" et iy 4---+i, = £}
forme une base orthogonale de S*(E) ®, C. Les normes des vecteurs de cette base
se calculent au moyen de la définition de og, et I’on obtient

1/2
i gin — Bi1 & ... Q Bin _ (it il /
et - exllsame.c = lopuler™ @ @ ey )llperg,c = 7
(voir [[l], § 3.3 du cinquiéme chapitre).

Remarques 3.9. - Il existe d’autres normes adéliques « naturelles » sur le
produit symétrique qui ne sont pas obtenues par quotient. Toutefois, une
telle norme « naturelle » se compare a une norme obtenue par quotient
d’une norme tensorielle, avec des constantes de comparaison ne faisant in-
tervenir que ¢ (voir [[[5]).

- Lorsque E et o sont hermitiens, les fibrés adéliques F®al, AL(E) et S‘(E)

«
ne dépendent pas de a et nous simplifierons la notation en ne mettant pas

I'indice «.

4. NOTION DE DEGRE ADELIQUE ET PROPRIETES

Soit E = (E, (|| Jlv)v) un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n > 1.
La boule unité de E est ’ensemble

(20) B(E) :={(v,), € Ea; VYvplacedek, |z, <1}

Définition 4.1. Soit ¢ : £ — k™ un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit vol
une mesure de Haar sur k} . Le degré adélique de E est le nombre réel :

= vol(¢(B(E)))
21 degl :=log —————.
2y B 108 olB ™, 1))
Le degré adélique normalisé est

degE

[k’ : ko]

deg, F :=
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Ce nombre est indépendant des choix de 'isomorphisme ¢, en raison de la formule
du produit, et de la mesure de Haar vol, car elles sont toutes proportionnelles.
Par convention, si E = {0}, on pose d/e\gE := 0. Pour la suite, il est utile de
mentionner des a présent le comportement de ce degré par changement d’échelle.
Soit A = (A,)» € GL(EA). On note A.E = (E, A.||.||) le fibré vectoriel adélique
dont ’espace sous-jacent est E et dont la norme en une place v de k est donnée par
|z]lo :== ||Av(z)||E,». Le déterminant de A calculé dans une k-base de E s’identifie
a un idele de ka dont la valeur absolue | det A|ao ne dépend pas du choix de cette
k-base. Compte tenu des normalisations du début de ce texte (en particulier la
formule (|)), on déduit la relation

(22) deg(E, A.||.||) = degE — log | det A4 .

Par ailleurs et bien que nous ne l'utiliserons pas dans la suite, signalons qu'il existe
également une caractéristique d’Fuler-Poincaré d'un fibré vectoriel adélique E, que
I’on peut définir en posant

vol(B(E))
covol(E)
ou vol est une mesure de Haar quelconque sur Ea et covol(E) = vol(Ea/E). Le

lien avec le degré adélique s’exprime au travers d’une formule analogue a celle de
Riemann-Roch :

X(E) = log

X(E) = degE + x(k™, |.|2)
(voir [B4,Bq)).

Notation. Soit Ey = (E,|.|1) et Ex = (E,||.||2) deux fibrés vectoriels adéliques
ayant le méme espace sous-jacent E. Si, en toute place v de k et pour tout x €
E® Cy, on a ||z]l1.5 < ||7]|2,» alors nous écrirons By < Fs.

L’intérét de cette écriture est le fait suivant.

Lemme 4.2. Si E; < E5 alors (Te?gfg < d/e\gE

Cela résulte de I'inclusion des boules unités B(E2) C B(E}).
Lemme 4.3. Soit o une norme tensorielle adélique d’ordre { € N \ {0}. Pour
tout i € {1,...,0}, soit E; = F,; deux fibrés vectoriels adéliques sur Speck.
Alors ®€m’:1Fi < ®£,i:17i' En particulier on a F?aé = F(lgaé, /\2 Eq < /\fY Fi,
deta Fl j detafl (SZ = dlmEl) et Sé(El) j Sg(Fl)

Le premier résultat découle directement de la proposition . Et les suivants

sont conséquences des définitions.
Ces observations seront souvent utilisées dans la suite.

4.1. Exemples. Au paragraphe EI, nous avons introduit le fibré vectoriel adélique
(™, |.1p), p € [1,40¢]. Si k est un corps de fonctions alors le degré adélique de
(k™. |.|,) est nul. Si k est un corps de nombres, les calculs () et () des volumes
des boules unités réelle et complexe donnent la formule exacte :

1\" n 2\"
r(1+5) (14 2) r(1+5) nl
r(1+2) (/7 r(1+2)
ou 71 et 7o sont respectivement le nombre de places réelles et complexes de k.

Lorsque n — +o0 et p est fixé, la formule de Stirling, qui se trouve en note au bas
de la page E, fournit le développement asymptotique

(24) deg(k",|.|,) = anlog(n) + bn + ¢ + o(1)

(23)  deg(k™,|.|,) = 1 log

+ 79 log
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avec

—
R

1+ %) (pe)'/? r (1 + %) (p/2)%/®

b :=rylog S + ro log ey ,
c ::7(7’1 +72) log (2) .
2 2

4.2. Expressions alternatives du degré adélique.

Lemme 4.4. Soit E un fibré en droites adélique et s € E'\ {0}. On a

(25) degE = — > ny log||sl, -

Démonstration. 11 suffit d’observer que si x = A.s € EQ® ky, A € ky, alors ||z, <1

équivaut a |A], < ”;H . Légalité (P]) fait le lien entre les volumes et permet de

conclure. O

On en déduit le
Lemme 4.5. Pour tout fibré adélique hermitien E, on a (TeTgE = d/enget E.

Démonstration. Nous avons vu que les normes de E aux places ultramétriques
peuvent s’exprimer au moyen d'un adele fini (c,)uoc € GLn(ka,y), apres le choix
d'une k-base e := (ey,...,e,) de E. L’hypothese faite ici sur E signifie que le méme
phénomene se produit aux places archimédiennes et qu’il existe un prolongement

¢ = (¢y) € GL,(ka) tel que, pour toute place v de k, on a
(B ~e ky, ||-llv) = co-(ky, | ]2) -
Ainsi chacun des quotients

vol ({z € ky ; [lz]l. <1})
vol ({x € kI ; |20 < 1})

égale | det(cy)|, ™ = |lerA- - -Aen|l, ™. Le lemme précédent permet de conclure. O

Ces deux lemmes montrent que le degré adélique coincide avec le degré
d’Arakelov sur le domaine de définition de ce dernier, a savoir les fibrés vectoriels
hermitiens sur Spec Ok. Le degré adélique en est donc une généralisation.

Lorsque k possede des places archimédiennes, la norme |||, de E en une telle
place est comparable a la norme de John, introduite a la suite de la définition E
Notons |.[ ;) cette norme hermitienne étendue a 'espace £ ® C,.

Définition 4.6. Avec les données ci-dessus, nous appelerons fibré vectoriel adélique
de John, ou plus simplement fibré de John, associé & E, et nous noterons
J(E), le fibré vectoriel adélique obtenu & partir de E en remplagant, aux places
archimédiennes v de k, la norme |||, par la norme hermitienne |.[ ;) .

Le fibré de John est donc égal & F lorsque ce dernier est un fibré adélique hermi-
tien. De la méme maniere, on définit le fibré vectoriel adélique de Lowner associé
4 E — que l'on note L(E) — au moyen des métriques |.|,g(k,,).|,)) introduites
au paragraphe @, en une place archimédienne v de k. On notera que si E’ est un
sous-espace vectoriel de E alors (E', .|, ) = (E',[.|lg) = (E',].|;)) et donc,
par le lemme @, on a

(26) deg(E", .| ;) < deg(E', ||| 2) < deg(E', ||, g)) -
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On peut méme intercaler d/e\gJ(F) entre d/e\g(E', 1)) et d/e\g(E’, Il g) en util-
isant la définition des métriques de J(E’) qui sont les métriques euclidiennes qui
optimisent par valeur inférieure le volume de la boule unité de E’. La méme obser-
vation avec L(E’) conduit &

deg(E', || ) < degJ (B7) < deg(E', || ) < degL(E") < deg(E", || ) -

Le fibré de John permet de donner une formule exacte pour le degré adélique de E
grace A la notion de quotient volumique (voir définition R.3).

Définition 4.7. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Le quotient volumique
adélique de E, noté vr(E), est la norme de 1’adeéle de composantes vr(E ® k,) —
le quotient volumique de ’espace de Banach réel ou complexe (E ®j ky, ||.||2v) —
aux places v archimédiennes et 1 aux autres places :

vi(E) := H vi(E ®g k)™ .

v archimédienne

Si k est un corps de fonctions, on a donc toujours vr(E) = 1. Ce nombre est
un terme d’erreur qui intervient souvent lors de comparaisons entre la situation
adélique générale et le cas hermitien. On a vr(E) = 1 si et seulement si E est un fibré
adélique hermitien. Aussi, les inégalités établies dans la suite et qui font intervenir
cette quantité sont des égalités dans le cas hermitien. De maniere ponctuelle, nous
aurons besoin également du nombre réel

Vi(E) := 11 VI(E @y ky)™
v archimédienne

(voir définition R.q pour la mnotation vr). Introduisons maintenant l’analogue
adélique de la distance de Banach-Mazur classique (définition P.7).

Définition 4.8. Soit F et F' deux fibrés vectoriels adéliques sur Speck de méme
dimension. La distance de Banach-Mazur adélique entre E et F' est le nombre réel
d(E,F) = 11 A(E @ ko, F @ ko)™ .

v archimédienne

Si k est un corps de fonctions, on pose d(E, F) = 1.

Notation. Lorsque F' = (k",].|2), on notera plus simplement A(E) la distance
d(Ea (kn’||2)) o _ _

On montre que si £’ est un sous-fibré vectoriel adélique de £ alors A(£") <
A(E). De plus, le dual EV de E vérifie A(EV) = A(FE). Grace aux estimations
locales (f) et ([.d), on dispose de I'encadrement

(27) 1 <vr(E)vi(EY) < A(E) < (2n)D/2 .
Proposition 4.9. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck. On a
degE = degJ(E) + nlogvr(E) et degL(E) = degE + nlogvi(E) .

Démonstration. On identifie E' & k™ en choisissant une k-base quelconque de FE.
La contribution au degré adélique de E des places ultramétriques est exacte-
ment la méme que celle de J(E), par définition de ce dernier fibré. En une place
archimédienne v de k, le quotient volumique de (kI,|.||,) intervient & travers
Iégalité :

vol({z € k5 ||l=]lo < 1})

vol({x € kI; |z]2 < 1})

vol ({x €kl |95|J(E) b < 1})

= ’ (k1w dimp k7
vol({z € kn; |zl2 < 1}) vr(ky, [-llv)
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La proposition s’en déduit alors car dimg k] = n,n. La méme démarche avec
lellipsoide de Lowner permet de montrer 'autre égalité. (I

Par ailleurs, pour tout & > 0 et grace  I'encadrement (f), on a 'existence d’une
norme hermitienne |.|c, sur E @y k, (v archimédienne) telle que, pour tout sous-
espace vectoriel £/ de E,

(28) (', (|ew)v) 2 E" = (B (A(E @ ko, €5, 1, ) (14 €)]-|e0)v)

(les normes aux places ultramétriques des fibrés adéliques de gauche et de droite
sont celles de E).

Notation. On désigne par E. le fibré vectoriel adélique d’espace vectoriel sous-
jacent E et dont les normes sont

Iz, = .|z, siv est ultramétrique,
Bev [-]ev si v est archimédienne.

On notera aussi plus simplement |.|. la collection (||.||5_,)» des normes de E.. 1l
est bien clair que cette définition repose sur le choix des metrlques hermitiennes
|.|e,v et que le fibré E. n’est pas déterminé uniquement par E et ¢.

Les définitions meéme des fibrés de John et Lowner entrainent (Te\gnfg <
degnJ (E) et

deg L( ) < degn ( (d(E Ok kvafi,ku)(l + 5)|-|8,v)v) >
puis, en faisant tendre € vers 0, 'on obtient
(29) 0 < deg, L(E) — deg, J(E) < %logA(F) :
De I’encadrement @), on déduit aussi
T log A(E) ~ nlog(1 + <) < dog, I — deg, (£ (|)s) <0
Ceci permet d’approcher le degré adélique de E’ par le degré d’un fibré adélique

hermitien, avec un terme d’erreur de l'ordre de —% log A(E). Cette observation
sera constamment utilisée dans la suite.

Corollaire 4.10. Pour tout fibré vectoriel adélique E et toute norme tensorielle
adélique hermitienne o d’ordre dim E, on a

deg, F — deg,deto B| < deg, L(E) — dog, J (E) .
Démonstration. La différence ne se situe éventuellement qu’en une place

archimédienne v de k. On a vu que dans ce cas ||, 5, < |lev < ;@)
L’hypothese o hermitienne et les lemmes @ et @ entrament alors 'inégalité

degn det J(E) < degndetaE < degn det L(E) .
Le lemme @ et la proposition @ donnent
f—logvr( ) < deg E - degndet E< —logvr( ),

qui est un encadrement un peu plus précis que celui annoncé puisque

max {vr(E),vr(E)} < vr(E)vr(E). O
On rappelle que k désigne une cloture algébrique de k.

Définition 4.11. Soit E = (E,(||.]|»)») un fibré vectoriel adélique. La hauteur d’un
8lément © € (E @y k) \ {0} relative a E, notée h(z), est la somme normalisée

1
(30) () o= 5 S nulog ],
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(la somme porte sur toutes les places v de k mais seuls un nombre fini de termes
ne sont pas nuls).

C’est aussi opposé du degré normalisé du fibré en droites (K.x, (||.||g,0)») ol
K est une extension finie de k sur laquelle est défini . La hauteur de x ne dépend
pas du choix de K en raison de la formule 3° . [Ku : ku] = [K : k] (voir aussi le
paragraphe suivant). La terminologie est cohérente avec la notion de hauteur au
sens usuel grace au résultat suivant.

Proposition 4.12. Soit a € R. L’ensemble des droites {k.x; = € E et hz(z) < a}
est fini.

Démonstration. Soit (ey,...,e,) une k-base de E. Il existe une constante o > 0
(qui dépend de E et de k) telle que, pour toute place v de k et pour tout z =
dimimie; € B, on ait 2], > amaxi<icn {[zilo}. Aux places ultramétriques
(et il suffit de considérer un nombre fini d’entre elles car E est adélique), cela
résulte de la formule (E) Et aux places archimédiennes, il s’agit d’une conséquence

de I’équivalence des normes en dimension finie. Si = # 0, la borne hgz(z) < a

entraine une majoration de la hauteur de Weil du point projectif (z1 : -+ : @)
et donc un nombre fini de tels points (théoreme de Northcott) et de vecteurs x
correspondant. O

Proposition 4.13. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck de dimension n
et a une norme tensorielle adélique d’ordre n. Soit (e1,...,e,) une k-base de E.
Alors on a -

0 < deg,deto E + hg(e1) + -+ - + hg(en) -

De plus, on a
— 5 log A(E) < deg, E + hper) + -+ + hglen) -

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence de 1’inégalité
d’Hadamard

n
lex A Aenllger,mo < ler @ @ enlzoan , <[] lleills.0
i=1
vraie pour toute place v de k. En effet, la premiére majoration vient de la définition
de norme quotient et la seconde est la propriété (i) de la définition des normes
tensorielles (il y a méme égalité). Pour obtenir la seconde assertion, on choisit pour «

une norme hermitienne (construite, par exemple, au moyen de la norme hermitienne
g2 de Chevet-Saphard) dans le corollaire et on utilise I'estimation (29). O

Il est souvent utile de connaitre également une majoration de la somme des
hauteurs d’une base de £ ® k ot k désigne une cloture algébrique de k . Clest
I'objet du lemme de Siegel absolu suivant, établi dans le cas des corps de fonctions
par D. Roy & J.L. Thunder [R7] et issu d’un énoncé dit & S. Zhang [[t] dans le cas
d’un corps de nombres (les deux étant écrits dans le cas hermitien).

Théoréme 4.14. Soit E un fibré vectoriel adélique, de dimension n > 1. Posons
§:=0 si k est un corps de fonctions et 6 := 1 si k est un corps de nombres. Pour
tout € > 0, il existe une base (e1,...,e,) de E®k telle que

s _
(31) hg(e1) + -+ hglen) + deg, E < ; logn + %logvr(E) +e.

Dans le cas d'un corps de nombres, la preuve complete se trouve dans [@] Il est
possible de demander que la base (eq, ..., e,) soit définie sur k et, en contrepartie,
de rajouter un terme dépendant du discriminant absolu Dy, de k dans le membre de
droite de I'inégalité (B1)) (voir [R7)). Ce terme est (n/D)log|Dy| si k est un corps de
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nombres. Le cas général d’un fibré vectoriel adélique non nécessairement hermitien
s’obtient en appliquant le théoreme ci-dessus au fibré (hermitien) de John J(FE) et
en utilisant E < J(E) ainsi que la proposition [L9

4.3. Extension des scalaires. En toute généralité, le degré adélique normalisé
n’est pas un invariant stable par extension des scalaires. Si I’on considere par ex-
emple le fibré vectoriel adélique (Q", |.|s0), la formule () entraine ’égalité

L(1+%) .

degn(Q ) ||OO) = lOg 7_[_”/2

Or si l’on choisit 'extension quadratique Q(%), qui posséde une seule place complexe
et aucune réelle, un rapide calcul donne

— . 1
deg, (Q(0)" | |c) = 5 lognl,

nombre toujours différent de celui de la formule précédente, des que n > 2. Cette
anomalie se voit également au moyen de la formule asymptotique (@) dont les
coefficients b et ¢ dépendent en général de r1 et ro et non seulement de la somme
r1+2re = [k: Q).

L’explication de ce phénomene est ’observation suivante, qui, réduite a 1’essen-
tiel, marque la différence entre le volume d’un cube et celui d’une boule.

Lemme 4.15. Soit ||.| une norme sur C", invariante par conjugaison complexe.
1l existe une constante k = k(n, ||.||), comprise entre 4=™ et 4™, telle que

vol({z e C; ol <1}) (vol({w €ER"; |z] < 1}))2 ,

(32) vol({z e Cn; |zl < 1)) " \Sol({z € R"; |af2 < 1})

La notation vol désigne indifféremment une mesure de Haar (quelconque) sur R™
ou C™. Si la norme ||.|| est hermitienne alors k = 1.

Démonstration. 1l s’agit d’une simple conséquence des inégalités :
1 , . )
max {[|z1[l, |22/} < 5 (o1 +iz2|| + |21 = dz2]]) = 21 + 22|

et ||lx1+iza|| < ||z1]|+]|x2|| < 2max {||z1]|, ||z2]|}, pour tous z1, z2 € R™. Le résultat
s’ensuit en choisissant sur C” la mesure de Haar produit volg» ® volg~, obtenue
au moyen de l'isomorphisme naturel C” ~ R™ x R"™. Si la norme est hermitienne,
elle est déterminée par la donnée d’une matrice symétrique A € M, (R) (il n’y a
pas de partie imaginaire car la norme induite doit étre invariante par conjugaison
complexe). Les deux membres de 'équation (BJ) valent alors (det A)~' et x = 1. O

Remarque 4.16. Les calculs exacts des volumes de b%,c et bi,R données par les
formules ({) et (Fl) fournissent encadrement plus précis
1 n! < n!
D O L
n 2 =R> 2
4" T(1+2) r(1+1%)
On peut noter que la formule de Stirling (voir note au bas de la page ﬂ) donne
I’équivalent asymptotique
n! 2n+1/2
Ty v
Apres ces considérations, nous pouvons énoncer le résultat principal de ce para-
graphe.

lorsque n — +o00.
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Proposition 4.17. Soit K une extension finie de k et E un fibré vectoriel adélique
sur k, de dimension n. Alors

(33) deg, Ex — deg,E| < nlog(4) .

Si, de plus, E est un fibré adélique hermitien alors (TeTgnEK = (Te\gnE

Démonstration. Quitte a fixer une k-base de E, on peut supposer £ = k™. On
distingue deux cas.

a) Soit v une place ultramétrique de k. On a vu qu’il existe une matrice ¢, € GL,,(k,)
telle que :

Vo = (x1,...,2,) € Cy, Hx||EUf1r£1aX {l(cv-)il . } -

Notons B, := {z € k"; ||z||, < 1}. Cet ensemble est I'image par c, ! de OF et,
d’apres les rappels du paragrapheﬂ on a

vol, (By) = | det ¢, |, ™ vol, (OF)

(ici vol, est une mesure de Haar sur £!'). Soit w une place de K au-dessus de v. Le
complété K, est un k,-espace vectoriel de dimension [K,, : k,], et si U'on note B,
la boule unité fermée dans K}, on a

volo(Bu) _ | 4ot oo = (YOLo(Br) Hwih]

vol, (On) v vol, (Om) '
Comme cela est rappelé dans les préliminaires, I’on dispose de I'isomorphisme d’es-
paces vectoriels topologiques

(34) K @ by ~ [ Ku,

wlv
qui, outre 1’égalité des dimensions [K : k] = Ewh} [K. : ky], entraine
vol({z € (K ® ky)™; ||z]|o < 1})

vol <{x € (K®ky)™; max {|zi|v} < 1}})
1<i<n
H voly Bw <v01v(Bv) > [K:k]
-~ Llyol, (O vol, (O7)

(la mesure vol sur (K ® kv) peut étre choisie comme 'image réciproque de la
mesure produit ®,|, vol,, sur Hw‘v K par lisomorphisme (@)) Soulignons que
cette égalité ne dépend ni du choix de isomorphisme (B4), ni du choix des mesures
vol,,, vol, ou bien encore vol. Ainsi le comportement du quotient des volumes aux
places ultramétriques par extension des scalaires est exactement celui souhaité et
les parties (aux places) finies des degrés adéliques normalisés de Ex et E sont
identiques. En particulier, ces degrés (dans leur totalité) sont égaux si k est un
corps de fonctions.

b) Soit v une place archimédienne de k. Comme précédemment, soit w une place

de K au-dessus de v. Si w et v sont de méme nature (toutes les deux réelles ou
complexes), le quotient des volumes

vol(fa € k5 [lzfly < 1})

vol({z € k; |z]2 < 1})
reste inchangé. En revanche, si v est réelle et w est complexe, nous sommes dans le
cas du figure du lemme et la proposition s’en déduit immédiatement (le
cas d’égalité lorsque E est un fibré vectoriel hermitien provenant du cas d’égalité
k =1 dans ce méme lemme). O
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Remarque 4.18. L’argument qui est a la fin de cette démonstration permet
d’établir en réalité une borne plus faible pour la différence des degrés puisqu’il
suffit de considérer les couples de places (v, w) telles que w | v et qui ne sont pas
de méme nature. Si N(k, K) est le nombre de tels couples, la majoration (B3) reste
vraie en multipliant nlog(4) par le quotient N(k, K)/[K : Q] < 1.

4.4. Somme directe. Comme nous ’avons vu au paragraphe @, il est possible
de définir la somme directe E @, F de deux fibrés vectoriels adéliques, relative a
une famille ¢ = (G,)y|oc de normes (particulieres) sur R?2. La proposition suivante
évalue le degré d’une telle somme directe.

Proposition 4.19. Soit E et F' des fibrés vectoriels adéliques sur Speck, de di-
mensions respectives n et m. On a alors

degn(E@C F) - deg E - deg F‘ < log <n+m> .
n

Pour la somme hermitienne (c.-a-d. gv(z y) = (22 +y )1/2 aux places

archimédiennes v de k), on a l’égalité degn(E ©y F) = deg F + degn

En particulier, si k est un corps de fonctions, on a degn (E®F) = degnE—i—(Te\gnF

Démonstration. En vertu de I’encadrement (E), omaE® F<E® F<E® F
et donc

deg(E @1 F) < deg(E @ F) < deg(E Boo F)

(lemme [1.2). Or pour p € [1, +0c] on dispose d’une formule exacte pour d/eTg(F@pF)
En effet, si 'on apphque I’égalité (@) aFk, v Dp F, ol v est une place archimédienne

de k, la différence deg(E ©p F) — degE degF égale

N1y mny (m+n)n,
> logr(1+7)r(1+7)r(1+f).
v archimédienne r (1 + W) r (1 + 77/_727/1;) r (1 + %)

Il n’y a pas de contributions aux places ultramétriques car, par choix de la norme
sup, la boule unité de E, @, F, est le produit des boules unités de E, et F,. Et
les volumes se multiplient également pourvu que 'on choisisse la mesure produit
volg,, ®@ volg, sur la somme directe E, @ F,,. On obtient ainsi au passage 1'égalité
d/eTgn (E@y F) = d/eTgnFJr ge\gnf lorsque p = 2. La majoration du degré de E @o, I
s’obtient alors en remarquant
P+=m) (n+m)

F(1+%)F(1+%)_ n ’
majoration que 'on utilise aux places réelles de k. Quant a la minoration du degré
de E®1 F, onsesert de I' (1+242) > T (1+2)T (14 %) (places réelles) et de
(rm) < ("J;m)3 (places complexes). Cette derniere estimation peut se démontrer

2n —
par récurrence sur m et les précédentes au moyen de la formule d’Euler pour la

fonction Gamma. O

Remarque 4.20. En observant que, pour tout € C”, on a |z|s < |z|, sip < 2
et x|z > |z|p, si p > 2, on obtient aisément les majorations

degn(E @, F) < degnE + degn sip<2

et
deg, E + deg, F < deg (E®, F) sip>2.
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4.5. Dualité.

Proposition 4.21. [l existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, pour tout fibré
vectoriel adéliqgue E de dimension n, on a

d/eTgnE—i— d/eTgnEV € [—¢n,0] .
Si E est un fibré adélique hermitien alors d/e\gnFV = —d/e\gnE.
Démonstration. On peut supposer £ = k™. Soit v une place de k. S’il existe une

matrice u, € GLp(ky) telle que (K7, .lv) = uy(kl,]|-|]2,0) alors le quotient des
volumes

vol(B(ky, [|-]l)

vol(B(K}, [-|2,0))
égale | det u, |, . Il suffit alors d’observer que les normes duales ||.|| et [.[5 , sont
reliées par la matrice inverse u, ! et le quotient des volumes pour les espaces duaux
est inversé. En particulier cela assure 1’égalité d/eTgF + d/eTgEV = 0 si E est un
fibré adélique hermitien. Dans le cas général, comme il ne reste que les places
archimédiennes a traiter, on utilise le théoreme E en chacune de ces places (avec
n = dimg E,) et le résultat s’ensuit. O

4.6. Quotient.
Proposition 4.22. Soit E; C E1 deux sous-fibrés adéliques de E. Alors on a

dim E1

deg,E1 — deg, B> — deg, E1/Ey| < log A(E) .
Démonstration. Si E est un fibré adélique hermitien, la métrique quotient sur
E1/E> coincide en une place archimédienne v avec la métrique sur l'orthogonal
de Es, relatif au produit hermitien (,)g, de E,. En une place ultramétrique, la
métrique quotient est celle d’un supplémentaire quelconque de Eo dans E;. Ainsi
le fibré E; est isomorphe isométriquement a Fy @y By /Es et la proposition
donne I’égalité

deg, By = deg, E + deg, By /E; .
La propriété étant établie dans le cas hermitien, le passage au cas général s’effectue
grace aux fibrés de John et Lowner associés & E1. Comme ||.||g, » < I1y(&,),0 POUT
toute place v de k, cela entraine

deg, (B2, |-| ;7,).5,) < deg, B2
et . .
degy (B1/ B, | |y, 50 ,) < et (B1/ B3 )

ot |.|;5,)m, (resp. |1;&,) 5, /m,) désigne la famille des normes de John de E
restreintes & o (resp. normes quotient sur Ep/Fs issues des normes de John de
E1). L’on obtient ainsi

d/e\gnE1 - d/e\gnE2 - d/e\gnEl/E2
< deg, By — (dego(En, | sz, 5,) + do80(B1/ By 55, )

et I’expression dans cette derniere parenthese égale d/eTgnJ (E4) car J(E) est un fibré

adélique hermitien. On raisonne de la méme fagon avec L(E;) pour la majoration
en sens inverse. Grace & (R9), on obtient la borne

‘d/egnﬁl - (Té\gnE2 - d/-eEnE‘l/E‘2 < d/eEnL(El) - d/eEnJ(El)

dim El
<
D

log A(E)
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et 'on conclut avec A(E;) < A(E). O

4.7. Somme. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck et Ei, Fy deux sous-
espaces vectoriels de F, de dimensions respectives n; et ny. Chacun des quatre
espaces vectoriels Fy, Fo, F1 + Fo, F1 N Ey est muni de la structure de sous-fibré
vectoriel adélique induite par E.

Proposition 4.23. Avec les données ci-dessus, la différence des degrés adéliques
normalisés

deg, (E1 + E3) + deg, By N B — deg, By — deg, Eo
est supérieure a

Jm,%ﬂlogA(iEl ) -

Démonstration. L’application naturelle ¢ : Ey/(E1 N Eg) — (E1 + E»)/E; vérifie,
pour toute place v de k et tout z € k,,

|‘L($)|‘(E1+E2)/E11U < |“T||E2/(E1QE2)JJ .

Par conséquent, la boule unité du premier quotient est incluse dans celle du second
et l'on a

deg, (Bo/(Br 11 By) ) < deg, (B + B2)/B ) -

Si Ey 4+ Es est hermitien, la proposition permet de conclure puisque dans ce cas
le degré d’un quotient est la différence des degrés. Dans le cas général, on considere
£ > 0 et une norme hermitienne |.|. , sur (Ey 4+ E2) ®j ky, ce qui permet de définir
le fibré adélique hermitien (E; + Es)_ (voir ([£9)). On a alors

deg, B + deg, By < deg, (E1, |.|-) + deg, (B, |.|-)
< deg, (By + Ba, |.|-) + deg, (E1 N Ea, |.|.) -

La premiere inégalité qui vient apres (@) montre que le degré adélique normalisé
de (E1 + E3), est plus petit que

—_ 1 -
deg, E1 + Es + dim(F; + E») (1og(1 +e)+ D log A(Fy + Eg)) .

Il en est de méme pour le degré de (E1 N Ea,].|c) en remplacant dim(FE; + Fs) par

dim F; N E»>. La proposition s’ensuit en faisant tendre & vers 0. (I
En notant H(E) = exp {—d/e\gnf}, cet énoncé peut se voir comme

une généralisation de linégalité H(E), + Fo)H(E1 NEy) < H(E))H(E) de
W. Schmidt [@], T. Struppeck & J.D. Vaaler @}, lorsque les métriques sont her-
mitiennes.

5. THEORIE DES PENTES ET PENTES MAXIMALES

Définition 5.1. La pente adélique de E est

_— degE
35 E) = .
(35) iE) dim F
Par convention, si £ = {0}, on pose i(E) := —oo. De plus, lorsque I'on divise ce

nombre réel par le degré D du corps k, on parle de pente adélique normalisée que

Pon note i, (E).
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Cette quantité est un avatar adélique et logarithmique du rayon volumique

vol(C) L/
(i)
d’un corps convexe C' de R", utilisé dans I’étude des espaces de Banach.

Voici quelques propriétés que l'on déduit immédiatement de celles du degré
adélique, démontrées dans le paragraphe précédent. Dans la liste qui suit, £ désigne
un fibré vectoriel adélique de dimension n, E. = (E,|.|.) un fibré adélique hermitien
associé & E (voir (R§)) et K est une extension finie de k.

Propriétés :

1) Pour tout sous-espace vectoriel E' de E, on a
1 =\ o~ Em o~
—log(1 +¢) = 5 log A(E) < fin(E") = fin(E", [ [) < 0.

="

2) 1l existe une constante absolue ¢ > 0 telle que —c < [iy(E) + fin(E") < 0.
3) |fin(Ex) — fin(E)| < 210g(2).
Si de plus E est un fibré adélique hermitien alors i, (E') = —in(E) et fin(Ex) =

fin ().

N

A ces propriétés s’ajoute une estimation de la pente d’un produit tensoriel.

Proposition 5.2. Soit £ € N\ {0}. Pour tout i € {1,...,£}, soit E; un fibré
vectoriel adélique sur Speck. Soit « une norme tensorielle adélique d’ordre £. Si

tous les E; sauf au plus un sont de dimension 1 alors [i(®, ,_, E;) = Zle L(E;).
En dimension quelconque, si oo est hermitienne alors

¢ ¢
(8,1 Ei) — Zﬁ(Ei) < Zlog A(E;)
i=1 i=1
On déduit aussi de cette inégalité la relation f(®F, ,_, E;) = Zle A(E;) lorsque
tous les F; et a sont hermitiens. Toutefois, la preuve que nous proposons commence
par établir ce cas.

Démonstration. Le premier cas d’égalité lorsque par exemple dim E; = 1 pour
2 < i < [ s’obtient en observant que 'application z — * ® ea ® -+ ® ey de
(E, (|||l g0 % Hf:z el £,v)) dans ®Y ,_; E; est un isomorphisme isométrique (e;
est une k-base quelconque de E;). Plagons nous alors en dimension quelconque, avec
« hermitienne. Supposons ¢ = 2 dans un premier temps. Si, en une place v de k,
les normes ||.||g,,v €t ||.||E,,0 sont simultanément hermitiennes ou ultramétriques,

I’isomorphisme canonique
det(ELv X EQ,U) ~ det(El,U)®m ® det(Eg,U)®”

est une isométrie. Par conséquent, lorsque E; et E5 sont des fibrés adéliques her-
mitiens, on a

(Tenget(Fl ® Ey) = m(TeTg det(E;) + n(Te\g det(E-)

et le lemme [L.{ entraine I'égalité i(E1 ® E2) = [(E1) + i(E2). Le résultat pour
le produit de ¢ fibrés hermitiens s’en déduit par récurrence sur £. Une fois celui-ci
établi, le passage au cas général s’effectue au moyen des fibrés de John et Lowner
associés aux F;. Grace au lemme , on a

®i L(E:) < ®£¢,i:1Ei <@ J(Ei) .
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On en déduit un encadrement de f(®, ,_,E;) via le lemme B3, Lhypothese
hermitienne permet d’utiliser le cas hermitien établi juste avant et les formules de

la proposition @ conduisent a l’estimation
‘ ‘
(@4, =1 Ei) — Zﬁ(ﬁi) < Z {A(L(E:) = A(J(E))} -
i=1 i=1
On conclut avec (29). O

5.1. Existence de la pente maximale.

Proposition 5.3. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck. Il existe une
constante c(E, k) telle que, pour tout sous-fibré vectoriel adélique F de E, on a
in(F) < c(E, k). Plus précisément, pour tout nombre réel a, il n’eviste qu’un nom-
bre fini de sous-fibrés vectoriels adéliques ' de E tels que fin(F) > a.

Démonstration. Soit F C E et m = dim F. Si E est un fibré adélique hermitien
alors il en est de méme pour F' et ’'on a
— cTe\gndetF _ hamB(f1 A A fm)

5 (F) = _
fin(F) dim F m

ol fi,..., fm est une k-base de F et h m & est la hauteur sur les éléments de A\ E

donnée par la définition . En vertu de la proposition , il existe une constante
c(m, E, k) telle que

Vo € /\E, hpm () = c(m, E,k) ;

de la sorte on obtient la majoration fi,(F) < —c(m,E,k)/m et la constante

c(E,k) = max{—c(m,E,k)D/m; 1 <m <dimE} convient dans ce cas. En
réalité, si a < fiy(F) alors la hauteur de fi A --- A fn, est majorée et la propo-
sition entraine la finitude du nombre de sous-espaces F' possibles. Si E est

un fibré vectoriel adélique quelconque, on utilise les métriques de Lowner, qui

satisfont aux inégalités [.|; 5 , < [l.[5. en toute place v de k, pour obtenir
d/eTgn(F) < ge\gn(F, l.(&))- La conclusion découle alors du cas hermitien. O

Cela justifie la définition suivante.

Définition 5.4. La pente mazimale d’un fibré vectoriel adélique F, notée fimax(E),
est le nombre réel - L
max(E) := max{ﬁn(F) i F C E} .

On observe que si By = Fy alors fimax(E2) < fimax(E£1). La premiere propriété
de la pente normalisée donnée a la suite de la définition @ entraine
1 o
_IOg(l + E) - B 10gA(E) < Mmax(E) - :umax(EE) <0 ’
pour tout fibré vectoriel adélique E et tout £ > 0.

Remarque 5.5. De la méme maniere, on peut considérer la pente minimale d’un
fibré vectoriel adélique E définie par fimi,(F) := min {ﬁn(E / F)} ou F' parcourt les
sous-espaces vectoriels stricts de E. Il s’agit bien d’'un minimum car il n’y a qu’un
nombre fini de quotients E/F de pentes plus petites qu'un nombre réel donné
(on se ramene & la pente maximale via la proposition ) On dispose aussi de
I’encadrement

1 o
—log(l1+¢)— ) log A(E) < fimin(F) — fimin(E:) <0 .

La dualité marque le lien avec la pente maximale.
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Lemme 5.6. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck. On a
~ —_— . o~ = 1 —
’,U/max(Ev) + ,U/min(E)’ S B lOg A(E) .

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est hermitien. Soit £ un
sous-fibré vectoriel strict de E. L’espace vectoriel dual (E/F)" s’injecte dans EV.
La définition de la pente maximale de EV et les propositions et dans le
cas hermitien donnent

dim(E/F) fimax(EY) > deg,, (E/F)" = —deg,E/F

PUIS fimax(EY) + fin (E—/F) > 0 et donc fimax(EY) + fmin(F) > 0. On montre de la
méme maniere 'inégalité en sens inverse. On a donc ﬁmaX(EV) = fumm(E) si E est
hermitien. Dans le cas général, on utilise le fibré vectoriel E. associé & E. Compte
tenu du fait que la dualité renverse les inégalités pour les normes :

VG CEY, (G (A(E @k kv, 0 1,) " (L +) T L)) = (G IE) 2 (G LD,

on a

—~ —_ o~ — 1 =
0< Mmax(Ev) - Mmax(Eg) < 5 1OgA(E) + log(l + E) .
On somme avec 'estimation du méme type entre pentes minimales qui précede
I’énoncé du lemme @, puis l'on fait tendre € vers 0 et le lemme s’en déduit. O
Propriétés 5.7. Soit I, F des fibrés vectoriels adéliques sur Spec k.

1) Sidim F = 1 alors, pour toute norme tensorielle adélique « d’ordre 2, on a
ﬁmax(E ®o¢ F) = ﬁmax(E) + degnf
2) Pour la somme directe hermitienne E @9 F, on a
~ = = ~ =\~ = 1 — -
0 < fimax(E @2 F) — max {Mmax(E),Mmax(F)} < D log max {A(E), A(F)} .

3) Dans le cas général, on a

~ == ~ N~ 1 -
0 < fimax (£ @¢ F) — max {MmaX(E)aMmaX(F)} < D log (\/imaX{A(E),A(F)})
(la somme directe E @ F est celle définie au paragraphe B.3).

Démonstration. 1) Soit E’ un sous-fibré vectoriel adélique de E. D’aprés la
proposition @ la pente normalisée de E' ®, F est la somme de Mn(E’ ) et de
in(F) = degnF car F' est une droite. De plus, d’apres la proposition P.12, on a
(B' @ F,a(-;E,F)) R ' @4 F et le lemme [1. entraine

[in(E" @ F) < fimax(E ®a F) .
On a donc MH(E’) < ,umaX(E Ra ) degnF et, en faisant varier E’ on obtient
ﬁmaX(E) < ,umaX(E Ba ) degn

Si I’on applique maintenant cette majoration & E®,F et FV au lieu, respectivement,
de E et F, on obtient I'inégalité en sens inverse, grace a la propriété degnF Vo=
fdegnF, valide car I est automatiquement hermitien, et car (E ®4 F) ®4 FY est
isomorphe isométriquement & E.

2) La positivité de la différence des pentes maximales est immédiate en notant
qu’un sous-espace vectoriel de F¥ ou F est aussi un sous-espace de E @ F, avec
compatibilité des normes. Ceci s’applique également pour E @, F puisque la norme
[l Eg 7o restreinte & £ ou F est celle qui est naturellement sur ces espaces.

Pour la majoration, supposons dans un premier temps que E et F sont hermi-
tiens. Soit H un sous-fibré vectoriel adélique de E @5 F. Posons Hy := HN E. Par
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définition des métriques quotient, on a H/H; = H/H, et donc, puisque ces fibrés
adéliques sont hermitiens,

deg, H = deg,H + deg,,(H/H,) .

Le premier terme d/eTgnﬁl est naturellement inférieur & (dim Hy)fimax(E). Pour
le second terme, considérons l'injection ¢ : H/Hy — F, «(x & y mod Hy) = y.
L’application © n’est pas nécessairement une isométrie en toute place v de k (et

donc H/H; n’est pas en général un sous-fibré adélique de F'). Néanmoins, comme
|z @yl oo = [yl Fo pour tout z &y € Hy, on a

deg,, (H/Hy) < deg,, («(H/H), |.|lr) < (dim H/H:) fimax(F) -
On en déduit

o () — ) _ (i H () + (i 1) o (F)

i dimH — dim H
PUIS fimax(E @2 F) < max {ﬁmax(F), ﬁmax(F)}, et avec la remarque du début de
ce point 2), on obtient I’égalité souhaitée dans le cas hermitien.

Revenons maintenant au cas général de deux fibrés vectoriels adéliques quelcon-
ques. Soit € > 0 et E. = (E,|.|c,pw) (resp. Fe = (F,|.|¢,rv)) un fibré adélique
hermitien associé & E (resp. F), comme celui introduit & la suite de (Bd). Par
définition, pour tous z € E,, y € Fy, on a |22 ., + |ylZ g, < [[(z,9) et

2
HE@‘ZF,U
donc

ﬁmax(F D2 F) < ﬁmax (Fs D2 Fa) = max {ﬁmax (Es) aﬁmax (Fs)} !
La pente maximale de E. est & son tour plus petite que fimax(E) + 5 log A(E) +
log(1 4 ¢). Le méme type de majoration pour fmax (FE) puis € — 0 donnent
I'inégalité souhaitée.
3) En définissant ¢, on avait observé que |[l.|zg 7 < |[|gg. 7 Comme
(ﬁ)_lH-HE@Zf < |l e 7> le probleme se ramene & majorer la pente maximale
de E @, F', ce que nous venons de faire. (I

Remarque 5.8. Soit N € N\ {0} et Fy,..., Ey des fibrés vectoriels adéliques sur
Speck. Alors on a

= - = 1 —
0 < [imax (E1 @2+ @2 Ey) — max, {Fmax(E;) } < D log max {AE)} -

1

Et, pour une somme directe plus générale comme dans le point 3) des propriétés m,
on doit rajouter un v/N devant le maximum des A(E;). Ces généralisations se
démontrent en approchant chacun des fibrés vectoriels adéliques F; par un fibré
hermitien EE La pente maximale de la somme directe hermitienne des E,E est le
maximum de chacune des pentes maximales fimax (EE) et on procede alors comme
dans la démonstration ci-dessus. Le nombre /N provient de la comparaison entre

les normes de (3% et £55.

Au § ﬁ, nous obtiendrons également une estimation de la pente maximale de la
™ puissance symétrique S*(E).

5.2. Autres pentes. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n.
La proposition @ implique que l'intersection de I’ensemble {(dim F, d/eTng) i FC
E} avec tout demi-plan supérieur est fini. L’enveloppe convexe de cet ensemble est
délimitée par une fonction affine par morceaux et concave Pg : [0,n] — R. Les
sommets du graphe de Py sont atteints par des sous-fibrés adéliques de E. Ona
Pz(0) =0et Pg(n) = d/e\gnF. On note que si F' C F alors, pour tout « € [0, dim F,
on a Pp(z) < Pg(x).
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Définition 5.9. Pour i € {1,...,n}, la i®° pente normalisée de E, notée fi;(E),
est le nombre réel
1i(E) := Pg(i) — Pg(i — 1) .

De la sorte, on a
i=1
Soit € > 0. Compte tenu de I'encadrement des normes de E en fonction de celles
du fibré adélique hermitien E. (voir (2)), on a
Vae[0,n], Pg(z)-— % (log A(E) + Dlog(1 +¢)) < Pg(z) < Pg (2),

ce qui implique
i _
) (log A(E) + Dlog(1 +¢))

(36) _ -1 _
< i(E)—mi(E:) < - (log A(E) 4+ Dlog(1 +¢)) .

Cet encadrement se révele particulierement précieux pour généraliser les propriétés
des pentes d’un fibré adélique hermitien a un fibré vectoriel adélique quelconque.

Par ailleurs, la concavité de Py entraine la décroissance de la suite (%; (E))1<i<n.

Lemme 5.10. On a

ﬁl (E) = ﬁmaX(E) .

Démonstration. Pour tout sous-fibré F' de E de dimension m, on a

deg, F' < Pg(m) =3 u(E) < mfur (E)
i=1
donc fiy(F) < fiy(E), puis fimax(E) < fi1(E). Inversement, si 'on choisit pour
F le premier sommet non trivial de P, on a [1(E) = fin(F) et donc iy (E) <
[imax (E). O

Je ne sais pas si 'égalité [i,, (E) = imin(F) est vraie en général. Cependant on a
le résultat suivant qui assure 1’égalité dans le cas d’un fibré vectoriel hermitien.

Lemme 5.11. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck, de dimension n > 1.
On a

~ — ~ — n —
|8 (E) — fimin(B)| < 75 l0g A(E) -

pente fin (F)

Il faut prendre garde & ne pas confondre dans cette inégalité la n®™e

de E avec sa pente normalisée fi, (E).

Démonstration. Lorsque E est hermitien, nous montrerons un peu plus loin que
Tin(E) = =i (EV) (voir propriétép.14, (2)). Dans ce cas, 1'égalité fin (E) = fimin(E)
résulte des lemmes @ et p.1(. Le cas d’un fibré vectoriel adélique quelconque s’en
déduit au moyen du fibré hermitien E., de I'encadrement ) et de la remarque E

O

Filtration canonique dans le cas hermitien. Lorsque E est un fibré adélique her-
mitien, les sous-fibrés de E' qui correspondent aux sommets du graphe de P sont
uniques et ils forment une filtration de E.

Lemme 5.12. Soit E un fibré adélique hermitien eti € {1,...,n— 1} un point de
non-dériabilité de Pg. Alors il existe un unique sous-espace vectoriel E; de E, de

dimension i, tel que cTe\gnE = Pg(i).
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Démonstration. L’existence de FE; est une conséquence du fait qu’il n’'y a qu'un
nombre fini de sous-espaces de E dont le degré adélique est plus grand qu’une
constante. Pour montrer 1'unicité, on raisonne par ’absurde et on suppose qu’il
existe F; et E! deux sous-espaces vectoriels distincts de E, de méme dimension 4,
et de degrés adéliques égaux a P (7). Soit 61 := dim(E; + EY) et d := dim(E; N EY}).
Par concavité de Pg et comme §; # ¢, on a

Pg(01) = Pp(i) _ Pg(i) — Pp(%)

01— 1 i— 0
et donc, compte tenu de la relation 6y — i =17 — do, on a
(37) deg, E; + B! + deg, E; N E! < P(81) + P(03) < 2P5(i) .

D’apres la proposition et comme E est hermitien, le membre de gauche de (B7)
est minoré par la somme deg, E; + deg, E/ = 2P5(i) et ceci contredit (B7). O

Proposition 5.13. Soit E un fibré adélique hermitien sur Speck. Il existe une
unique filtration {0} = Ey C E1 C --- C Ey := E telle que, pour tout j € {0,...,g},
on ait Pz(dim E;) = d/e\gnfj et {dimE;; 1 <j < g— 1} est l'ensemble des points
de non-dérivabilité de la fonction Pg.

Cette filtration est appelée filtration canonique, ou filtration d’Harder-
Narasimhan-Stuhler-Grayson.

Démonstration. Le lemme montre l'existence et I'unicité des F;. Il ne reste plus
qu’a prouver l'inclusion £; C Ej4 ;. Elle repose exactement sur le méme argument
que celui employé dans la preuve du lemme , appliqué aux sous-espaces I;
Ej+1, Ej n EjJrl et Ej + Ej+1. O

La démonstration donnée ici de l'existence et de 1'unicité de la filtration canon-
ique dans le cas hermitien s’adapte mal au cas général en partie a cause de la mi-
noration du degré d’'une somme de sous-espaces de F, qui fait intervenir la distance
adélique & Pespace hermitien (k™,|.|2). Cela empéche les arguments de concavité de
Pz de fonctionner.

Propriétés 5.14. Soit L un fibré en droites adélique et E un fibré vectoriel
adélique.

1) Pour toute norme tensorielle adélique o d’ordre 2 et pour tout = € [0, n],
on a

Prg 7(x) = Pg() + vdeg, L .
En particulier, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a
fii(E ®a I) = ii(E) + deg, L .
2) Pour tout i € {1,...,n}, on a
|6(E7) + fin—i+1(E)| < deg, L(E) - deg, J (E) + 7 log A(E) .

3) Pour tout i € {1,...,n}, on a

_ _ i _
7:(E) — mi {AH(E E)}<—l AE
(38) pi(E) — minmax | jin (E1/E2 ) 1| < 75 log A(E)
ou F; et E5 varient parmi les sous-espaces vectoriels de F vérifiant Fy C Ef,
dim Fq > i et dim Ey <i— 1. On a aussi
_ . i _
0.(E) — '{AH(E E)}<—1 AE) .
(39) pi(E) — maxmin | fin (E1/B2 ) 1| < 5 log A(E)
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Remarque 5.15. La différence d/e\gnL E) — d/eTng (E) qui est dans 'estimation
2) est plus petite que 7 log A(E) (voir (RY)), terme lui-méme inférieur a nlog(2n)

(voir (@) ).

Démonstration. 1) Cela résulte directement de la formule d/eTgn (F®oL) = d/e\gnFJr
(dim F )d/e\gnf qui découle de la proposition [5.9.

2) Pour tout sous-fibré adélique ¢ : F' < E de dimension m, on a une suite exacte
0 — kert¥ — EY — FY — 0 et donc (preuve de la proposition )

deg, E¥ — deg, IV — deg, ker V| < deg, L(EY) — deg,, J(EY),

ce qui entraine

—

d/e\gnf < d/eTgnker v+ deg, L(EY) — d/e\gnJ(ﬁ) - d/e\gnﬁ

grace a la proposition . Le degré adélique normalisé de ker (" est majoré par
Pgw(n —m). De plus, la dualité J(EY) = L(E)" entre les fibrés hermitiens de John
et Lowner donne

deg,, L(EY) — deg, J(EY) = deg, L(E) — deg,,J (E) .

On en déduit
P(m) < Pge(n —m) + deg, L(E) — deg,,J (E) — deg, B .
En échangeant les roles de E et de son dual, on a aussi la majoration
Ppz(m) < Pg(n —m) + deg, L(E) — deg,,J(E) — deg, E .
Par définition des pentes [i;, on a alors
7:(F%) + in-i41(B)| < 2 (deg, L(E) — deg, J (E)) — (dog, E + deg, F¥) -
Au moyen de la proposition [.d et de I'inégalité vr(E)vr(EY) < A(E), analogue
a (27), l'on déduit
deg, L(E) — deg, J(E) — (dog, T + deg, E¥)
=1

On notera au passage 1'égalité Pz(m) = Pg(n —m) + d/eTng obtenue lorsque F
est hermitien.
3) On commence par établir 1’égalité

(40) fi(E) = min max {ﬁn (m) }

— deg, L(E) + deg, L(E¥) — (deg, F + deg, ¥ ) < — log A(E) .

lorsque E est un fibré adélique hermitien. On note a le minimax du membre de
droite. Soit F5 C E7 de dimensions respectives ns et n1. On suppose no < i—1 < ng.
D’apres la proposition , on a

Pz(nq) — deg, B

ny —n2

n (E1/E2) <
et donc d/e\gnfg < Pgp(ni) — (n1 — na)a puis Pg(ng) < Pg(ni) — (n1 — na2)a.
Inversement, on a

deg,Bi — Pg(no)

ny —n2

< fin (El/E2) < H]lfaX{ﬂn (E1/E2)}
1
et donc Pg(n1) < Pg(n2) + (n1 — ng)a. Ainsi, pour tout ng < ¢ <nq, on a

Pi(n1) = Pg(n2) + (n1 — n2)a
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et donc, par définition, o = = [i;(E). Le passage au cas général s’effectue au moyen
du fibré E, associé & E et pour un nombre réel e > 0 donné (voir (2§)). On observe
que

( A( )+D10g(1+5))+ﬁn(E1/E2,|-|€E)

<7 (El/Eg) < Iin (El/E27| | E)

puis, avec la formule (d),

1 — — —
) log A(FE) —log(1+¢) + fi(Fe) < r%manaX {,un (El/Eg)} < i(Ee) -
Ce qui entraine 'encadrement annoncé de 7i;(E) via I'estimation (B€]) et en faisant
tendre £ vers 0. L’inégalité (BY) s’obtient de la méme manicre. O

5.3. Fibrés adéliques semi-stables.

Définition 5.16. Un fibré vectoriel adélique E est dit semi-stable si toutes les
pentes [1;(EF), 1 < i < n, sont égales.

De maniere équivalente, le fibré E est semi-stable si i1 (E) est la pente normalisée
in(E) de E, ou si, pour tout m € [0,n], E(m) = miy(E) ou bien encore si
fimax(E) = in(E) (car la somme des uz( ) égale degn = njiy(E)). En vertu de la
premiere des propriétés , le fibré E est semi-stable si et seulement si, pour tout
fibré en droites adélique L sur Speck, le produit tensoriel £ ® L est semi-stable.
Par ailleurs, comme 1’a mentionné J.-B. Bost dans [E], P'on dispose de conditions
suffisantes pour vérifier la semi-stabilité de E.

Proposition 5.17. Supposons qu’il existe un sous-groupe G de GL(FE) ayant les
propriétés suivantes :

(1) tout élément ¢ € G induit une isométrie de E, en toutes les places v de k,

(ii) pour tout sous-espace vectoriel E' de E, si l'orbite {o(E'); ¢ € G} est finie
alors E' =0 ou E' = E.

Alors E est semi-stable. Lorsque E est hermitien, cette méme conclusion reste valide
en remplagant Uhypothése (ii) par la condition plus faible
(ii)" si, pour tout p € G, on a ¢(E') = E' alors E' =0 ou E' = E (l’action de
G sur E est irréductible ).

Démonstration. La condition (i) implique que, pour tout £/ C E, on a (Te\gﬁ =
(Te\ggo(E’ ). En particulier, si £’ est un sommet du polygone canonique construit
avec Pg, il en est de méme pour p(E’) et l'orbite de E” sous 'action de G est
finie. I’ hypothése (ii) entraine alors E' = {0} ou E/ = E, ce qui signifie que F
est semi-stable. Dans le cas hermitien, la proposition donne 'unicité des sous-
fibrés vectoriels adéliques de E qui forment les sommets du graphe de Pg. On a
donc p(E’) = E’ et 'hypothese (ii)’ suffit alors pour conclure & la semi-stabilité de
E. O

La géométrie d’Arakelov fournit une famille d’exemples de fibrés vectoriels hermi-
tiens semi-stables, lorsque k est un corps de nombres. En effet, soit X une variété
abélienne définie sur k, munie d’un fibré en droites L ample et symétrique. Soit
(X,L) un modele de Moret-Bailly de (X, L), au sens du § 4.3.1 de [f. Sans en-
trer dans les détails, rappelons que X est un schéma en groupes semi-stable sur
I'anneau des entiers d'une extension finie K de k, de fibre générique A ® K et £
est un fibré hermitien cubiste, de fibre générique Lk . L’espace des section glob-
ales HY(X, L) est un Ox-module projectif de type fini. Les métriques sur £ le
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munissent de métriques hermitiennes aux places archimédiennes de K, ce qui lui
confere alors une structure de fibré adélique hermitien HO(X, L) sur K. Au moyen
du groupe de Mumford qui agit irréductiblement sur HY(X, L), J.-B. Bost a montré
que HO(X, L) est semi-stable (et on 'on connait méme une expression de sa pente
normalisée, voir le théoréme 4.2 de [E], ainsi que le théoreme 2.10, ii), de [B] et
aussi le dernier paragraphe).

5.4. Minima successifs adéliques. Comme le montre le travail de T. Borek [f]]
dans le cas des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Oy, les pentes de E telles que
nous venons de les définir sont étroitement liées aux minima successifs adéliques de
E. Sia = (ay), est un élément de ka, on note B(E,a) 'ensemble

B(E,a) = {(24)y € Fa; |zu]| 2.0 < |ay]y pour toute place v de k}
(ainsi B(E, 1) = B(E)).

Définition 5.18. Soit £ un fibré vectoriel adélique sur Speck, de dimension n.
Pour i € {1,...,n}, le i*™° minimum relatif & F, que I'on notera \;(E), est la borne
inférieure de I’ensemble des nombres réels positifs de la forme |a|a ol a € ka est
tel que ENB(FE,a) contienne i vecteurs k-linéairement indépendants.

Ces nombres \;(E) dépendent a priori du corps k. Si k est un corps de nombres, il
arrive souvent que ’on se restreigne & des éléments a de la forme (A,... A, 1,...) ol
X € RT aux places archimédiennes de k, comme le font par exemple E. Bombieri &
J. Vaaler [H] Les puissances D™ de leurs minima sont donc plus grands que ceux
considérés ici. La définition donnée ici est empruntée a I'article de J.L. Thunder [Bg].
On notera que

M(E)<--- < \(E)

et que, si B’ est un sous-fibré adélique de E alors \;(E) < \;(E’) pour tout i €
{1,...,dim E'}. De plus, on a

(41) Mi(E2) < Xi(E) < AE)(1+e)P X (Ee) -
Existe alors une variante du second théoréme de Minkowsksi.

Théoréme 5.19. Le produit des minima successifs de E vérifie

— — o COVOI(E)  —
AM(E) - M(E) <K ol(B(E)) vr(E)

ot k = 2B i k est un corps de nombres et k = q si k est un corps de fonctions.
Ici, vol désigne une mesure de Haar quelconque sur Ea et covol(E) est la mesure
de Uespace quotient Ea /E, relative a vol.

Dans le cas d'un corps de nombres, le théoreme est établi dans [@] (modulo la
remarque ci-dessus sur les définitions légerement différentes des minima, différence
qui joue en notre faveur). Pour un corps de fonctions, on consultera [Bg], corollaire 1.
Ces deux références traitent seulement le cas d'un fibré vectoriel hermitien (c.-a-d.
vr(E) = 1). Le cas général s’en déduit au moyen du fibré de John J(E) en observant
que \;(E) < M\ (J(E)) et en utilisant la définition de vr(E).

Il est possible d’obtenir également une minoration du produit de ces minima
en observant que, pour tout € > 0, il existe des éléments a;i(g),...,a,(c) € ka et
une base (e1(g),...,en(€)) de E tels que, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a |a;(¢)|a €
[\ (E), \i(E) + €] et, pour toute place v de k, |le;(¢)||s < |ai(€)]y. De ce fait, le
volume de la boule unité de E — volume relatif & la mesure de Haar g, définie
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au paragraphe .1 — est minoré
~1

(42) vol(B(E)) = volu (b, g)"™ (2" volzn(by )™ | T llese)l3
v,1
car, pour tout z =Y .- | w;e;(¢) € E®ky, on a
max {|zi|,]|e;(€)]|s} si v est ultramétrique
e < { 2520
Yoy |zilollei(e)]]o si v est archimédienne

et la formule (R2) permet de calculer le degré de E muni des métriques & droite.
L’estimation (J2) entraine (avec ¢ — 0)
(43)

(B An(E covol(E)

— gnD nry )
_ — VOI(B(E)) S ) (2n!;rr2 PNRE si k est un corps de nombres,
q_"(g(k -1 si k est un corps de fonctions.

Les quantités qui sont & droite proviennent des formules ({) et () ainsi que du
choix de la mesure p sur ka définie au paragraphe @ Dans le cas d’un corps de
nombres, cette minoration est la méme que celle de E. Bombieri & J. Vaaler [E],
théoreme 6.

Comme nous l’avons dit, le lien entre ces minima et les pentes de F a été
précisé par T. Borek [ﬂ] L’énoncé suivant est une généralisation aux fibrés vec-
toriels adéliques.

Théoréme 5.20. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck, de dimension n.

Posons
1 K™ covol(k™)
C(n,k) := =log ——————=
(n.k) = 5108 LB e [1a)
ou k est la constante qui intervient dans le théoréeme . Alors, pour tout i €
{1,...,n}, on a

S log A(E) < u(F) + %b@@) < 2C(n.k) + 5 log A(E) -
Nous n’allons pas refaire la preuve de cet énoncé qui — dans le cas hermitien —
est 'objet du travail [ de T. Borek. Méme si ce dernier ne considere que des fibrés
vectoriels hermitiens sur Spec Oy, les méthodes de cet article se généralisent au
cadre adélique car, comme nous ’avons vu, les degrés et les pentes définis ici donnent
les mémes invariants que ceux définis habituellement pour E — Spec Q. De plus,
I'on dispose également de la filtration canonique associée a un fibré adélique her-
mitien, qui est 'outil essentiel dans [E] Le cas général d’un fibré vectoriel adélique
quelconque se traite & partir du cas hermitien au moyen du fibré hermitien E.
et des encadrements (Bd) et (fl). On peut mentionner la formule asymptotique
C(n,k) = Slogn 4 O(n) lorsque n — +o0 (le corps k étant fixé), formule qui
s’obtient au moyen de la mesure p définie au § et des formules (é) et ().

6. INEGALITES DE PENTES

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les degrés et les pentes de fibrés
vectoriels adéliques reliés entre eux par une application linéaire. En réalité nous
avons déja comparé de telles données lorsque 'application sous-jacente est une
inclusion.

Définition 6.1. Soit £, F des fibrés vectoriels adéliques sur Speck et ¢ : B — F
une application k-linéaire. La hauteur de ¢ relative & E et F', notée h(E, F; ) ou,
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plus simplement, h(p) s’il n’y a pas d’ambiguité, est la somme
— = 1
WE.Fi¢) = 5 zﬂ:nv log [|ll. -

La norme ||¢l]|, est la norme d’opérateur de 'application induite ¢, : F & k, —
F ®y k, et la somme ci-dessus ne comporte qu’'un nombre fini de termes non nuls.

La formule du produit assure I'invariance par multiplication par un scalaire non
nul :

La hauteur est invariante par extension finie K du corps de base k :
WEk, Fic; ox) = h(E, F;¢)
car la norme d’opérateur de ¢ en une place w de K est égale a celle en la place v

de k correspondante et car > | [K, : k] = [K : k]. De plus, il est utile de noter

wlv
les deux encadrements suivants :

1 _ __ __ __
(44) —log(1 +¢) — 5 log A(E) + h(E, Fi ) < h(E, Fe; 0) < M(E, Fip)
et

— — — 1 —
(45) WE, F; @) < (e, Fy ) < M(E, Fi ) + 5 log AE) +log(1 +¢) -

Lemme 6.2. Si ¢ : E — F est un isomorphisme entre deux droites vectorielles
alors

deg, B = deg, F + h(E, Fs ) .
La raison en est que, pour tout = € E, \ {0}, on a ||¢|l, = [le@)|rv/l|2| £
On conclut au moyen du lemme @ par exemple. En particulier, si E et F' sont

des fibrés adéliques hermitiens (de dimension quelconque), et si ¢ : E — F est un
isomorphisme, le lemme @ entraine

(46) d/eTng = d/e\gnf + h(det E, det F; det ¢) -

Lemme 6.3. Si p: E — F est un isomorphisme alors les pentes normalisées de
E et F vérifient

(47) fin(E) < [in(F) + h(E, F; p) -

Démonstration. On peut supposer E = F = k" et ¢ s’identifie & une matrice de
GL, (k). En toute place v de k, on a I'inclusion

Loenss s < b e s @l <1y

1
[l
Ce qui, pour une mesure de Haar vol, quelconque sur k7, entraine

( 1 )"" voly(B(ky, |- .0)) _ volu(B(kY, ||| 7))
[l voly (B(K}, [-|2.0)) — volu(B(K}, [|2,0))

L’inégalité souhaitée s’en déduit au moyen de la formule du produit appliquée a
det ¢ € k\ {0}. O

| det |, ™ -

v

Lemme 6.4. Soit E. F des fibrés vectoriels adéliques et ¢ : E — F une application
linéaire. Si ¢ est injective alors

(48) fimax(E) < fmax(F) + h() .

Remarque 6.5. La convention (0) = —oo trouve une justification ici car 1'on
peut choisir E = {0} dans cet énoncé.
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Démonstration. Soit E' C E. On pose F' = ¢(E"), espace vectoriel sur k que I'on
munit des métriques induites par F'. Ainsi, grace a I’hypothese d’injectivité, ¢ induit
un isomorphisme gp}g, entre £’ et F’. La majoration du lemme précédent donne

alors
in(F) < () + 1 (B, Tl
< fimax(F) + h(E, F; ¢) .

On choisit alors convenablement E’ pour obtenir la pente maximale de E & gauche.
O

Il y a plusieurs facons d’étendre cette inégalité. La premiere — qui est coeur de
ce que l'on appelle méthode des pentes — consiste a considérer une filtration

O=FNCFN1C---CFy:=F

d’un espace F' par des k-espaces vectoriels F;. On ne suppose pas que F' est muni
d’une structure de fibré vectoriel adélique. En revanche, chacun des espaces quo-
tients G; := F;_1/F;, 1 <1i < N, est muni de normes ||.||;, aux places de k telles
que (G4, (||.]li.v)v) soit un fibré vectoriel adélique. Soit E un fibré vectoriel adélique
sur Spec k de dimension n et ¢ : E — F une application k-linéaire. On pose

Vie{l,...,N+1}, E;:=¢ YF_4).

Chacun des espaces E; est pourvu de la structure adélique E; induite par E. On
pose En41 :={0}. Soit ¢; : E; — G; la composée de la restriction de ¢ & E; et de
la projection canonique F;_1; — F;_1/F;.

Proposition 6.6. Avec les notations ci-dessus, si ¢ est injective alors
N
- = dim(E;/FEit1) (~  —
(49)  fn(E) <Y ———"—" {max(G2) + W(Ei, Gis0)} + 5 logvr(E) :
i=1
Cette majoration n’est pas tout a fait une généralisation du lemme @ a cause
du terme 3 log vr(E) qui subsiste méme lorsque N = 1.

Démonstration. Chacune des applications ¢; se factorise en une injection @; :
E;/E;+1 — G; a laquelle 'on peut appliquer le lemme @ On a donc en par-
ticulier

deg, (Bu/Beyr) < dim (Ei/ Eip) {fiax(@0) + h(Ee/Br, G 30) }
Sdlm( z/Eerl {,umax )+h(EuGzaSDZ)} .

La difficulté est que le degré du quotient & gauche n’est pas en général la différence
des degrés sauf si E; est hermitien (voir proposition ) Autrement dit, si E est
hermitien, la proposition est établie en sommant les inégalités ci-dessusdei = 1a N.
Le cas général s’en déduit alors en appliquant I'inégalité () & J(E) et en utilisant
la proposition @ ainsi que la majoration h((E;, |.|J(E)), Giipi) < h(E;, Gy ). O

Une autre facon de généraliser le lemme .4 est de considérer des pentes autres
que la pente maximale, et méme de supprimer ’hypothese d’injectivité de ¢, au
prix de quelques modifications données dans 1’énoncé suivant.

Proposition 6.7. Soit E,F des fibrés vectoriels adéliques et ¢ : E — F une
application k-linéaire. Alors, pour tout entier i > 1 inférieur au rang de ¢, la pente
Hitdimker o(E) est inférieure d

(i + dim ker )

7i:(F) + %log A(F) + 5 log A(E) + h(E, F; ) -
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Démonstration. On commence par montrer que
ﬁierim ker«p(F) S ﬁz (F) + h(F, F’ 50)

lorsque E et F sont hermitiens. Tout d’abord, montrons que I’on peut supposer que
 est injective. En effet, le quotient E/ ker ¢ s’injecte dans F'. Grace a la formule ()
du minimax (qui est une égalité dans le cas hermitien), pour tout € > 0, il existe un
sous-fibré adélique hermitien F, de E, de dimension inférieure & dimker p + i — 1
et contenant ker ¢, tel que

. E/kerp =
max | ——2 ) <7 (E/k ) ,
Fows( s ) < (FTHr) -

Or lapplication p : E/E. — (E/ker ¢)/(E¢/ ker ¢) est un isomorphisme de hauteur
négative car la norme d’opérateur de p est plus petite que 1 en chaque place de k.

La pente maximale de
E/kerp
E./kerp

est donc supérieure a celle de E/E, par le lemme [.4, elle-méme plus grande que
Hitdim ker o(E) toujours en vertu de la formule (B§). On peut alors faire tendre e

vers 0 et constater que

Pitdim ker o (E) < [ (E/ ker gp) .

Comme h(E/kery, F;p) < h(E,F;yp), il suffit donc bien de traiter le cas
ker o = {0}. Dans ce cas, on utilise & nouveau la formule (Bg) en observant que
si By C Ey C F avec dimE; > i > dim Ey alors ¢(E2) C p(E;) C F avec
dim @(F4) > i > dim ¢(Es>). La pente maximale de E/E; est a la fois plus petite que
fimax(F/¢(E2)) + h(E, F; ¢) (lemme p.4) et plus grande que ji;(E) (formule (B)).
D’ou I'on déduit 7i;(E) < i;(F) + h(E, F; ) en faisant varier Eo, I'espace ¢(E>)
parcourant les sous-espaces vectoriels de ¢(E) de dimension inférieure & i — 1.
Une fois la majoration établie dans le cas hermitien, on I'applique aux fibrés
adéliques hermitiens E. et F. (introduits apres les relations (Rg)), puis 'on utilise
encadrement (@) ainsi que les évaluations (B4) et (f3) de la hauteur de ¢ pour
en déduire le cas général. O

Corollaire 6.8. Soit E,F des fibrés vectoriels adéliques et ¢ : E — F une appli-
cation k-linéaire. On note m la dimension de F. Si ¢ est surjective alors la pente

mazimale [imax(F) est inférieure a

— N — . m —

deg,F' = (m — 1)fimin(E) + (m — DA(E, F; ¢) + 3 log (A(E)A(F)) -
Démonstration. Des formules d/e\gnf = ST (F) et G(F) = fimax(F)
(lemme [f.10) I'on déduit la majoration

(50) fimax(F) < deg, F — (m — )i (F) .

La proposition @ appliquée avec i = m = rg ¢ fournit une minoration de 7i,, (F')
qui est trop faible pour prouver le corollaire & cause des termes d’erreurs qui se sont
ajoutés. On va donc commencer par utiliser I’estimation (@) avec le fibré hermitien
F. construit a la suite de (@) au lieu de F. On a vu que fmax(F) < fimax(Fe)
(voir ce qui suit la définition @) et la proposition @ appliquée au morphisme

¢:E. — F. et i =m = rg ¢y fournit la minoration

ﬁm(FE) > ﬁn(Fs) - h(Esvfs;QO) .
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On obtient ainsi

1) fimax(F) < fimax(F2) < deg, Fe — (m — 1)fim(F.)
< deg, F. — (m — D)fin(E:) + (m — Vh(E., Fs; ) .

D’apres l'observation (Rg), on a d/eTgnFE < d/e\gnf + % log A(F) + mlog(l +¢€). De
plus, les estimations (f4) et () pour la hauteur donnent

WEe, Fe; ) < h(Ee, F; ) < h(E, F;¢) + %log A(E) +log(1 +¢) .
Enfin, grace au lemme pour le fibré hermitien E., on a
(B = iy fn(B/E,110) 2 it fn(B/E' | 1) = i)

La majoration souhaitée pour la pente maximale Jinmax(F') découle de ces estimations
que 'on reporte dans la majoration @), en faisant tendre ensuite € vers 0. (|
7. PENTES MAXIMALES DES PUISSANCES SYMETRIQUES

L’objectif de ce paragraphe est de montrer 1’énoncé suivant.

Théoréme 7.1. Soit E un fibré adélique hermitien de dimension n > 1. Pour tout
entier £ > 0, la pente mazimale de la (5™ puissance symétrique S*(E) vérifie

1) si k est un corps de fonctions alors on a fimax(S*(E)) = {limax(E).

2) si k est un corps de nombres alors

0 < fimax(SY(E)) — Lfimax (E) < 2¢nlogn .

Avant d’effectuer la démonstration de ce théoreme, rassemblons deux énoncés
préparatoires, d’intérét indépendant.

Pouri = (i1,...,4,) € N™, on note |i| la longueur de i définie par |i| := i1+ - -+ip
et il := 43!---4,!. Etant donné £ € N, si A est la matrice d’'un endomorphisme u
dans une base (e, ...,e,) de k", la matrice S*(A) est celle qui représente S*(u)

dans la base e? --eln ol les m-uplets (i1,...,i,) € N™ sont de longueur ¢ et

ordonnés lexicographiquement.

Lemme 7.2. Soit v une place de k et u, un endomorphisme de kj'. On suppose
kY muni de la norme |.|2,, et on note ||.||, la norme d’opérateur des endomor-
phismes de (k). |.|2,v) si v est ultramétrique ou la norme de Hilbert-Schmidt si v
est archimédienne.

(i) Siwu, est un isomorphisme alors

w1
52) o < i
(ii) Pour tout entier naturel £, on a
det S*(u,) = (det uv)(HZil) .
Eléments de démonstration. (i) En une place finie v, si ’on note A, la matrice qui

représente u, dans la base canonique de k7, 'estimation (FJ) est la conséquence

de la formule matricielle A;! = E;LA‘? ou ‘comA, désigne la transposée de la
comatrice de A,. Si v est archimédienne, on observe que la norme de Hilbert-
Schmidt ||u,], est la racine carrée de la somme des valeurs propres de Popérateur
hermitien *T,u, qui est défini positif. En remarquant que ‘T,u, et u,'w, ont le
méme spectre A\; < --- < \,, 'inégalité (@) n’est rien d’autre que

(iv) (A1 An) < (ZA) 7 :
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(ii) Pour démontrer cette formule, on peut par exemple choisir une base trigo-
nalisante de u, dans une extension algébrique de k, et observer que le monéme

symétrique []j; _, X X égale (X - ~Xn)([+271). O

Le second lemme requiert deux notations supplémentaires. On pose

(53) 5= {0 si k est un corps de fonctions

1 sik est un corps de nombres

et, pour n,f € N, on définit
(l+yi11)71
!
Tl = H i (dans ce produit, i € N™).
lij=¢
On connait une estimation asymptotique du logarithme de 7, ¢ lorsque £ — 400 et
n fixé, que 'on peut écrire en fonction des nombres harmoniques H,, := > ., . La

i=17"

quantité log vy, ¢ est alors égale & (Hy, —1)(£ 4 o(¥)) lorsque £ — +oo (voir annexe).

Lemme 7.3. Soit £ € N\ {0} et E un fibré vectoriel adélique de dimension n > 1.
Alors, pour toute norme tensorielle adélique hermitienne o d’ordre £, on a

et b ¢ _
fin (S5(E)) = €fin(E) = 5 logyn.e| < 55 log A(E) .

Démonstration. Supposons dans un premier temps que F_est hermitien. Dans ce
cas, on peut omettre la référence & a dans la notation S (FE) (qui n’en dépend pas,
car « est hermitienne). Il s’agit de montrer que

~ _ 6
fin (S°(E)) = (in(E) + 3 log e -

Quitte a fixer une k-base de F, on peut identifier ' a k™. Il existe une matrice
adélique A = (4,), € GL,(ka) telle que, pour toute place v de k et tout x € k,
on ait ||z]|g.y = |Ap.7|2,n. Les métriques sur S*(E) sont déterminées par S*(A),
au sens out SY(F) est I'image par S(A4) du fibré adélique hermitien S (k™ |.|2).
L’égalité (fid) et le lemme .4 entrainent alors

_ — — 1 1
IASRD) 14
o) = E)+ = nylog e -
deg, S°(k",|.]2) = deg,S°(E) D2 n, log et ST

Le lemme @ ii) permet de calculer le déterminant de S*(A,). En observant que
dim SY(E) = (”" ") et en appliquant & nouveau 1'égalité ([4) & E et (k™,|.|2), on
obtient

in (S°(E)) = tin(E) + [in (S" (K" |.]2)) -
Ce dernier terme donne la contribution 35 Llog Yo, aux (éventuelles) places
archimédiennes de k. Ceci est une conséquence du calcul local suivant. Soit v

une place de k. Si (e1,...,e,) désigne la base canonique de k™ alors, pour tout
i=(i1,...,i,) € N lanorme de I’élément e} - --eir € S¢ (k™,|.|2) vaut (i!/¢!)'/?

si v est archimédienne et 1 sinon (voir § @ La formule souhaitée étant établie
dans le cas hermitien, le passage au cas général s’effectue grace aux fibrés de John et
Lowner associés & F, en observant que S(L(E)) < S%(E) < S*(J(E)). On obtient
alors

/ ) ¢ =
—Blogvr(E) < [y ( (E)) —fun( ) — §1og'yn,g < Blogvr(E)

(voir (@) et la proposmon @) On conclut au moyen de la majoration
max {vr(E),vt(E)} < A(E) (voir (7)). d
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Démonstration du théoréme . La premiere inégalité ffimax(E) < Hmax(SY(E))
est une conséquence directe du lemme (cas hermitien) :

VECE, (in(F) < fin(S“(F)) < fimax(S(E)) -

Le résultat se déduit de la définition de la pente maximale de E. Montrons main-
tenant que

fimax(S*(E)) — Uimax(E) < 2£0nlogn
(6 est défini par @)) D’apres le lemme de Siegel absolu , pour tout € > 0, il
existe une k-base eq,...,e, de F ® k telle que

— ——
hz(er) + - + hg(en) + deg, det B < ?nlognqu .

On peut supposer que les vecteurs ey, ..., e, sont définis sur une extension finie K
de k. Soit Ej le fibré adélique hermitien dont I’espace sous-jacent Ey est Fx et dont
la norme d’un vecteur x = ZZ zrie; € E®,C, en une place w de K au-dessus de v est
(3 lil2lledl,)!/? si w est archimédienne et max; {|a;|y |l z,0} sinon. Comme

Ey et Ex sont des fibrés hermitiens avec le méme espace sous-jacent, il existe une
matrice ¥ = (8y)w € GL(E @) Ka) telle que Ex = X.Ey (au sens donné peu
apres la définition du degré adélique, voir (@)) On note encore X : By — Eg
I’application identique. Cet abus de notation se justifie par le fait que les normes
d’opérateur ou de Hilbert-Schmidt de 'application z € Egy® K, — = € E®Q K,, sont
celles de ¥, pour toute place w de K. En appliquant le lemme @ a application
inverse de SY(%) : S(Ey) — S*(EK), on obtient :

ﬁmax (SZ(F)) = ﬁmax (Se(mn < ﬁmax (SZ(E_OD +h (SZ(271>)
< Fimax (S“(Eo)) + ¢h (271) -
Evaluons chacun des termes du membre de droite de cette inégalité. La pente maxi-
male de S*(Ep) se calcule en observant que S*(Ep) est la somme directe orthogonale

des espaces K.ei1 ---eln pouri:= (i1,...,i,) de longueur £. D’apres la propriété @,
2), on a

e (' (F) = max {deg, (el ) }

N 0 o
= ﬁi}; jzzlzj,umax(l(.ej) + 5 lOg m

On en déduit

Hhmax (SZ(E_O)) </ max {ﬁmax(fei)} + %logn

1<i<n
. —
= llimax(Fo) + 5} logn .

Le lemme @ appliqué a ¥ : By — Fx donne ﬁmax(FO) < ﬁmaX(E) + h(X). La
hauteur (%) est majorée par 2logn car ||X[l, < /n si w est archimédienne et
1=l <1 sinon. On obtient ainsi

fimax (S“(Eo)) < £ (fimax(E) + dlogn) .

Par ailleurs, en ce qui concerne la hauteur de ¥~', on applique la majoration (@)
du lemme [7.9. Compte tenu de l'estimation des normes de X, on en déduit la
majoration

h(2_1)§5(n—1)10gf—% ST nwlog|det Syl -

w place de K
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L’égalité (t6) obtenue & la suite du lemme .9 montre que cette derniere somme
est aussi la différence des degrés adéliques d/eTng — d/e\gnE_o, qui vaut (Te\gn det B +
hz(e1) + - - + hg(e,) car E est hermitien et le degré de Ey se calcule au moyen de
la formule (RJ). Cette quantité est inférieure & 2 logn + £ en vertu du choix de la
base (e1,...,ey). La synthése de ces informations conduit & I’estimation :

fimax (S“(E)) < £ (fimax(E) + dlogn) + ¢ (5(n —1)logv/n + %n logn + 6)

— 1
< (ﬁmaxw) ; (n . 5) Slogn + s) -

Dans cette inégalité, on peut faire tendre € vers 0 et I'on obtient le résultat voulu.
O

Corollaire 7.4. Pour tout entier £ > 1, pour toule norme tensorielle adélique
hermitienne « d’ordre ¢ et tout fibré vectoriel adélique E sur Speck, on a

L 108 A(E) < i (S(E)) — (B < ¢ <2n5 logn + — log A(E)) .

Démonstration. En vertu du lemme @, pour tout sous-fibré adélique F C E, on a
o~ = 14 —= = =
(iin(F) < in (S5(F)) + 5 10g A(F) et A(F) < A(E) .

A priori les métriques sur S (F) ne sont pas les restrictions des métriques de S’ (E)
a S‘(F). Toutefois, d’aprés la proposition .13, on a (F®, ||.[|zeae) = F! doin
I'on déduit

(SUF), Il ) = SLF) puis fin (SL(F)) < fimax (SE()) -
La premiere inégalité du corollaire @ en découle. Pour la seconde estimation, on

applique le théoréme EI au fibré adélique hermitien E. (voir @)) Comme E, < E,
on en déduit S(E.) < SL(E) (lemme [£.3) et donc
s (SL(E)) < e (S'(E2)) -

D’autre part, comme nous I’avons mentionné a la suite de la définition @, la pente
maximale de E. est majorée par celle de E plus log(1+¢)+ 4 log A(E). Le résultat
s’ensuit en faisant tendre € vers 0. O
Remarque 7.5. Si k est un corps de nombres, 'égalité fimax (S4(E)) = llimax(E)
est en général fausse, méme asymptotiquement lorsque ¢ — +o0o ou méme si E et
a sont hermitiens. En effet 'estimation asymptotique log v, ¢ Pet (H, — 1)l et

——+00

le lemme @ entrainent la majoration

R 1 1 . Ihmax (Se (E))
- 1) < — Pmax \2 \7))
i (F) + 5 (H,, — 1) log A(E) + lelm inf 7

)

vraie pour tout sous-fibré adélique F C E de dimension m > 1. Aussi, lorsque la
pente maximale de E est atteinte pour un fibré F' de dimension > 2 (par exemple
lorsque E est semi-stable) et si E est hermitien (A(E) = 1), on a
~ é T
s Fmax (ST(E)
_ Ces propriétés des pentes et pentes maximales des puissances symétriques de
E se transmettent aux fibrés des sections globales des puissances tensorielles du
faisceau canonique O(1) de l’espace projectif P(E).
Plus précisément, soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k de dimension n >
1. On note P(F) le schéma ProjS(E) de morphisme structural = : P(E) — Speck
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et O(1) le fibré en droites universel sur P(E). Pour toute place v de k et tout point
x € P(E)(C,), la surjection canonique 7*E — O(1) confere une métrique ||.||y »
a la fibre O(1), par quotient. Et plus généralement, pour £ € N \ {0}, on note
|-lv.z.¢ la norme induite sur O(¢), = O(1)2*. En une place archimédienne v de
k, une mesure de Haar sur le groupe localement compact (E ® C,,+) induit une
mesure sur louvert (F ®; C,) \ {0}, qui est un espace homogene sous 'action du
groupe multiplicatif C;. On obtient de la sorte une unique mesure de probabilité
e sur P(E @k Cy) ~ ((E® Cy) \ {0}) /Ci. On peut munir alors le k-espace
vectoriel E, des sections globales H°(P(E), O(f)) d'une structure de fibré adélique
hermitien sur Spec k en considérant les normes suivantes. Etant donné une place v
de k et un élément s de E; ®i C,,, on pose

SUP,ep(B)(Cy) I15(T) [lv,2,0 si v est ultramétrique,
[P ) 1z .
(fP(E)(CU) Is(@)II2 .0 duEﬁu(x)) si v est archimédienne.

Aux places archimédiennes le choix peut sembler arbitraire mais il assure la com-
patibilité avec la littérature arakelovienne dans le cas ou E est hermitien.

Lemme 7.6 (Lemme 4.3.6 de [[f]). Soit E un fibré adélique hermitien sur Spec k
et £ un entier > 1. L’isomorphisme canonique HY(P(E),O(f)) — SY(E) induit
une isométrie sur les C,-espaces vectoriels correspondants si v est ultramétrique et

n—l-l—@) 1/2

une similitude de rapport ( . si v est archimédienne.

e 1/2 e 1/2
(") ()

1...,1,..)
— YA ) 5 L
alors SE(E) s’identifie & a,, ¢.E; (au sens de la page E, avec an_ ¢ vu comme une ho-
mothétie de E®ka ). Ce lemme peut se démontrer en explicitant la norme [|s(x)|] 4.¢

P 5

Autrement dit, si a,, désigne l'idele

avec des coordonnées. Le choix d’une base (X1, ..., X,,) de E1 ~ F permet d’écrire
s comme un polynéme P en les variables X; et si on désigne par (z1,...,z,) € C¥
les coordonnées de x dans cette base, on a la relation
|P(z1,. ..y 2n)|o
[s(@)llo,z = ————
[E3(yo8

On peut alors calculer les intégrales ci-dessus lorsque v est archimédienne et si la
norme ||.||g,» est hermitienne.

Proposition 7.7. Pour tout fibré vectoriel adélique Esur Speck et tout entier
¢ > 1, la pente normalisée du fibré adélique hermitien Ey vérifie

o = 1) n—1+/ Y4 —

i)~ ()~ 1os (" 73 V)| < 10w a®) -

Quant a la pente mazimale de Ey, la quantité

N — " — ¢ n—1+/¢
,U/maX(EZ) - fﬂmaX(E) - 5 1Og ( Y )

est comprise entr —% log A(E) et € (20nlogn + & log A(E)).

Démonstration. Dans le cas hermitien, cette proposition est une simple conséquence
du théoreme [.1 et du lemme [.3 car E;, = a,}.S%(E). Une fois ce cas établi, le

cas général s'obtient en considérant le fibré E. (voir (29)). Il faut observer que les
normes sur Fy données par celles de E. et E vérifient des inégalités du méme type
que (), a savoir que, pour tout sous espace vectoriel £/ de Fy, on a

(B (Hioye)o) % (B (lme)e) = (B ((AE @ ko, £25,)(1+€) L) )
O



PENTES DES FIBRES VECTORIELS ADELIQUES a7

Ce dernier énoncé offre une transition vers la géométrie algébrique et la géométrie
diophantienne, domaines dans lesquels le formalisme des pentes trouve probable-
ment sa raison d’étre.

8. PERSPECTIVES GEOMETRIQUES

Comme nous I'avons déja mentionné dans 'introduction, le formalisme des pentes
adéliques a des applications en géométrie diophantienne. Dans ce dernier para-
graphe, nous souhaitons donner quelques pistes pour mieux comprendre 'usage que
I'on peut faire de ces pentes dans un probléeme diophantien de nature géométrique.
Dans cette optique, 'inégalité

N .
G1) (B <Y TSI G @) 4 h(T T o)) + 5 logwi(E)
i=1

de la proposition @ joue un role important méme si elle n’est finalement qu’une
version savante de la formule du produit, ou de ce que ’on appelle en Transcendance
Uinégalité de Liouwville. Quoi qu’il en soit, elle est I’axe autour duquel s’articule la
méthode des pentes, méthode congue par J.-B. Bost [ﬂ] et utilisée par exemple
dans les articles [@,B,, @] Dans un contexte géométrique, les objets E, G}, ¢
sont souvent choisis de la maniére suivante. On considére une variété projective
X sur un corps global k et L — X un fibré en droites ample sur X. On pose
E = H(X,L®™) I'espace vectoriel des sections globales d’une puissance entiere
m de L. On se donne également un sous-schéma fermé ¥ de X, fini, composé
de points épaissis de X (k) dans certaines directions & divers ordres. Un point de
Y. procede d’un triplet constitué d’un point k-rationnel z de X, d’une direction
d’épaississement (p. ex. cela peut étre un sous-espace vectoriel de ’espace tangent
tx, & X au point z) et d'un ordre de dérivation. L’objectif de la méthode des
pentes est de dégager quelques propriétés diophantiennes de . Typiquement, on
dispose d’un certain nombres de points complexes de X dont on cherche & prouver
la transcendance. On les suppose algébriques et on forme un schéma ¥ avec cette
hypothese. L’application linéaire ¢ est le morphisme d’évaluation qui & une section
s € E associe la restriction s;5; de s a X. La filtration (F});cqo,..,.n} de F :=
HO (X, L%m) est choisie de maniere a annuler successivement les points de X et les
ordres de dérivations correspondants. L’espace quotient G; s’identifie & un sous-
espace de Se(t}(w) ®@a*L®™ ou f € N et x € . Afin de mettre en ceuvre 'inégalité
de pentes (@), il faut choisir des structures adéliques sur E et les G;, suffisamment
appropriées pour que la pente normalisée fi,(E), la pente maximale ﬁmax(@) et

le degré normalisé d/e\gnm puissent étre évalués en fonction d’invariants attachés
a X, L,z. Nous allons détailler cela dans un instant. Soulignons auparavant que,
pour espérer obtenir quelques informations sur ¥, il importe en général d’avoir des
données rendues dynamiques par I'introduction de parametres tels que l'entier m
dans la définition de F ou bien ceux qui sont dissimulés dans la définition de X
(ordres d’annulations en chaque point x).

Revenons maintenant sur le choix des métriques. Pour ce qui est de ’espace
tangent tx ,, on peut le munir d’une structure entiére provenant d’un modele (X —
Spec Oy, &, : Spec O, — X) de (X, z), lisse en ¢,,, ot Oy, désigne 'anneau des entiers
de k. Aux places archimédiennes v de k, la premieére forme de Chern ¢q(L,) du fibré
ample L, — X X Spec C,, induit par L, fournit des métriques hermitiennes sur
tX,:n Qk Cv-

En ce qui concerne les structures adéliques de E et de x*L, on peut distinguer
deux écoles : soit I'on choisit avec soin les métriques pour en obtenir de canoniques
et I'on calcule alors explicitement les quantités fi, (E) et d/eTgnﬁ (cette derniere
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étant alors une hauteur canonique de x); soit, a contrario, on opte pour une tres
grande souplesse dans le choix des métriques, avec le minimum de contraintes, et
I'on se contente de formules asymptotiques pour ces quantités avec L remplacé
par L®™ et m — +oo. D’une maniere générale, la premicre option est celle qui
prédomine en géométrie d’Arakelov. Mentionnons, a titre d’exemple, le cas d’une
variété abélienne X sur un corps de nombres k, munie d’un fibré en droites L ample
et symétrique. En s’appuyant sur les travaux de L. Moret-Bailly, J.-B. Bost a montré
comment choisir un modele dit cubiste de (X, L,X) afin de calculer explicitement
la pente normalisée de HO(X, L) en termes de la hauteur de Faltings hp(X) de X
et du degré géométrique deg; X ; la formule exacte est

=R 1 1 deg; X .
ZHO(X, L)) = —=hp(X —log —=— d:=d X).
fin (HO(X, L)) 5 (X) + 7 log @n)idl ( imy, X)

Dans ce cas le degré normalisé cTe\gnm est la hauteur de Néron-Tate de x relative
a L (voir le théoréme 5.10 de [[j]). Toutefois les choix des métriques et les calculs qui
en découlent sont assez délicats, utilisant des résultats profonds comme le théoréme
de Riemann-Roch arithmétique. Aussi — lorsque le probleme s’y préte — il est par-
fois préférable de se contenter de formules asymptotiques pour fi,(HO(X, L®™)),
lorsque m — +oo (théoréme de Hilbert-Samuel arithmético-géométrique). D’au-
tant plus, peut-étre, depuis la parution du mémoire de R. Rumely, C.F. Lau &
R. Varley [@] qui fournit un énoncé de ce type, sous des hypotheses tres faibles.
Pour mieux comprendre de quoi il s’agit, nous allons énoncer le résultat princi-
pal de [P§| (théoréme (A) p. 4) avec des hypotheses un peu plus fortes (p. ex.
nous prenons des normes au lieu de semi-normes). Ce résultat donne une illustra-
tion de la maniere avec laquelle on procede pour donner une structure adélique a
HO(X, L®™) et 2* L et d’un calcul de pente normalisée non trivial. Etant donné une
place v de k et € X(C,), on consideére une norme |||z, sur la fibre L, Q@ C,,
invariante sous l'action de Gal(C,/k,), norme que l'on transmet a L™ ®; C,
par produit tensoriel. On suppose que, pour tout x € X(k), pour tout élément
e € Ly \ {0}, on a |le|rsz = 1 pour toute place v en dehors d’un nombre fini.
Pour 5 € HY(X, L®™) ®; C,, on pose alors |[s|l, := sup,c y(c,) |5(2)|Lem v 0. Cela
définit une structure adélique sur HY(X, L€™) des lors que ||s|, est toujours fini
et méme un peu plus, a savoir que si s # 0 et pour toute place v en dehors d’un
ensemble fini (qui peut dépendre de s), on requiert ||s||, = 1. La encore, le choix
des normes ||.| 1. aux places ultramétriques v de k peut se faire au moyen d'un
modele entier (X, L) sur Spec Oy de (X, L) (voir op. cit.).

Théoréme @] . Soit X une variété projective sur un corps global k. On suppose
que X est équidimensionnelle et géométriquement réduite. Soit L — X wun fibré
en droites ample, muni de métriques comme ci-dessus, conférant ¢ H°(X, L&™)
une structure de fibré vectoriel adélique, pour tout entier m > 1. Alors il existe un
élément hi(X) € RU {400} tel que

1 -

_1 0 ®@m _
(55) (G ToM) — hy(X),
élément qui s’exprime en fonction de la capacité sectionnelle Sv(f) de L par la
formule
log Sy (L)

—(X) = —
h(X) D(d+1)deg; X

(d=dimy, X, D = [k : ko]).

Nous avons noté a dessein h7(X) la limite ci-dessus car, lorsqu’elle est finie (et
Pon connait un critére pour que ce soit le cas, ibid.), les propriétés de la capacité
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sectionnelle font que cette quantité se comporte effectivement comme une hauteur
canonique de X relativement & L (voir [[LT,[1] ainsi que le théoreme (B) de [R)).
Lorsque X est une variété abélienne sur un corps de nombres et L un fibré
en droites cubiste, on a hy(X) = 0. On peut observer que l'utilisation conjointe
d’un résultat asymptotique tel que (@) et de I'inégalité de pentes (@) n’est pas
entravée par la présence du terme d’erreur - log vr(H%(X, L&™)), logarithmique en

m et donc négligeable devant m.

ANNEXE

Nous établissons l’estimation asymptotique suivante, mentionnée au para-
graphe ﬂ

Proposition . Soit n,¢ € N\{0} et vy ¢ le nombre réel positif défini par la formule
1 14

ieNT
li|=¢

Posons H,, := Z?:l 1/i. Alors, lorsque n est fixé et ¢ tend vers +00, on a

log Ve = (Hn —1)(€ + o(()) .

Démonstration. Le cas n = 1 est immédiat et 'on suppose n > 2 pour cette
démonstration. Notons i1, ..., 1, les composantes de i € N™. Soit f : [0, +oo[— R
la fonction continue définie par f(0) = 0 et, si > 0, f(x) = —zlogz. En vertu

de la formule de Stirling, rappelée au bas de la page ﬂ, le terme log% s’écrit
Yon—q1 f(in/t) + O(logt). On a alors

log ¢ 1 — , (in
Un— 1)1 ¢50 71 sz<e)

li|=¢ h=1

On reconnait pour le membre de droite la somme

1y {f<%>+...+f<a‘ngl)+f<l:é%)},

jenn—1
qui est une somme de Riemann (n — 1)-dimensionnelle convergeant vers 'intégrale

lil<e

(56) / (f(x) + -+ fl@n—1) + fA—21 = —2p_1)) dor .. dzpy

Q
sur Vouvert Q := {(z1,...,2,—_1) €]0,+00[*"}; 21+ +2,_1 < 1}. Par symétrie,
les intégrales [, f(x;), 1 < i < n—1,sont toutes égales. Par changement de variable
y:=1—2xy — - —x,_1, qui ne change pas le domaine €, la derniere intégrande

de (56) peut étre remplacée par f(x,_1), et I'intégrale (f6) vaut alors

1
n/f(zn,l)dxl...d:cn,lzn/ fwyvol(xy + -+ xp—o <1—wu)du
Q 0

_ nvol(b,_,

) ! n—2
2 /0 (I —w)""*f(u)du

(ici vol est la mesure de Lebesgue sur R"2). La formule ({) donne
nvol(bl_,)/2"? = n/(n — 2)!. Et la dernitre intégrale se calcule au moyen de

deux intégrations par partie (en observant que fol 11__“: du = H,). On trouve

fol (1 —u)"2f(u)du = ﬁ(Hn — 1), ce qui permet de conclure. O
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Cette démonstration revét un caractere ad hoc. Avec une analyse du terme reste
de la somme de Riemann en fonction de la premiere dérivée de f, on peut montrer
que log vy ¢ = (Hy, — 1)¢ + O(log ¢). Une vision plus savante et inspirée de ce genre
de calculs se trouve dans la these de H. Randriambololona, dans laquelle le lecteur
pourra trouver une évaluation asymptotique & un ordre quelconque de (variantes

de)

log yn¢ et d’autres quantités d’origine géométrique, plus générales (voir [p4],

chapitre 4, proposition 4.2.3 et supra).
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