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Inégalités de Harnack et phénomene de
concentration.

Samy Skander Bahoura *

Université de Patras, Département de Mathématiques, Patras 26500 Gréce

Résumé. Nous prouvons des inégalités concernant le produit supu X inf u
pour des opérateurs elliptiques d’ordre 2 et 4. Ces inégalités et le phénomene
de concentration nous permettent d’obtenir le comportement asymptotique des
solutions de ces EDP.

Abstract. We proove some inequalities concerning the product supu x
infu < ¢, supu X inf u > ¢ for some elliptic operators of order 2 and 4. Those
inequalities and the concentration phenomena we can describe the asymptotic
behavior of those PDE solutions.

Mots-cles: sup x inf, laplacien et bilaplacien, point de concentration, com-
portement asymptotique.

Keywords: sup x inf, laplacian and bilaplacian, concentration point, asymp-
totic behavior.

Cet article correspond a la Note aux Comptes Rendus Mathématiques de
I’Academie des Sciences [B 3].

Dans la suite nous notons le laplacien géométrique par A = —V*V;.

On s’occupe de certaines inégalités de Harnack de type sup X inf et leurs ap-
plications aux phénomenes de concentration dans le cas d’opérateurs elliptiques
d’ordre 2. Ce type de problémes est bien connu voir par exemple, [B1], [B2]
[C-L], [DLN], [GT], [H], [He] [L1], [L2], [M] et les résultats obtenus utilisent les
téchniques de symétrie voir [GNN].

Les phénomenes de concentration et leurs conséquences ont beaucoup été
étudiées, precisément dans la recherche de meilleurs constantes dans les inégalités
de Sobolev voir par exemple [Au], [Au, D, He|, [DHR] et [He,V]. En ce qui nous
concerne, ce type d’inégalités ( sup X inf ) et le phénomene de concentration,
nous permettent de décrire le comportement asymptotic de certaines solutions
d’EDP.

*Adresses e-mails: samybahoura@yahoo.fr, bahoura@ccr.jussieu.fr



Considérons une suite de réels positifs (¢;);>0 avec €; — 0 et une suite de
fonctions ve; > 0 sur S,, telles que:

-2 -2
n(n4 )Ue n

Ave; + Co4(n—1)

N—1—¢,;
‘/Civﬁi Ia

2
avec, N = —n2, 0<a<V,(z)<b<+oo,VxeS,et||[VV,|le <A
n

On suppose que pour tout i que les fonctions V¢, et v, sont régulieres.

Théorémel. Sous ces hypothéses la suite (ve,) vérifie,

1/4
6Z_(an)/Q (Supvei) X igIlfin — 0. (1)
S, n

On s’intéresse aussi au probléeme suivant:

Au; = Vi(Jz|)u;N717% dans B1(0) et u; = 0 sur B;(0).
Ou B;(0) est la boule unité de R™ et V; est une fonction décroissante de ||
qui vérifie 0 < a < V;(Jz|) < b < 400 pour tout 2. On suppose que les fonctions
u; et V; sont réguliéres pour tout i.

Théréeme 2. Pour tout compact K de B1(0),

sup u; X infu; > ¢ = c(a,b, K,Q,n) > 0.
B1(0) K

Application:

Considérons le probleme suivant:

Aue, = n(n —2)u, V7174 u,, >0 dans Q et u., = 0 sur 99 (E),
avec, 2 un ouvert borné de R".

Pour ce type d’équation il existe de nombreux résultats de compacité et de
comportement asymptotique voir par exemple, [BP], [H], [He]

Nous avons,
Théoréme 3. 1) 1l existe c1 = c1(n, Q) > 0,3 = c2(n, Q) > 0 telles que:

c2 < ue||m1 o) < cr.

2) Si Q) est étoilé, alors, il existe une sous-suite (uej) pour laquelle, il existe
un m € N* et un nombre fini de points de concentrations x1,xa, ..., T, €  tels
que:

i) limo ue, = 0 dans Cp . (O — {z1,... 2 }),
€5 —



Vike{l,...,m}, 3 (z;r) avec , xj — o et ue,;(xjp) — +00.

m
- e wn,
ii) lim uN =% = g Wilz; avec f; > —.
€;—0 7 2n
i=1
Ici la convergence est au sens des distributions.

iii) Pour tout compact K de Q—{x1, ...,z }, il existe une constante positive
c=c(K,Q,n) >0 telle que:

Sup ue; X supue; < c.
Q K

iv) Il existe un voisinage w du bord OS) et une constante positive ¢ = ¢(w, 2, n)
tels que:

SUp Ue; X SUP Ue; < C.
Q w

v) il existe deux constantes positives, 51 et (o telles que:

2
B <€ (SUpuej) < B2,
Q
plus précisément, il existe une fonction g € C2(99Q), telle que,

€5 (supuej>2 o Joa < z|y(;:) > [avg(U)FdU.
Zk:l 23

vi) il existe m réels positifs y1,. .., Ym, Y& > n(n — 2)%, ke {l,...,m},

tels que:

sgp Ue, X Uc,;(x) — Z%G(xk, x) dans C2.(Q — {x1,...,2m}),
k=1

ou G est la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichlet. On
peut prendre, g = > oy G(xk,.) dans le v).

Remarque: On verra que dans le cas o1 2 n’est pas étoilé, les points i), ii),
iii), iv) et vi) se conservent.

Concernant certains opérateurs d’ordre 4, il existe des résultats comme [C 1],
[ C 2], [C-G] et [V]. Nous nous occupons maintenant de savoir si pour certains
d’entre eux des minorations du produit sup x inf sont possibles.

Sur une variété Riemannienne compacte (M,g) de dimension n > 5, on
considere I’équation suivante:

A%u; + bAu; + cu; = Viu, M/ =D > 0 sur M (E)

b2
avec, b,c > 0, ¢ < T et 0 < Vi(z) < A



2
La condition 0 < ¢ < — est trés utile pour obtenir notre estimation, elle per-

met d’avoir une fonction de Green avec d’intéréssantes propriétés et est utilisée
pour appliquer le principe du maximum voir [C 2].

Théoréme 4. Il existe une constante positive k = k(b,c, A, M, g), telle que,
supu; X infu; > k V1,
M M

ot u; est solution de (E')

Autre résultat sur un ouvert ) strictement convexe de R™ avec n > 5,
considérons 1’équation:

A%y = u ¢, ue >0 dans Q, et ue = Auc = 0 sur 05, (E")

4 4
n+4et0<e§—4.

avec, p =

Théoréme 5. Pour tout compact K C Q, il existe ¢ = ¢(K,Q,n) > 0 telle
que pour toute solution u. de (E'), on ait:

sup ue X inf ue > c.
9) K

Pour les opérateur d’ordre 4, il existe une identité de Pohozaev comme pour
ceux d’ordre 2( [P]), voir [C-G], et I'équation (E"), avec € = 0, ne possede pas
de solutions lorsque louvert € est étoilé. Ceci nous pousse & étudier (E") avec
€ > 0.

Pour I'équation (E”), il est important de remarquer que les points z. ol
les solutions u. sont maximum, restent loin du bord 9€2. Ceci est important
pour estimer ces solutions prés du bord. Ce fait important est réalisé pour
les ouverts €2 strictement convexes, la méthode utilisée est celle de symétrie de
[GNN] et la transformation de Kelvin. Pour le laplacien d’ordre 2, I’équation
reste invariante par la transformation de Kelvin, ce qui n’est pas le cas pour (E")
et la condition de stricte convexité du domaine peut attenuer la non invariance
par cette transformation, voir [C-G].



Preuve du Théoréme 1:

Supposons par I’absurde que (1) ne soit pas vraie, alors:

e;—0 n

1/4
lim sup [ei(”_Q)/2 (sup ’Uq) X iSnf ’UEI.‘| >c>0.
Soit x., le point ou v, atteint son maximum. On considere la projection

stéographique de podle y, point diametralement opposé a x., .

On a:
Siz=(21,...,%n,Tnt1) € Sp et y = (Y1,...,Yn) € R 'image de z par la
projection stéréographique, alors:

2yi . ly|> — 1
= , 1<i<n,x = ,
B 1
et,
i = — 2 1<i<n
1*1'n+1
2 (n—2)/2
go = L dy23 et ue, = 2 Ve, -
1+ [y? 1+ yf?

Soit &£ la métrique euclidienne et Ag¢ le laplacien pour cette métrique, on
obtient:

(n—2)/2

n—2 2

Agtue, = ——HViu, N 717 avec H(y) = <7> .
Ele; 4(71—1) i (y) 1+|y|2

et,

et inf we, > info,,,
B;(0) Sn

79

ue, (0) = 2"D/2 max v, = max u,
Sn B1(0)

On en déduit que,

limsup | ;=272 [u,, (O)]1/4 x inf we, | > ¢> 0.
B1(0)

€;—0

On se retrouve dans le cas du Théoréme 1 de [B 1], les étapes de la preuve
de ce Théoreme 1 se conservent ici, mais il faut vérifier si le lemme 2 de ’étape

2-3 se conserve.
On a, a., = 0 pour tout entier ¢ et,

9 )(nQ)/2

‘761' (t,0) = e(n72)€it/2[H(t)]€i‘/Ei (ete), avec H(t) = (m
(&

Comme,

2/ (== /A7 [y ()] > e > 0,



ce qui s’écrit,

loge; > —=
08¢ n—2 2

1 2 i z
27 ( —e—)loguq(O)—i—logc:ti.

et donc,

V., >0, sur | —o0o,t] X Sp_1.

Dongc, le lemme 2 de I’étape 2-3 du Théoréeme 1 de [B 1] se conserve et la
conclusion de la preuve de ce Théoreme 1 reste la méme ici, a savoir,

[ue, (0)]1/4 Bin(f)uq < ¢, pour tout i,
1(0

Or, d’aprés notre hypothese de départ,

[Uei(o)]l/4 inf ue, >

B1(0) 22 T

Preuve du Théoréme 2:

D’apres le Théoreme 1’ de Gidas-Ni-Nirenberg [GNN], la méthode moving-
plane assure que u; est radiale. Considérons la fonction de Green G du laplacien,
on peut ecrire:

max u; = u;(0) = G(0,y)Vi(|z|)u; N=tze / G(0,y)dy | (max u;)N 1<,
o =)= [ GOl [Bﬂm (0,)dy | (mx )

Ce qui donne:

()Y > e,
1
b [fBl(O) G(0, y)dy}
Comme dans le Théoreme 2 de [B-2], on utilise la représentation par la

fonction de Green pour prouver que 1’énergie tend vers 0, puis par le procédé
d’itération de Moser, on prouve que u;(0) — 0 ce qui est contradictoire.

avec, ¢ =

Preuve du Théoréme 3:

Preuve de 1):

D’apres I'inégalité de Harnack du type sup x inf (voir [C-L], [L1] ou adapter
la méthode qui se trouve dans [B 1] avec les V; = 1), pour tout compact K d’un
ouvert Qp CC €2, il existe une constante positive ¢ = ¢(K, Qp, 2, n) telle que :

sup u. X inf ue < ¢,
K Qo

On sait que (voir [H] pages 164-165) pour d = dy > 0 assez petit:

ue(x) <M =M(6,Q,n) Ve {ydly,o0) <d}.



dg dépend de Q mais pas de € > 0.
do 200
On prend, Qy = {z,d(z,0Q) > 5} et K = {x,d(z,00) > -5
Soit G la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichelet, alors:

ue(z) = / Gl y)u = (y)dy.

En appliquant le principe du maximum a G, on a pour dg > 0,

G(z,y) > ¢1 = c1(dp, Q,n) > 0 sur {z,d(z,IN) > 260/3} x{y,d(y, Q) > b0/2},

ce qui donne,

€ > sup ue X inf ue > / uN " (y)dy.
K Qo {z,d(z,09)>250/3}
Comme,
=) w ey + [ u (o)
{z,d(x,000)<260/3} {z,d(xz,00)>260/3}

On en déduit que:
[luclly = < efn, Q).
En multipliant (E) par u. € H}(Q2) et en intégrant par parties, on obtient:

el 1 () < e(n, Q).

D’autre part, en utilisant I'injection de Sobolev, puis en multipliant I’équation
(E) par u,, en intégrant par parties et en utilisant 1'inégalité de Holder, on ob-
tient:

Kolludl e < Rollud B < [ 1V =nn=2) [ u¥~ = n(n = 2)lfucl 37,
Ce qui donne,
[te||N—e > K1 >0 et ||u]|g > K2 > 0.
Preuve de 2):
Point i):

Comme u, est bornée dans H 1, on peut en extraire une sous-suite ue — u
et la convergence est presque partout, dans LN ~(1/2) fort et dans H' faible.

La fonction u > 0 vérifie, Au = n(n — 2)u™ =1 et u = 0 sur 9. De plus
||u||H1(Q) S lim infe_,o ||u€i ||H1(Q) S c(n, Q)



1’) Régularité de u au bord:

On sait (voir [H] pages 164-165), qu’il existe un voisinage w du bord 94 et
constante positive M telle que:

e, () <MV z €w.

En utilisant le lemme 2 de [H] (ou le lemme 8 de [He]), on en déduit que la
suite (ue, ) est uniformément bornée dans C** au voisinage du bord. En utilisant
le théoréme d’Ascoli, la suite (u.,) converge vers une fonction C! et donc u est
C! au voisinage du bord.

2’) Régularité de u a ’intérieur de Q:

En utilisant les arguments de régularité locale de Trudinger (voir [T] théoréme
3 et lemme page 268) et le théoréme de Ladyzenskaya-Ural’ceva (voir [Au]
théoreéme 4.40), on en déduit que u est au moins de classe C2().

Finalement u € C%(Q). D’aprés le principe du maximum u = 0 ou u > 0.
Comme  est étoilé, en utilisant la formule de Pohozaev [P], on conclut que
u = 0.

Remarque: On peut se passer du fait que {2 est étoilé. On sait que les points
Ze, OU U, est maximum restent loin du bord, alors, soit u., est uniformément
borné dans C°(9) et on a donc un résultat de compacité, soit, il existe une sous-
suite de u, notée encore u., telle que ue, (x.;) — +0o et dans ce cas l'inégalité
de Harnack du type sup X inf et les estimations de Schauder ( au voisinage du
bord), nous permettent d’avoir l'existence d’un point ag trés proche du bord
sans étre sur le bord ( ol u, est uniformément bornée) tel que u(ag) = 0, le
principe du maximum appliqué a u implique que u = 0.

On définit un point de concentration xy comme suit,

e;—0

V>0 liminf/ uN "% (z)dx > 0.
B(zo,0)NQ

On prend la liminf au lieu de limsup, dans la définition d’un point de
concentration, pour pouvoir compter tous les points de concentrations, on verra
plustard qu’il est plus simple de compter les points de concentrations ( qui serons
en nombre fini).

En utilisant le Lemme 1 dans [He] (avec la modification limsup devient
liminf), on en déduit que si xy est un point de concentration, alors:

lim inf/ uN " (y)dy > ==,
B(20,6)NQ 2n

e—0

Comme uc(z) < M sur {z,d(z,00) < §}, par les estimations elliptiques
on en déduit que [|Vue||po) < M'. olt w est un voisisnage du bord 9Q. On
conclut grace au Théoreme d’Ascoli que u, converge uniformément vers 0 sur un
voisinage du bord et donc il n’y a pas de points de concentration au voisinage



du bord. De plus en utilisant le le lemme 2 de [H] ou lemme 8 de [He| et le
théoreme 6.6 de [GT], on déduit que ||uc||c2(.) converge vers 0 au voisinage w
du bord.( on prend une couronne C voisinage du bord, les bords 9C de C sont,
O et 9(Q,), on prend n une fonction telle que n = 0 sur I(Q,) et n = 1 dans
un voisinage de 02, puis on s’occupe de 1'équation A(nu.) = f. € C*(C) et
nue = 0 sur 9C' ).

Comme (uc, ) est bornée dans H' (), par le théoréme de Rellich-Kondrachov,
pour tout ¢ € [1, N], il existe une sous- suite notée encore (u.,) qui converge
vers 0 dans LY. En prenant une suite ¢ — N et en utilisant le procédé diagonal,
on déduit qu’il existe une sous-suite notée encore (uc,) qui conevrge vers 0 dans
tous les L7 avec g € [1, N|.

En premiere conclusion, on obtient, une sous-suite notée (uc,) telle que
[[te;le2w) — 0 et ¥V g € [1, N, [|ue,||re(o) — 0, avec w un voisinage du bord.

Comme u,, est bornée dans LY, on en déduit que si il y a des points de
concentration alors ils sont en nombre fini x1,...x,,. De plus m est borné par
un réel ne dépendant que de 2 et n.

On va voir que la suite ue, a au moins un point de concentration. Sup-
posons le contraire, soit alors K un compact de 2 tel que Q@ — K C w, ou w
est un voisinage du bord tel que, ||uc,||c2) — 0, alors supg ue, = uc, (Ye,)
avec Yy, — y € K. Aprés passage a une sous-suite, il existe 6, > 0 tel que,
liminf,, o fB(y,zSy) uN =% (z)dz = 0., on en déduit gréce au procédé d’itération
de Moser que sup(y s, /2) te; — 0 et donc [[ue,||po (k) — 0. Alnsi, [Jue,||p~ @) —
0, or ceci contredit le fait que ||uc,||z~5 Q) > ¢ > 0, pour tout i.

Pour la suite (uc,), on a un nombre fini de points de concentration de €,
on considere alors, une sous-suite (ue,;) de (uc,) qui a le maximum de points
de concentration, soit x1,%2,..., 2, tous les points de concentration de (uc, ).
Alors toute sous-suite de (uc,;) a au plus m points de concentrations.

D’apres le lemme 1( modifié, lim sup — liminf) de [He], on a:

sze{l,...,m}V6>Oliminf/ uffej(x)dmzw—z.
=0 JB(xy,8) 2
et,
VmEQ—{ml,...,xm}36y>0liminf/ uN"% (2)dx = 0.
ej—>0 B(yvéy)
Soit K un compact de Q — {1,...,2,,}, on a, supg ue; = ue, (yj) avec, par

compacité, y; — y € K. En utlisant le méme raisonnement que [He] dans le
lemme 4 et le lemme 8 et les estimations elliptiques (théoreme 9.11 de [GT]),
puis les estimations de Schauder on en déduit qu’il existe une sous-suite u.;_
qui tend vers 0 dans C?(K). De plus cette sous-suite vérifie:

Vike{l,...,m} V5§ >0 liminf/ ul T (2)de > 22
B(x,0)

€. —0



Ce qui revient a dire que la nouvelle sous-suite a au moins m points de
concentrations, d’aprés la définition de m, cette sous-suite a exactement m
points concentrations x1, ..., x,;,. On obtient:

Vye Q—{x1,...,2n} 36, >0 liminf/ ug:e”(x)dxzo.
€ir =0 JB(y.6,)

En considérant une suite exhaustive de compacts (K,,) de Q — {z1,..., 2},
K, C Kn+1, UK, =0 — {x1,...,2m} et en utilisant le procédé diagonal, on
en déduit qu’il existe une sous-suite notée u., qui a exactement m points de
concentrations 1, ..., T, et qui converge vers 0 dans C2_(Q — {x1,...,2m}).

Soit x7 un point de concentration, alors, il existe une suite j, — +oo et
Tj, 1 — x1 avec uc, (r;, k) — +oo. En appliquant le méme procédé pour xs
puis pour zg, k allant de 3 & m, on extrait une sous-suite notée encore (uej)
et des suites de points (x;), k allant de 1 a m tels que, uc,(x;r) — 400 et
Tjk — Tk-

Ainsi, pour tout k € {1,...,m}, il existe une suite y;r — xr et uc,; (y;r) —
+00.

On pouvait remarquer que,

w
|B(zk,6)| sup uN "¢ > uN "% (z)dx > —2— pour i > io.
B(zg,0) B(zg,0) 2ntt

puis, on fait tendre § vers zéro.
Point ii):

Soit x3 un point de concentration, alors:

€

n

[\]
3

g = liminf/ uN " (x)dx >
B(Ik,60)

. J
€;—0

d(l‘i, SCj)

avec, do = Mill{izjij=1,..,m} — &

Alors, pour 0 < § < dg, on a:

pr = lim inf/ ué\;_ﬁf (x)dx = lim inf/ ué\;_ﬁf (z)dx.
B(x,00) B(zg,0)

€;—0 €;—0

En considérant une sous-suite et en prenant ¢ € C(€2), on obtient:

m

/ ug_ef (z)p(z)dx = Z/ ué\;_ﬁf (x)¢(x)dx+/ ué\;_ﬁf (z)o(x)dx,
o = B(wy.0) Q[ B(x.6)]

En prenant ¢ assez petit et en utilisant le point i) du Théoréme, on en déduit
que:

10



m

lim ull = (x)p(x)dx = ZMW(»’%), Pk > o
k=1

Point iii):

Soit z; € 2 tel que ue,(x¢;) = supg u,,, aprés extraction d’une sous-suite,
on peut supposer que z., — xo € {2. Il est clair que zo est un point de con-

centration et donc zy est 'un des zy, k € {1,...,m}, on peut supposer que
o = T1.
Soit K un compact de Q — {x1,...,2,}, alors il existe g > 0,...,amy >0

tels que, K C Q = Q; — [UZ; B(wi, )], ol Q; est un ouvert relativement

compact de Q. D’aprés le point i), u.; — 0 uniformément sur Q.

Considérons l'opérateur L = —A + n(n — 2)u,, N =27%, alors, Lu,, = 0 et

I'inégalité de Harnack usuelle est vérfiée pour cet opérateur (voir [GT]). Ainsi,
pour tout 2 CC Q, il existe ¢ = ¢(2,Q,n) > 0 telle que:

sup ue; < cinf ue,.
9 Q

On prend Q) contenant K et tel que son bord extérieur (bord le plus proche
de 99 ) soit le bord d’un ouvert O contenant une boule de centre z; et de rayon
a > 0. Comme u,; est sous-harmonique, on obtient:

i?zf Ue; < gg Ue; = iréf U, -
Comme, B(z1,a) € O, en utilisant I'inégalité de Harnack du type sup x inf,
on a:
sup ue,; X infue; <c=c(0,a,n).
B(zy,a) o

Or, supg Ue; = SUPp(s, o) Ue,» €1 combinant ces inégalités, on obtient:
sup uc; supue; < ¢ = c(K,Q,n).
Q K

Point vi):
Méthode 1:

On sait (voir [H] pages 164-165) qu’il existe un voisinage du bord w, un
ouvert ' CC ) et une constante positive ¢’ = ¢/(n, Q) tels que:

sup e, < c’/ Ue, (x)d.
w Q

On peut (quitte a grandir '), supposer qu’il existe R > 0 tel que, B(zg, R) C
O ke{l,...,m}.

Comme wu,; est sous-harmonique d’aprés 'inégalité de Moser-Harnack, il
existe 0 < R’ < R et une constante positive ¢ = é(n, 2, R') tels que:

11



/ ue;(x)dr < ¢ inf wu, =¢ inf w., ke{l,...,m}.
B(xy,R’) B(xy,R’) dB(xy,R’)

D’apres le point iii) , on a:
SUpUe; X SUp e, < Ck.
Q2 9B (xy,R’)
Ce qui donne:
SUP U, / e, (x)dr < (R, Q, k,n).
Q B(zk,R)

On se place maintenant sur Q' — {Uj, B(xy, R'/2)}. Sur cet ouvert on
a d’apres le point i), ue, < 1 a partir d'un certain rang, on peut appliquer
I'inégalité de Harnack usuelle a la fonction u.; solution de Lue;, = 0 ou L =

—A+n(n— 2)ué\;_2_€j. 11 existe ¢ = ¢(R', 2, n) telle que:
sup Ue; <€ inf Ue; = C inf ue; < ¢infue, = ¢infue;.
Q' {U | Ban, R} Q' —{Ur B(z,R)} A —{Ur, B(xk,R')}) EIe% o

En utilisant I'inégalité de Harnack du type sup X inf, on obtient:
sup e, X infue, = sup  ue; x infue, < (2, Q,n).
Q v B(z1,R’) o

Finalement, on obtient:
SUP U, x/ e, (x)dr < supu, X sup ue, < c(Q,R',Q,n).
Q Q' —{upL, B(zk,R)} Q ' —{UiL, B(zx, R}
En combinant, toutes ces inégalités, on obtient,
SUP U, X SUP Ue; < ¢ sup U, / e, (x)dr < c(w, 2, n).
Q w Q Q

Méthode 2:

D’aprés l'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci (voir [Aul), on a:
Sup Ue; < sup Ue ; + C”ugiliej ||L"(w)-
w dw

Donc,

SUp Ue; < SUP U, + C||ué\;_1_€f||Ln(w) <supu; + C(supue,)
w Ow Ow w

N—1—¢;
D’aprés le point i), sup,, ue, — 0, d’ott:
(1 —k)supuc; <supuc; avec 0 < k < 1.
w Ow

En utilisant iii), on conclut que:
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SUD Ue; X SUP Ue; <
Q w

Point v):

D’apres la formule de Pohozaev (voir [P] ou [H]), on a:

——— SUp Ue, SUP Ue, < c(w, 2, n).
1k Qp 616“1}3 6]_(5 7)

ej/ ug_l_ﬁ" (z)dz = C"/ < (z—y)lv(z) > [&,uej (J)f do.
Q o0
D’ou,

2

2
¢ (sup Uej) / ué\;—l—ey‘ (x)dx = cn/ < zlv(z) > [au[(supugj)ugj](a) do.
Q Q o0 Q

Posons, g.; = (supq uc, )uc,; et fe; = n(n —2)(supq uej)ug_l_ﬁj. Alors, on

Age; = fe; dans Q et g, = 0 sur €.

D’apres le point iv) , [[ge; ||z () < ¢(w,Q,n), avec w un voisinage du bord
oN.

D’apres la formule de représentation de la fonction Green, on a:

ge, () = /Q G, 9)fe, (y)dy > / Gl 9) 1., (4)dy.

Q—w

D’apres le point iii) , on a, g, (x) < c(z,Q,n) pour . € Q — {1,..., T} et
d’aprés le point iv) et i), || fe, |10 (W) < c(w, 2, n).

D’aprés le principe du maximum, G(z,y) > ¢(x, Q—w,Q,n) > 0 pour = € Q.
Finalement,

/ fo(y)dy < ¢ ¥ J.
Q

On veut prouver qu’il existe une constante ¢ = ¢(Q,n) > 0 telle que pour
toute solution positive u; de,

Au; = u; N1 dans u; = 0 sur 99,

/inSC,

On sait qu'il existe un voisinage w du bord tel que sup,, u; < ¢(w,Q,n), on
consideére l'opérateur L = —A + n(n — 2)u;V=27% dans I'ouvert w, pour cet
opérateur on peut appliquer I'inégalité de Harnack usuelle ( voir [GT], chapitre
8). On obtient,

on a,
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supu; < éinf u;,
& @

pour tout ouvert @ relativement compact dans w et ¢ = ¢(®,w, n).

On sait aussi, quil existe § = 0(2,n) > 0 tel que d(z;,d5) > J, avec

u;(x;) = supg u;. On prend alors, @ tel que son bord extérieur soit I9, et 2
contient strictement les ;. On a w dépend de 2 et de n, de méme @ CC w, est
choisi & partir de w et donc dépend (il le doit) de Q et de n.

sup u; Xsupu; < ésupu;infu; < ésupw;  inf  w; = éuy(x;) Xinf w; = éug(x;) xinf ug,
Q ) Q w Q

exterieurW 2

car, u; est sous-harmonique et l'inf sur l'ouvert est atteint sur le bord
(principe du maximum).

On utilise 'inégalité de Harnack du type sup x inf pour obtenir,

sup u; X inf u; < C(Q,&),n),
Q Q

Donc,
gi(x) < (@, Q,n) sur w. (%)
D’aprés, 'inégalité d’Alexandrov-Bekelman-Pucci,

supu; < sup u; + Cllu] 7 pn) < supu; + Cllug||pn ),
w ow Ow
En multipliant par supg u; a droite et a gauche, on obtient,

sup g; < sup g; + Cl|gil| L (),
w Ow

On peut écrire,

119ill L (w) < 119illLn (w—we) + 19illLn (w0)

avec, w, un ouvert de w qui est voisinage de 0f,
gillLr(wo) < sblpgilwell/" < sgpgilwel””,
ainsi,
sup gi(1 — Clw['/") < supgi + C sup g;,
w Ow W—we

En prenant w. voisin de dQ de mesure trés petite |w.| < C~™, puis en
utilisant (%) avec @ = w — w, puis © = dw, on obtient,

lgil| o (w) < c(§2,m).

Gréace a la fonction de Green du laplacien,

14



gi(z) = /Q Gz, ) fily)dy > / Gl ) fi(y)dy,

Q—w

Par le principe du maximum, G(z,y) > ¢(Ow — 92, Q — w,Q,n)) pour x €
Ow—0Netyed—uw.

Donc,
fi S C(Qa TL),
Q—w
or, fi = n(n —2)g; x u;N"27¢% < ¢(Q,n) sur w, d’ou le résultat.
En utilisant, le lemme 8 de [He] ou le lemme 2 de [H],il existe une constante

positive ¢ = ¢(w, Q,n) telle que pour § €]0, 1], pour tout voisinage w’ CC w du
bord 012, on a:

n
1ge; llwra) +1IVGe;llcos@wy <e, 1< g < e

En utilisant le théoreme d’Ascoli, on peut extraire de g, une sous-suite qu’on
note encore g.; qui converge uniformément dans CH(w') vers g > 0. D’aprés
le principe du maximum de Hopf, supyq |0,g| > 0, en utilisant le point 1) et
l'identité de Pohozaev (voir [H]), on conclut qu’il existe deux constantes positives
(1 et (o telles que::

2
B1 <€ (supuej) < pa.
Q

Plus précisément,

g (upu> o Jog <ol () > [Duglo)Pdo.
Zk:1 Kk

Sur un voisinage w de 0f2, en passant aux sous-suites, on peut supposer que
g, converge uniformément vers g, dans C*(w).

Point vi):

Considérons une suite exhaustive de compacts (K,,) de Q—{x1,...,7,,}. Sur
tout compact K de Q—{1, ..., zm} le point iii) donne ||ge, || o (k) < ¢(K, 2, n).
En utilisant les estimations elliptiques et le lemme 2 de [H] ou le lemme 8
de [He] et le théoreme d’Ascoli, on peut extraire de (ge,) une sous-suite qui

converge dans C'(K) vers une fonction gx. Comme Vf., = n(n —2)(N —1 —
N—2—¢

€)Ue; ’Vge,, en appliquant ce procédé 4 la suite de compacts (K,) et en
utilisant le procédé diagonal et 'unicité des limites, on construit de proche en
proche une fonction g € C*(Q— {z1,..., 2y }) et une sous-suite notée encore g,
qui converge vers g dans C2 (2 — {x1,...,2,,}). En prolonge g et Vg en § et
Vg sur Q par 0 (par exemple) sur {z1,..., &, }. § reste une fonction mesurable

sur et comme ||ge; |[lw1.a0) < ¢(n, Q) avec 1 < ¢ < Ll Grace a l'injection
n—

de Sobolev W4 dans L™ 1 < r < ¢* et l'injection compacte de Khondrakov
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pour 1 <r < ¢*, ona g, — gdans L" et g = g presque partout( on compare g
et g sur K, puis on passe 4 la limite en n). Donc, § € L"(2) avec r > 1 et est
solution ( au sens des distributions) de:

/Q GAG = Wls, ¥V ¢ € C3(Q) N H(Q),

k=1
d(l‘i, $j)

2
En utilisant les points i), iii) et iv),la suite (fc,) converge uniformément vers 0

sur tout compact de Q — {x1,...,xm}.

Or, la fonction G de Green du laplacien avec condition de Dirichlet, vérifie:

/ Gz, v)Ad =6, ¥ ¢ € C3(Q)UHE(Q).
Q

Donc,

/Q[g > wGlax, 1) A¢ =0V ¢ € C*(Q) N HF(Q)
k=1

et

3

g— Z%G(ﬂck,x) = 0 sur 09.
k=1

En utilisant le théoréme de régularité d’Agmon (voir théoréme 8.2 pp 444
de [Aglou [Au]), on conclut que, u = §— Y ;- 7 G(xk, ) presque partout avec
u € C™(Q).

Comme § — > o, G(wg,.) est CHQ — {z1,...,2m}), on en déduit que
u=g—y 1 7Gxk, .) partout sur Q — {z1,...,Tm}

Soit alors, w la fonction qui vaut u dans B(zy, €),k = 1..met g—> ;| G (zk,.)
partout ailleurs sur Q, w est C2(Q) égale 4 u— >, G (z, .) presque partout
sur {2 et donc, fQ wA¢ = 0 au sens des distributions et w = 0 sur le bord 9f2.
Finalement w = 0 sur €; d'ot § = >, _; G(xk,.) sur Q — {x1,22,...,Tm }.
Ainsi, on a:

stgllpugjugj — Z%G(ack, ) dans C2(Q — {z1,...,2m}).
k=1

On a:

w
Vi = liminf/ fe; et 1iminf/ uN "G =y > —:,
i=0 JB(xk,8) =0 JB(ar,60) 2

donc,

€;—0

Y =n(n —2) hminf/ {(Supuej)ugle]} > n(n — 2) .
B(xk,00)
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Preuve du Théoréme 4:

2
Les conditions b,c¢ > 0, et ¢ < T nous permettent d’avoir l’existence d’une

fonction de Green G pour l'opérateur A2 + bA + ¢, telle que,

C(M,g)

C'(M,g)
> G(r,y) > ————,
(w:9) 2 G g

dg(z,y)"—* —
avec, C(M,g),C" (M, g) > 0.

On écrit alors,

m]\i4n up = ui(w;) = . G(-Tay)‘/;(y)ui(y)(n+4)/(n_4)d‘/g(y)a

et,

M M
d’ol
sup u; x infu; > / Vi 20/ (=4
M M

M

On multiplie I’équation (E) par u; puis on intégre par parties, on obtient,

Viu2n/(n=2) — / [(Aui)? + 0| Vi |* + cui®] = Klfuil[ 3 ar)-

M M

On utilise I'injection de Sobolev H3(M) dans L?™ (=4 (M) et le fait que
0 < Vi(x) < A sur M pour obtenir,

Al 225072 > K|l [2 20 oy,

donc

)
[wil|ponsn—n > K" >0, Vi
ainsi,

sup u; X inf u; > / Viu; 2 =2 > K > 0 V.
M M M

Preuve du Théoréme 5:
Supposons par I'absurde que:

sup u; X inf u; — 0.
l9) K

Alors, pour ¢ > 0 assez petit, on a:
sup u; X inf u; — 0.
Q {z,d(z,00)>5}

D’apres la preuve de la proposition 2.4 de [C-G], on a pour d > 0 assez petit,
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sup u; < M = M(n,Q).
{z,d(z,00Q)<8}

On a,

uilz) = / G y)us ()"~ dy,

Soient, K’ un autre compact de 2, en utilisant le principe du maximum, on
obtient:

J e =c(K,K' nQ) >0, telque G(z,y) >c Vre K, ye K/,

donc,

i}l{f u; = ui(x;) > cl/ wi(y)?™ “dy,

/

En prenant, K = Ks = {z,d(z,0Q) > §}, il existe ca = ¢2(d,n, K,Q) > 0
telle que:

inf u; > 02/ Ui(y)pieidya
K Ks
d’ou,
. pl—e;
sup u; X inf u; > 02/ ui(y) dy.
Q K Ks

On en déduit que:

1—¢; e .
||“i||5il—z :/ uierl ei_i_/ uip“ €
{z,d(z,00Q)<8} {z,d(xz,00)>5}

Ce qui donne,

ptl—e¢;

[lual 1= < sup s < w; + mes({x, d(x, 00) < 5))MPHI <,
Q

inf
{z,d(x,00)>6}
en faisant tendre, ¢ vers 'infini et en prenant § assez petit, on conclut que,

l[willp+1-e; — O.

Or, d’aprés I'injection de Sobolev (voir [V]), H2(Q) N H}(Q) dans LPT1(Q),
en multipliant (E) par u. , en intégrant par parties et en utilisant l'inégalité de
H’older, on obtient,

—e: l—e¢:
K24, < Kol usl 24, < /Q (D) = /( WP = Yl

4
Del<e¢; < 1 et de I'inégalité précédente, on a la contradiction suivante,
n

l[willpt1-e; > K3 >0,
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