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Sur la compactification de Thurston

de l’espace de Teichmller

Frdric Paulin

Résumé

The aim of these lecture notes is, after having quickly described various compactifi-
cations of the Teichmüller space of a compact connected oriented surface minus finitely
many points, to give a construction, by the equivariant Gromov topology introduced
by the author, of Thurston’s compactification of this Teichmüller space. 1

Le but de ces notes d’exposs est de donner une construction, par la topologie de
Gromov quivariante introduite dans [Pau2], de la compactification de Thurston de l’espace
de Teichmller Teich(S) d’une surface S oriente connexe compacte prive d’un nombre fini
de points.

Il existe de nombreuses compactifications (gomtriquement intressantes) de l’espace
de Teichmller de S. Avant de donner en dtail notre approche de la compactification de
Thurston, nous dcrivons, pour la culture et de manire non exhaustive, les principales
compactifications de Teich(S), de manire brive (et donc sans pouvoir donner toutes les
explications ncessaires, pour lesquelles nous renvoyons la bibliographie), ainsi que leurs
relations, en supposant pour simplifier que S est compacte.

• Les compactifications de Teichmller (voir [Abi, Gar, Nag]). Il y en a une pour
toute structure de surface de Riemann X fixe sur S, par l’espace des points l’infini
des rayons de Teichmller issus de (l’image encore note X dans Teich(S) de) X. La
distance de Teichmller est finslrienne complte sur la varit diffrentielle Teich(S), et
ces rayons de Teichmller sont les rayons godsiques issus de X pour cette mtrique,
ce qui fournit la compactification de Teichmller de Teich(S) associe X. Le bord
s’identifie avec l’espace Q1(X) des formes diffrentielles quadratiques holomorphes
de norme 1 sur X, qui s’identifie la sphre unit de l’espace cotangent de Teich(S) en
X.

• Les compactifications de Bers (voir par exemple [Ber, Nag, Bro, McM]). Il y en a
une pour toute structure de surface de Riemann X fixe sur S, construite comme suit.
La surface de Riemann X est isomorphe la surface de Riemann quotient ΓX\H o
H ⊂ C est le demi-plan suprieur, et ΓX un sous-groupe discret sans torsion du groupe
Aut(H) ≃ PSL2(R) ⊂ PSL2(C) des automorphismes complexes de H. Pour toute
autre structure de surface de Riemann Y sur S, soit h : X → Y un homomorphisme
quasi-conforme homotope l’identit envoyant la structure de X sur celle de Y . Sa
diffrentielle de Beltrami ∂h/∂h, qui est presque partout dfinie, se relve en une diffren-
tielle de Beltrami ΓX-invariante sur H, qui tendue par 0 sur la sphre de Riemann
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Ĉ, donne une diffrentielle de Beltrami µ sur Ĉ, qui est ΓX-invariante. Le thorme
d’Ahlfors-Bers dit qu’il existe un homomorphisme quasi-conforme fµ : Ĉ → Ĉ, de
diffrentielle de Beltrami µ, uniquement dfini modulo conjugaison au but par un
lment de Aut(Ĉ), qui conjugue ΓX un sous-groupe (encore discret et sans torsion)
de Aut(Ĉ) ≃ PSL2(C). Ainsi l’application

Y 7→ {γ 7→ fµ ◦ γ ◦ f−1
µ }

induit un homomorphisme sur son image, de l’espace de Teichmller de S, vu comme
l’espace quotient de l’espace des structures de surfaces de Riemann sur S mod-
ulo l’action de Diff0(S), valeurs dans l’espace topologique quotient (non spar)
Hom(ΓX ,PSL2(C))/PSL(C), dont l’image est d’adhrence (spare et) compacte, ce
qui fournit une compactification de Teich(S).

• La compactification naturelle de Thurston (voir [Thu1, FLP] pour la construc-
tion originale, ainsi que les rappels ci-dessous). Le bord est l’espace PMF(S) des
classes d’quivalence de feuilletages transversalement mesurs singularits de type selle
k ≥ 3 branches, modulo isotopies, oprations de Whitehead et multiplication par une
constante strictement positive de la mesure transverse. Une proprit cruciale de la
compactification de Thurston est qu’elle est naturelle (au sens rappel ci-dessous)
pour l’action du groupe modulaire de Teichmller Mod(S). Voir aussi [Wol1, EL]
pour une description de cette compactification par les applications harmoniques, et
[Wol2] pour la relation entre les applications harmoniques et les actions de groupes
de π1S sur les arbres (rels). Kaimanovich et Mazur [KM] ont montr que le bord de
Poisson de nombreuses châınes de Markov sur l’espace de Teichmller est le bord de
Thurston muni d’une mesure de probabilit adquate.

• La compactification naturelle de Morgan-Shalen (voir [MS1]). Soit X une
composante irrrductible de l’ensemble algbrique affine complexe

Hom(π1S, SL2(C))//SL2(C) ,

qui est le quotient algbro-gomtrique (voir [MF], et [CS] pour une description sim-
ple) de l’ensemble algbrique affine complexe Hom(π1S, SL2(C)) des morphismes de
groupes de π1S dans SL2(C), par l’action par conjugaison au but de SL2(C). Pour
tout γ dans π1S−{1}, l’application polynomiale de Hom(π1S, SL2(C)) dans C, dfinie
par ρ 7→ trace ρ(γ), induit une application fγ : X → C, indpendante de la classe de

γ dans l’ensemble C des classes de conjugaison d’lments non triviaux de π1S. Si X̂
est le compactifi d’Alexandrov de X, alors Morgan et Shalen [MS1] montrent que
l’application de X dans X̂×P(R+

C), dfinie par x 7→ (x, R∗
+(log(|fγ(x)|+2))γ∈C), est

un homomorphisme sur son image, qui est ouverte dans son adhrence, et d’adhrence
compacte. L’espace de Teichmller de S est homomorphe, de manire quivariante par
Mod(S), une composante connexe de l’ensemble des points rels d’une composante ir-
rductible X de Hom(π1S, SL2(C))//SL2(C). Morgan et Shalen obtiennent ainsi une
compactification naturelle de Teich(S). Il n’est pas difficile de montrer avec cette
dfinition qu’elle est isomorphe la compactification de Thurston. Morgan et Shalen
[MS1] montrent aussi (en version plus labore) que tout point du bord est de la forme
(∞, R∗

+(max{0,−v(fγ)})[γ]∈C) o ∞ est le point l’infini de X̂ et v : F× → R est une
valuation relle (pas forcment discrte) sur le corps des fonctions F de X, ainsi que
de la forme

(∞, R∗
+(min

x∈T
d(x, γx))[γ]∈C)
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o T est un arbre (rel) muni d’une action isomtrique de π1S, construit partir de
l’arbre de Bruhat-Tits de SL2 sur le corps valu (F, v). Le passage des feuilletages
transversalement mesurs sur S aux actions de π1S sur des arbres (rels) se fait par
la notion d’arbre dual, dveloppe dans [MO, MS2], voir aussi [Sko, Ota, LP] par
exemple.

• La compactification naturelle de Bestvina [Bes1] et de l’auteur [Pau1, Pau2],
qui est isomorphe celle de Thurston. La prsentation ci-dessous, utilisant la topologie
de Gromov quivariante, correspond une partie non publie de la thse de l’auteur
[Pau1], mais il est possible de la retrouver aussi en partie dans la littrature actuelle
(voir par exemple [Ota, Kap]).

• La compactification naturelle de Brumfiel [Bru], voir aussi [Bouz]. Elle utilise
comme celle de Morgan-Shalen la description algbrique de l’espace de Teichmller,
avec de plus la thorie du spectre rel des anneaux commutatifs. La compactification
de Thurston est l’image par une surjection continue, quivariante par Mod(S), de
cette compactification.

• La compactification naturelle de Bonahon par les courants godsiques [Bon1],
qui est isomorphe celle de Thurston. Le plongement fonctionnel de Thurston de
l’espace de Teichmller, dcrit ci-dessous, n’est sans doute pas le plus intressant du
point du vue analytique. Le plongement de Bonahon [Bon1] semble plus appropri au
calcul infinitsimal (voir [Bon2, Bon3]). Ce plongement est dfini de la manire suivante.
Soit ∂S̃ le bord l’infini de S̃ pour la mtrique σ̃0, releve par un revêtement universel
S̃ → S d’une mtrique hyperbolique fixe σ0 sur S, muni de son action du groupe de
revtement π1S. Remarquons qu’ homomorphisme quivariant prs, cet espace ne dpend
pas de la mtrique choisie σ0. Notons ∂2S̃ l’espace topologique (mtrisable sparable)
localement compact des paires de points distincts de ∂S̃, muni de l’action diagonale
de π1S, et

M(∂2S̃)π1S

l’espace vectoriel topologique (pour la topologie vague) des mesures de Radon π1S-
invariantes sur ∂2S̃. Pour tout lment σ de Teich(S), le fibr unitaire tangent de la
mtrique releve (d’un reprsentant) de σ sur S̃, quotient par le changement de signe
v 7→ −v, s’envoie dans ∂2S̃ par la fibration principale, de fibre R pour l’action du flot
godsique, qui un vecteur unitaire tangent associe la paire d’extrmits de la godsique
qu’il dirige. Le relev T 1S̃ de la mesure de Liouville de (S, σ), qui est invariant par le
flot godsique, donne donc un lment λσ de M(∂2S̃)π1S . Le plongement de Bonahon est
l’application σ 7→ λσ de Teich(S) dans M(∂2S̃)π1S. La compactification de Bonahon
est alors obtenue en projectifiant et en prenant l’adhrence.

• Pour des surfaces particulires, il existe d’autres compactifications bien tudies, telle
la compactification de Maskit de Teich(S) si S est un tore priv d’un point (voir
par exemple [KS], ses dessins et ses rfrences).

Il n’est pas connu de l’auteur si deux compactifications de Teichmller de Teich(S) ni si
deux compactifications de Bers de Teich(S) (pour deux choix de structures de surface de
Riemann non isomorphes sur S) sont isomorphes ou non. Il est montr dans [Ker] (voir aussi
[Mas]) que la compactification de Thurston n’est isomorphe aucune compactification de
Teichmller. Certes, le bord de Teichmüller s’envoie continûment dans le bord de Thurston
par l’application qui une forme diffrentielle quadratique holomorphe associe son feuilletage
transversalement mesur horizontal (voir par exemple [Gar]). Mais cette application ne
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s’tend pas continûment en un isomorphisme de la compactification de Teichmller considre
sur celle de Thurston. Il est montr dans [KT] (voir aussi [Bro]) que la compactification de
Thurston n’est pas isomorphe au moins l’une des compactifications de Bers (parce que
pour au moins un des plongements de Bers de l’espace de Teichmller, l’action du groupe
modulaire ne s’tend pas au bord).

+ ————————— +

Aprs cette disgression, entrons dans le vif du sujet. Soit X un espace topologique lo-
calement compact (respectivement un espace topologique localement compact muni d’une
action par homomorphismes d’un groupe G). Une compactification (respectivement com-
pactification naturelle) de X est un couple (i, Y ) (ou par abus Y ) o Y est un espace
topologique compact, et i : X → Y un homomorphisme sur son image, (par lequel on
identifie X et son image dans Y ) d’image ouverte et dense, (respectivement un tel couple
(i, Y ) tel que l’action de G sur X s’tende continuement en une action par homomorphismes
de G sur Y ). Deux compactifications (respectivement compactifications naturelles) Y, Y ′

de X sont isomorphes si l’identit de X dans X s’tend continuement en un homomorphisme
(respectivement un homomorphisme quivariant pour les actions de G) de Y dans Y ′.

Par exemple, les compactifications d’Alexandrov et de Stone-Cech (voir par exemple
[Dug]) d’un espace localement compact X sont naturelles pour l’action du groupe G de
tous les homomorphismes de X. Outre sa naturalit, l’intrêt de la compactification de
Thurston des espaces de Teichmller est qu’elle apporte des informations intressantes sur
les dgnrescences gomtriques des structures hyperboliques sur les surfaces.

Soit H2
R

le modle du demi-espace suprieur du plan hyperbolique rel, et Isom+(H2
R
) le

groupe des isomtries prservant l’orientation de H2
R
. L’action par homographies de SL2(R)

sur H2
R

induit un isomorphisme (de groupes de Lie) de PSL2(R) = SL2(R)/{±Id} avec
Isom+(H2

R
), par lequel nous identifions PSL2(R) et Isom+(H2

R
).

Soit S une surface compacte (sans bord) connexe oriente de classe C∞ prive d’un
nombre fini de points, et de caractristique d’Euler strictement ngative. En particulier, S
admet au moins une mtrique hyperbolique (i.e. mtrique riemannienne courbure constante
−1) complte de volume fini (voir par exemple [FLP, Bus]). Notons S̃ → S un revêtement
universel de S, et π1S son groupe des automorphismes de revêtement, qui, pour un choix
fix de point base dans S̃, s’identifie au groupe fondamental de S en l’image x0 de ce point
base dans S. Un lment de π1S −{1} sera dit parabolique s’il est représentable par un lacet
librement homotope dans tout voisinage de l’un des bouts de S.

Notons Diff(S) le groupe des diffomorphismes f de classe C∞ de S, muni de la topologie
C∞ (voir par exemple [Hir]), et Diff0(S) le sous-groupe distingu ouvert des diffomorphismes
de S isotopes l’identit. Tout diffomorphisme f de S induit un isomorphisme de groupes de
π1(S, x0) dans π1(S, f(x0)), donc (par changement de point base, possible par connexit)
un isomorphisme f∗ : π1S → π1S bien dfini modulo conjugaison. De plus, si f est isotope
l’identit, alors f∗ : π1S → π1S est une conjugaison.

Rappelons qu’une mtrique riemannienne sur S est une section C∞ du fibr, not ⊗2T ∗S,

des formes bilinaires sur les espaces tangents aux points de S. Notons T̃eich(S) l’ensemble
des mtriques hyperboliques σ sur S, compltes et de volume fini, muni de la topologie

induite par la topologie C∞ sur C∞(S,⊗2T ∗S). Le groupe Diff(S) agit sur T̃eich(S) par
l’action naturelle sur les champs de tenseurs sur S

(f, σ) 7→
(
f∗σ : x ∈ S 7→ {(u, v) ∈ (TxS)2 7→ σf−1(x)((Txf)−1(u), (Txf)−1(v))}

)
.
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L’espace de Teichmller Teich(S) de S est l’espace topologique quotient de T̃eich(S)
par l’action de Diff0(S). Le groupe modulaire de Teichmller (ou « mapping class group »)
de S est le groupe discret quotient

Mod(S) = Diff(S)/Diff0(S) .

L’action de Diff(S) sur T̃eich(S) induit une action du groupe modulaire de Teichmller de
S sur l’espace de Teichmller de S. Par abus, nous noterons de la mme manire un lment

σ de T̃eich(S) et son image dans Teich(S), ainsi qu’un lment σ de Teich(S) et l’un de ses

relevs dans T̃eich(S). Notons Diff+(S) le sous-groupe de Diff(S) prservant l’orientation et
Mod+(S) = Diff+(S)/Diff0(S).

Par le thorme de Cartan-Hadamard (voir par exemple [GHL]), pour tout lment σ de

T̃eich(S), il existe une isomtrie i prservant l’orientation entre le relev σ̃ au revtement
universel orient de S de la mtrique σ et le plan hyperbolique rel H2

R
. La conjugaison

par une telle isomtrie i fournit une reprsentation fidle et discrte (i.e. un morphisme de
groupes injectif d’image discrte) ρ = ρσ : π1S → Isom+(H2

R
) = PSL2(R), appele une

reprsentation d’holonomie de σ, et cette isomtrie i induit par passage au quotient une
isomtrie prservant l’orientation de (S, σ) sur la varit hyperbolique quotient ρ(π1S)\H2

R
.

La reprsentation d’holonomie ρ de σ est indpendante du choix de i modulo conjugaison
au but par un lment de PSL2(R). De plus, ρ prserve les paraboliques, i.e. envoie un lment
parabolique de π1S sur un lment parabolique de Isom+(H2

R
), ceci par la structure des bouts

des surfaces hyperboliques de volume fini (voir par exemple [Bus, Rat]). Pour tout f dans
Diff(S), les reprsentations ρf∗σ et ρσ ◦ f∗ sont conjugues. En particulier, si σ et σ′ sont
dans la mme orbite sous Diff0(S), alors leurs reprsentations d’holonomie sont conjugues
dans PSL2(R) (car un diffomorphisme isotope l’identit induit une conjugaison sur π1S).

Considrons l’espace
Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R)

des orbites, pour l’action par conjugaison au but de PSL2(R), des reprsentations fidles et
discrtes, prservant les paraboliques, de π1S dans PSL2(R). Munissons-le de la topologie
quotient de la topologie de la convergence simple. L’application (f, ρ) 7→ ρ ◦ f∗, pour f
dans Diff(S) et ρ : π1S → PSL2(R), induit donc une action par homomorphismes du
groupe Mod(S) sur l’espace Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R).

On a une application de Teich(S) valeurs dans cet espace, qui σ associe la classe de
conjugaison d’une reprsentation d’holonomie de σ.

Proposition 1 (Voir par exemple [Gol2]) Cette application est un homomorphisme sur
l’une des deux composantes connexes de Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R). Elle est quivari-
ante pour l’action de Mod+(S). �

L’un des points de la preuve de cette proposition est le suivant.

Lemme 2 Une limite de reprsentations fidles et discrtes, prservant les paraboliques, de
π1S dans PSL2(R) est encore fidle et discrte, prservant les paraboliques.

Preuve. Soit (ρi)i∈N une suite de telles reprsentations, qui converge vers ρ. Nous renvoyons
par exemple [GM] pour le caractre fidle et la discrtude de ρ. Comme un lment ±A de
PSL2(R) est parabolique ou l’identit si et seulement si |tr A| = 2, le fait que ρ prserve les
paraboliques en dcoule par continuit de la trace. �
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Notons C l’ensemble des classes de conjugaison des lments non paraboliques de π1S −
{1}, qui s’identifie avec l’ensemble des classes d’homotopie libre de lacets de S, homo-
topiquement non triviaux, et non librement homotopables dans tout voisinage d’un des
bouts de S. Pour tout α dans C et tout σ dans Teich(S), on note ℓσ(α) la longueur de
l’unique godsique ferme pour σ dans la classe d’homotopie libre α (voir par exemple [Bus]
pour l’existence et l’unicit de cette godsique). Donc ℓσ(α) > 0 est gale la distance de
translation

ℓσ(α) = inf
x∈H2

R

d(x, ρ(γ)x)

de ρ(γ) dans H2
R
, pour ρ une reprsentation d’holonomie de σ et pour n’importe quel

γ ∈ π1S dans la classe α. Il n’est pas difficile de montrer que, pour tout γ dans C,
l’application σ 7→ ℓσ(α) de Teich(S) dans R est continue (un moyen rapide est d’utiliser,
outre la dfinition de la topologie de Teich(S), le lemme de fermeture d’Anosov [Ano], enfin
une version trs simplifie disant qu’une courbe ferme presque godsique est distance de
Hausdorff petite d’une godsique ferme, voir par exemple [BH]).

En notant R+ = [0,+∞[, on a donc une application

ℓ : Teich(S) → R+
C − {0}

σ 7→ (ℓσ(α))α∈C .

Notons π : (R+
C − {0}) → P(R+

C) =
(
R+

C − {0}
)
/ ∼ la projection canonique pour la

relation d’quivalence dfinie par (xα)α ∼ (yα)α si et seulement s’il existe λ > 0 tel que
xα = λyα pour tout α. On munit l’espace produit R+

C de la topologie produit, et l’espace
quotient P(R+

C) de la topologie quotient. Le groupe des diffomorphismes de S agit sur
C, par l’application qui (f, α) ∈ Diff(S) × C associe la classe d’homotopie libre de f(γ)
pour n’importe quel lacet γ dans la classe d’homotopie libre α, et l’action de Diff0(S) est
triviale. Par consquent Mod(S) agit sur C, donc agit par homomorphismes sur R+

C par
permutation des coordonnes, et donc agit par homomorphismes sur P(R+

C) par passage
au quotient.

Théorème 3 (W. Thurston [Thu1]) L’application π ◦ ℓ : Teich(S) → P(R+
C) est un ho-

momorphisme sur son image, qui est relativement compacte, et ouverte dans son adhrence.
Elle est quivariante pour les actions de Mod(S).

Ainsi, le couple (π ◦ ℓ, π ◦ ℓ(Teich(S)) ) est une compactification de Teich(S), appele
la compactification de Thurston de l’espace de Teichmller, qui est naturelle pour l’action
de Mod(S).

Dans cet nonc, nous pourrions remplacer l’ensemble C par l’ensemble des classes d’ho-
motopie libre de lacets simples, non homotopes 0, ni homotopables dans tout voisinage
d’un point enlev de S, comme dans [FLP], ou par l’ensemble de toutes les classes de con-
jugaison non triviales de π1S, i.e. de toutes les classes d’homotopie libre de lacets non
homotopes 0. Les rsultats de [FLP] impliquent les deux autres versions dans ce qui suit.

Preuve du thorme 3. Nous n’utiliserons pas l’approche originale de Thurston [Thu1]
expose compltement dans [FLP], mais celle de [Bes1, Pau1, Pau2], aussi prsente sous une
forme un peu diffrente dans [Ota]. Voir [Par] pour de profondes gnralisations.

Nous admettrons (voir par exemple [FLP, Bus]) ce qui concerne la description interne
de l’espace de Teichmller, rsum dans le fait suivant.
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Théorème 4 Il existe un nombre fini γ1, . . . , γN d’lments de C (que l’on peut mme choisir
reprsentables par des lacets simples) tels que l’application Teich(S) → R+

N dfinie par

σ 7→ (ℓσ(γ1), . . . , ℓσ(γN ))

soit continue, injective, propre, donc un homomorphisme sur son image. En particulier,
Teich(S) est mtrisable, sparable, et localement compact. De plus Teich(S) est homomorphe
R6g−6+2b si g est le genre de S et b le nombre de points enlevs de S. �

En particulier, l’application continue ℓ : Teich(S) → R+
C−{0} est un homomorphisme

propre sur son image.

Proposition 5 L’application π ◦ ℓ : Teich(S) → P(R+
C) est un homomorphisme sur son

image, quivariant pour les actions de Mod(S).

Preuve. (Voir [FLP, expos 7].) Pour montrer l’injectivit de π ◦ ℓ, supposons par l’ab-
surde qu’il existe des lments σ et σ′ dans Teich(S) et t > 1 tels que ℓσ′ = tℓσ. Soient
a, b dans π1S tels que ρσ(a), ρσ(b), ρσ(ab), ρσ(a−1b) soient des lments hyperboliques, avec
ρσ(a), ρσ(b) d’axes de translation (transversalement) scants, et tels que ρσ(a), ρσ(b) se rel-
vent en des matrices A,B de SL2(R) telles que les traces tr(A), tr(B), tr(AB), tr(A−1B)
soient strictement positives, et de même en remplaant σ par σ′.

Ceci est possible pour σ, par exemple en fixant a d’image par ρσ hyperbolique, et
en prenant pour b une puissance N suffisamment grande d’un lment de π1S d’image
par ρσ hyperbolique, dont le point attractif de l’image par ρσ soit dans un voisinage
U+ suffisamment petit de celui de a, et le point fixe rpulsif soit dans un voisinage U−

suffisamment petit, et du bon ct, de celui de a. Ceci est possible par densit des couples
de points fixes d’lments hyperboliques de ρσ(π1S) dans l’ensemble des couples de points
du bord l’infini de H2

R
(voir par exemple [Gro] dans un cadre bien plus gnral). Rappelons

que les actions de ρσ(π1S) et ρσ′(π1S) sur le cercle l’infini S1
∞ de H2

R
sont conjugues,

par l’extension continue l’infini du relev H2
R

de l’application identit de S dans S par les
revêtements universels riemanniens H2

R
→ (S, σ) et H2

R
→ (S, σ′) (voir par exemple [ET]

pour une preuve de cette extension y compris en dimension suprieure, souvent faussement
attribue Mostow qui s’en sert dans [Mos], et qui dans le cas de H2

R
devait être dj connue).

Donc en choisissant N suffisamment grand et U+, U− suffisamment petits, on obtient bien
les mêmes proprits pour σ′.

Lemme 6 La distance de translation ℓ(A) dans H2
R

d’un lment hyperbolique A de SL2(R)
vrifie

cosh
ℓ(A)

2
=

∣∣∣∣
tr(A)

2

∣∣∣∣ .

Si A et B sont deux lments de SL2(R), alors

tr(AB) + tr(A−1B) = tr(A)tr(B) .

Preuve. Le premier rsultat dcoule du fait que A est conjugue une matrice de la forme

±
(

λ 0
0 λ−1

)
o λ > 1, et que la distance de translation de cette matrice vaut 2 log λ (par

unicit d’une godsique translate, son axe de translation est l’axe vertical).
Pour montrer le second rsultat, le thorme de Cayley-Hamilton implique que

A2 − tr(A)A + Id = 0 ,
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donc A+A−1 = tr(A)Id, d’o le rsultat en multipliant par B droite et en prenant la trace.
�

Maintenant, comme ℓσ′ = tℓσ, en notant ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 la distance de translation de
ρσ(a), ρσ(b), ρσ(ab), ρσ(a−1b) respectivement, on dduit du lemme prcdent que

cosh(
ℓ3

2
) + cosh(

ℓ4

2
) = 2 cosh(

ℓ1

2
) cosh(

ℓ2

2
) = cosh(

ℓ1 + ℓ2

2
) + cosh(

ℓ1 − ℓ2

2
) .

Le fait suivant est laiss en exercice au lecteur.

Lemme 7 Soient u, v,w, x, t des nombres rels strictement positifs, avec t > 1, tels que

cosh u + cosh v = cosh w + cosh x, cosh tu + cosh tv = cosh tw + cosh tx .

Alors {u, v} = {w, x}. �

Maintenant, on aurait, quitte changer ab et a−1b, l’galit ℓ3 = ℓ1 + ℓ2. Comme les
axes de translation (des images par ρσ) de a et de b se coupent (transversalement), ceci
contredit la minimalit de la distance de translation ℓ3. L’injectivit de π ◦ ℓ en dcoule.

Supposons qu’il existe une suite (σi)i∈N dans Teich(S), un lment σ dans Teich(S) et
une suite de rels strictement positifs (ti)i∈N, tels que tiℓσi

converge vers ℓσ dans R+
C . Si

(ti)i∈N convergeait vers +∞, alors par la propret dans le thorme 4, quitte extraire, la suite
(σi)i∈N convergerait vers un lment σ′ de Teich(S) tel que ℓσ′ = 0, ce qui est impossible.
Donc quitte extraire, ti converge vers t ≥ 0. Soit s la borne infrieure des ℓσ(α) pour α
dans C, qui est strictement positive, par le lemme de Zassenhauss, voir par exemple [Rag],
(le lemme de Zassenhauss n’est qu’un cas trs particulier (et antrieur) pour les espaces
localement symtriques du lemme de Margulis, voir par exemple [BK]). Comme le volume
de σi est constant (gal 2π|χ(S)|), la borne infrieure des ℓσi

(α) pour α dans C est majore
uniformment en i, donc t > 0. Par consquent, la suite (ℓσi

)i∈N converge vers 1
t
ℓσ. Par la

propret dans le thorme 4, quitte extraire, (σi)i∈N converge vers un lment σ′ dans Teich(S).
Par continuit, nous avons ℓσ′ = 1

t
ℓσ. Par l’injectivit montre ci-dessus, nous avons t = 1, et

(σi)i∈N converge vers σ′ = σ.
Ceci implique que l’application continue injective π ◦ ℓ est un homomorphisme sur son

image. La naturalit est vidente. �

Soit Γ un groupe, et E un ensemble d’espaces mtriques munis d’une action isomtrique
de Γ. Pour tout X dans E , pour toute partie finie K de X, pour tout ǫ > 0 et toute partie
finie P de Γ, notons Vǫ,P,K(X) l’ensemble des lments X ′ de E tels qu’il existe une partie
finie K ′ de X ′, et une relation R ⊂ K × K ′, dont les deux projections sur K et K ′ sont
surjectives, telles que

∀ x, y ∈ K, ∀ x′, y′ ∈ K ′, ∀ γ ∈ P, si xRx′ et yR y′ alors |d(x, γy) − d(x′, γy′)| < ǫ .

La topologie de Gromov quivariante sur E est la topologie sur E (qui existe, voir [Pau2])
dont l’ensemble des Vǫ,P,K(X) est un systme fondamental de voisinages de X, pour tout
X dans E .

Par exemple, l’ensemble T̃eich(S) s’identifie, par l’application de relvement σ 7→ σ̃,
l’ensemble des mtriques hyperboliques compltes sur le revtement universel S̃ de S, invari-
antes par l’action du groupe de revtement π1S, telles que tout lment parabolique de π1S
agisse par une isomtrie parabolique sur S̃.
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Proposition 8 (F. Paulin [Pau2, Prop. 6.2]) La topologie quotient sur Teich(S) de la

topologie de Gromov sur T̃eich(S) cöıncide avec la topologie usuelle de Teich(S).

Preuve. Il est immdiat que la topologie de Gromov quivariante quotient est moins fine
que la topologie usuelle. En effet, supposons que deux mtriques hyperboliques compltes
de volume fini sur S soient proches. Alors elles ont des voisinages de bouts proches qui
sont isomtriques, par la structure des bouts des surfaces hyperboliques. Et sur le compact
restant, les distances riemanniennes sont proches. Par passage au revtement universel,
on montre bien que pour toute partie finie K de S̃, pour toute partie finie P de π1S et
tout ǫ > 0, si σ′ est suffisamment proche de σ dans Teich(S), alors (S̃, σ̃′) appartient
Vǫ,P,K((S̃, σ̃)).

Rciproquement, montrons que pour tout ǫ > 0 et tout α dans C, si (S̃, σ̃′) est suffisam-
ment proche de (S̃, σ̃) pour la topologie de Gromov quivariante, alors |ℓσ′(α)− ℓσ(α)| < ǫ.
Comme ℓ : Teich(S) → R+

C −{0} est un homomorphisme sur son image, ceci montrera le
rsultat. En effet, soit γ ∈ π1S un reprsentant de α, et x un point de l’axe de translation de
ρσ(γ). Posons K = {x} et P = {γ, γ2}. Si (S̃, σ̃′) appartient Vη,P,K((S̃, σ̃)), alors il existe

un point x′ de S̃ tel que, en notant dσ̃′ la distance de la varit riemanienne (S̃, σ̃′), on ait

|dσ̃′(x′, γx′) − ℓσ(α)| < η

et
|dσ̃′(x′, γx′) + dσ̃′(γx′, γ2x′) − dσ̃′(x′, γ2x′)| < 3η .

Par de petites estimes de gomtrie hyperbolique (en fait valable dans n’importe quel es-
pace mtrique CAT(−1), comme les arbres (rels) dfinis ci-dessous, voir par exemple [BH]),
un chemin godsique par morceaux, dont la longueur totale est proche (par rapport la
longueur des morceaux) de la distance entre ses extrmits, est proche de la godsique en-
tre ses extrmits. Ceci implique en itrant par γ que le chemin godsique par morceaux
c =

⋃
n∈Z

[γnx′, γn+1x′] a ses deux points l’infini distincts, et est proche de la godsique
c entre ces deux points. Comme c est invariante par γ, il en est de même de c. Ceci im-
plique (ainsi que dans n’importe quel espace mtrique CAT(−1), comme les arbres (rels)),
lorsque η est assez petit, que ρσ̃′(γ) est hyperbolique, que le point x′ est proche de l’axe
de translation de ρσ̃′(γ), et donc que la distance de translation de ρσ̃′(γ) est proche de
celle de ρσ̃(γ). �

Le rsultat clef dans l’tude des dgnrescences de structures hyperboliques sur les surfaces
est le thorme 9 suivant, voir [Bes1, Pau2]. La preuve de ce thorme est essentiellement tire
de [Pau4] (qui donne un rsultat bien plus gnral pour des actions proprement discontinues
de groupes de type fini sur des espaces symtriques de type non compact). Donnons d’abord
quelques dfinitions.

Un arbre (rel) est un espace mtrique T godsique (i.e. pour tous x, y dans T , il existe
une isomtrie (appele, ainsi que son image, un segment godsique entre x et y) [a, b] → T
envoyant a sur x et b sur y), et 0-hyperbolique (i.e. pour tous x, y, z dans T , pour tous les
segment godsiques [x, y], [y, z], [x, z] entre respectivement x et y, y et z, x et z, le segment
[x, y] est contenu dans la runion [y, z] ∪ [x, z]).

Rappelons (voir par exemple [Tit]) que dans un arbre (rel) T , toute isomtrie g ou bien
admet un point fixe (et on dit que g est elliptique dans T ) ou bien T possde une unique
droite godsique (appele l’axe de translation de g) sur laquelle g agit par translation de
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distance ℓT (g) = min{d(x, gx) : x ∈ T} > 0 (appele la distance de translation de g dans
T ). Cet axe de translation est construit ainsi : pour tout x dans T , les segments [x, gx] et
[gx, g2x] se rencontrent en un segment [gx, gu] pour u ∈ [x, gx] par 0-hyperbolicit, et l’axe
de translation est alors la runion des segments d’intrieurs disjoints [gku, gk+1u]. Toute
isomtrie de T conjugue g possde la mme distance de translation que g.

Une action de π1S sur un arbre (rel) T est dite petits stabilisateurs d’arte si c’est une
action isomtrique, sans point fixe global, dont les fixateurs des segments godsiques non
rduits un point sont triviaux ou infinis cycliques, et telle que tout lment parabolique de
π1S agisse par une isomtrie elliptique sur T . Ceci est une dfinition adapte la classe des
groupes (munis d’une classe de sous-groupes) que nous considrons.

Voir par exemple [BT, Tit, MS1, MS2, Sha1, Sha2, Mor, Bes2, Pau5, Chi, FJ] pour
plus d’informations sur les arbres (rels).

Pour X un espace mtrique de distance d, et ǫ > 0, notons ǫX l’espace mtrique (X, ǫd).

Théorème 9 Soit (σi)i∈N une suite dans Teich(S). Alors, quitte extraire, ou bien (σi)i∈N

converge vers un lment σ de Teich(S), ou bien il existe une suite (ǫi)i∈N de nombres
rels strictement positifs tendant vers 0, et un arbre (rel) T muni d’une action petits
stabilisateurs d’arte, de π1S, tels que la suite (ǫiH

2
R
, ρσi

) converge vers T pour la topologie
de Gromov quivariante.

Preuve. Soit {s1, . . . , sp} une partie gnratrice finie de π1S.

Lemme 10 (Voir [Bes1]) Soit ρ : π1S → PSL2(R) une reprsentation fidle et discrte.
Alors il existe un point x de H2

R
qui minimize la distance fρ(x) = max1≤j≤p d(x, ρ(sj)x).

Preuve. Soit (xi)i∈N une suite dans H2
R

telle que la suite fρ(xi) converge vers la borne
infrieure de fρ sur H2

R
. Si xi reste dans un compact de H2

R
, alors, quitte extraire, xi

converge vers un point x qui convient. Sinon, quitte extraire, xi converge vers un point
l’infini x, qui est fixe par ρ(π1S), ce qui est impossible, car le stabilisateur dans PSL2(R)
d’un point l’infini de H2

R
est rsoluble, et π1S contient au moins un groupe libre de rang

2. �

Notons ρi = ρσi
, et

λi = min
x∈H2

R

fρi
(x) .

Fixons ∗i un point de H2
R

tel que fρi
(∗i) = λi. Alors, quitte extraire, ou bien la suite

(λi)i∈N est borne, disons par M , ou bien elle converge vers +∞.
Dans le premier cas, quitte conjuguer ρi, nous pouvons supposer que ∗i est un point

fix ∗0 de H2
R
. Par compacit de l’ensemble des isomtries de H2

R
bougeant ∗0 d’une distance

au plus M , quitte extraire, les ρi(sj) pour 1 ≤ j ≤ p convergent. Donc la suite (ρi)i∈N con-
verge, et la proposition 1 montre que la suite (σi)i∈N converge (il suffit aussi de remarquer
que la suite (ℓσi

)i∈N, qui ne dpend que de (ρi)i∈N, converge, et d’utiliser le commentaire
suivant le thorme 4).

Supposons maintenant que la suite (λi)i∈N converge vers +∞.
Posons (Xi, di) = 1

λi
H2

R
. Soit ω un ultrafiltre sur N, plus fin que le filtre de Frchet des

complmentaires des parties finies (voir par exemple [Bou]). Pour toute suite (xi)i∈N dans
un espace topologique, notons limω xi une limite de cette suite pour le filtre image de ω
(voir par exemple [Bou]), si elle existe (ce qui est le cas si la suite (xi)i∈N est relativement
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compacte ; cette limite est alors unique dans une partie compacte (donc spare) contenant
la suite, et c’est une valeur d’adhrence de la suite). Posons

X∞ = {x = (xi)i∈N ∈
∏

i∈N

Xi : lim
ω

di(xi, ∗i) < +∞} ,

muni de la pseudo-distance
d∞(x, y) = lim

ω
di(xi, yi) .

Notons (Xω, dω , ∗ω) l’espace mtrique point quotient de (X∞, d∞, (∗i)i∈N) par la relation
d’quivalence dfinie par x ∼ y si x et y sont pseudo-distance nulle. Pout tout γ dans
π1S, l’isomtrie ρi(γ) de 1

λi
H2

R
bouge le point ∗i d’une distance borne (au plus 1 si γ ∈

{s1, . . . , sp}) pour la distance di, donc au plus n si γ s’crit comme un mot de longueur n
en s1, . . . , sn et leurs inverses. Donc l’action diagonale (γ, (xi)i∈N) 7→ (ρi(γ)xi)i∈N de π1S
sur X∞ prserve X∞, est isomtrique pour la pseudo-distance d∞, donc induit une action
isomtrique ρω de π1S sur Xω.

Un petit calcul de gomtrie hyperbolique montre que tout ct d’un triangle godsique de
H2

R
est distance au plus log(1 +

√
2) de la runion des deux autres cts. Donc tout ct d’un

triangle godsique de (Xi, di) est distance au plus log(1 +
√

2)/λi de la runion des deux
autres cts. C’est alors un exercice (voir par exemple [KL]) de montrer que l’espace mtrique
(Xω, dω) est godsique, et 0-hyperbolique, donc est un arbre (rel). Le même argument
montre que toute limite, pour la topologie de Gromov quivariante, d’une suite d’actions
isomtriques d’un groupe fix sur des arbres (rels), est encore une action isomtrique de ce
groupe sur un arbre (rel). Il n’est pas difficile non plus de montrer que, pour la topologie
de Gromov quivariante,

lim
ω

(Xi, di, ρi) = (Xω, dω, ρω) .

Lemme 11 L’action de π1S sur l’arbre (rel) Xω est petits stabilisateurs d’arte.

Preuve. Par continuit, le point ∗ω est un point boug le moins par les gnrateurs, et il est
boug au moins d’une distance de 1 par l’un des gnrateurs, donc l’action n’a pas de point
fixe global.

Supposons par l’absurde qu’il existe deux points distincts x et y de Xω, qui soient
fixs par un sous-groupe non trivial, non infini cyclique de π1S. Alors ils sont fixs par des
lments α, β qui engendrent un sous-groupe libre sur α, β dans π1S.

Soit η > 0, P l’ensemble des mots en α, β de longueur au plus 6, et K = {x, y}.
Pour tout i suffisamment grand (pour l’ultrafiltre ω), le triplet (Xi, di, ρi) appartient
Vǫ,P,K((Xω, dω, ∗ω)), donc si x est en relation (voir la dfinition de la topologie de Gro-
mov quivariante) avec xi ∈ Xi et y avec yi ∈ Xi, alors pour tout γ dans P ,

d
H2

R

(xi, γxi) ≤ λiη et d
H2

R

(xi, yi) ≥ λi(dω(x, y) − η) .

En particulier, si η a t choisi assez petit devant dω(x, y), alors α et β agissent presque
comme des translations le long d’un segment de longueur 6λiη centr au milieu m du
segment godsique [xi, yi]. Ceci implique que les lments [α, β], [α, β2 ], qui engendrent un
groupe libre, bougent le point m d’une distance au plus η. Si η est assez petit, ceci contredit
le lemme de Zassenhauss.

Supposons par l’absurde qu’il existe un lment parabolique γ de π1S qui ne soit pas
elliptique dans Xω. Soit x un point de l’axe de translation de γ dans Xω. Soient η > 0,
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K = {x} et P = {γ, γ2}. Alors, pour i suffisamment grand (pour ω), l’lment (Xi, di, ρi)
appartient Vη,P,K((Xω , dω, ρω)). Il existe donc xi dans Xi tel que

|di(xi, ρi(γ)xi) − ℓXω
(γ)| < η

et
|di(xi, ρi(γ)xi) + di(ρi(γ)xi, ρi(γ

2)xi) − di(xi, ρi(γ
2)xi)| < 3η .

Si η est choisi petit devant ℓXω
(γ), ceci implique, comme dans la fin de la preuve de la

proposition 8, que ρi(γ) est hyperbolique, ce qui est une contradiction. �

Ceci termine la preuve du thorme 9. �

Si T est un arbre (rel), muni d’une action isomtrique du groupe π1S, telle que tout
lment parabolique de π1S soit elliptique dans T , alors notons ℓT ∈ R+

C l’application
α 7→ ℓT (g) o g ∈ π1S appartient la classe α.

Si limω(Xi, di, ρi) est un arbre (rel) T muni d’une action de isomtrique de π1S, alors
le mme argument que pour montrer la rciproque de la proposition 8 montre que la suite
( 1

λi

ℓσi
(α))α∈C converge vers l’lment ℓT dans R+

C .

Par mtrisabilit de P(R+
C), ceci montre que l’image de π ◦ ℓ est d’adhrence compacte.

Montrons qu’elle est ouverte dans son adhrence.

Il dcoule par exemple de [CM] que si (Ti)i∈N est une suite d’arbres (rels) munis d’une
action isomtrique de π1S petits stabilisateurs d’arête, si la suite (ℓTi

)i∈N converge vers ℓ
dans R+

C , alors il existe un arbre (rel) T , muni d’une action isomtrique de π1S petits
stabilisateurs d’arête, tel que ℓ = ℓT .

Lemme 12 Si T est un arbre (rel) T , muni d’une action isomtrique de π1S petits sta-
bilisateurs d’arête, et si σ appartient Teich(S), alors ℓT 6= ℓσ.

Preuve. Il existe (voir par exemple [CM, Pau3]) deux lments g et h de π1S qui sont
hyperboliques dans T et d’axes de translation disjoints. Donc g et h sont des lments non
triviaux, non paraboliques dans π1S, et n’appartiennent pas un mme groupe cyclique. De
plus (voir par exemple [CM, Pau3]), pour tous n,m dans Z − {0}, la quantit ℓT (gnhm) −
ℓT (gn) − ℓT (gm) est gale la distance entre les axes de translation de g et de h dans T ,
donc est strictement positive et indpendante de n et m.

Notons Ag et Ah les axes de translations de g et h respectivement dans (S̃, σ̃). S’ils sont

disjoints dans S̃, alors ils n’ont pas de point commun l’infini par discrtude de ρσ(π1S), et
d’aprs [Bea, Theo. 7.38.3], pour tous n,m dans Z − {0} avec |n| et |m| assez grands,

cosh
1

2
ℓσ(gnhm) =

∣∣∣∣ coshd(Ag, Ah) sinh
1

2
ℓσ(gn) sinh

1

2
ℓσ(hm) + ǫ cosh

1

2
ℓσ(gn) cosh

1

2
ℓσ(hm)

∣∣∣∣ ,

o ǫ vaut +1 ou −1 suivant que gn et hm translatent dans la même direction ou pas. Si Ag

et Ah se rencontrent dans S̃, comme g et h ne sont pas dans un même groupe cyclique,
leurs axes de translation se coupent avec un angle θ tel que 0 < θ < π, et d’aprs [Bea,
Theo. 7.38.6],

cosh
1

2
ℓσ(gnhm) = ǫ cos θ sinh

1

2
ℓσ(gn) sinh

1

2
ℓσ(hm) + cosh

1

2
ℓσ(gn) cosh

1

2
ℓσ(hm) ,

o ǫ vaut +1 ou −1 suivant que θ mesure l’angle entre les points attractifs de gn et de
hm ou l’angle entre le point attractif de gn et le point rpulsif de hm. Si ℓT = ℓσ, ces deux
formules contredisent le fait que

ℓσ(gnhm) − ℓσ(gn) − ℓσ(gm)
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soit indpendants de n,m dans Z − {0}. �

Puisque P(R+
C) est mtrisable, ce lemme et l’alina le prcdant montrent que l’image de

π ◦ ℓ est ouverte dans son adhrence, car ils impliquent que pour toute suite convergente
dans la frontire de l’image, sa limite n’est pas dans l’image.

Le thorme 3 en dcoule. �

+ ————————— +

Montrons maintenant comment construire la compactification de Thurston de l’espace
de Teichmller directement par la topologie de Gromov quivariante.

Soit Hyp(S) l’ensemble des classes d’isométrie équivariante de couples (X,α), où X
est une variété riemannienne complète simplement connexe de dimension 2 à courbure
sectionnelle strictement négative constante, et α une action propre et libre de π1S telle
que tout lment parabolique de π1S agisse par une isomtrie parabolique sur X. Munissons
Hyp(S) de la topologie de Gromov quivariante.

Soit Arb(S) l’ensemble des classes d’isométrie équivariante de couples (X,α), où X est
un arbre (rel) et α une action isomtrique de π1S sur X, petits stabilisateurs d’arte (donc
en particulier sans point fixe global, et telle que tout lment parabolique de π1S agisse
par une isomtrie elliptique sur X), et minimale (i.e. sans sous-arbre invariant propre non
trivial). (Cet ensemble porte d’autres noms dans la littrature, voir par exemple [CM, Sha1,
Sha2, Bes2, Mor, Pau4]). Munissons Arb(S) de la topologie de Gromov quivariante.

Munissons l’ensemble somme disjointe Hyp(S) ⊔ Arb(S) de la topologie de Gromov
quivariante, qui induit sur chacun des sous-ensembles Hyp(S) et Arb(S) leur topologie
de Gromov quivariante. L’action de Mod(S) sur cet ensemble, dfinie par l’application
(f, (X,α)) 7→ (X,α ◦ f∗), est une action par homomorphismes. Le groupe topologique R∗

+

agit continment sur Hyp(S)⊔Arb(S) par l’application (t, (X,α)) 7→ (tX, α), et les actions
de R∗

+ et de Mod(S) commutent. Notons

K(S) = (Hyp(S) ⊔ Arb(S) ) / R∗
+

l’espace topologique quotient, muni de l’action quotient de Mod(S). La projection canon-
ique p : Hyp(S)⊔Arb(S) → K(S) est ouverte. Notons Θ : Hyp(S)⊔Arb(S) → R+

C −{0}
l’application dfinie par

(X,α) 7→ ([γ] 7→ min{d(x, α(γ, x)) : x ∈ X}) ,

qui est quivariante pour les actions de Mod(S), et Θ : K(S) → P(R+
C) l’application

obtenue par passage au quotient, qui est aussi quivariante pour les actions de Mod(S).
Notons ι : Teich(S) → Hyp(S) ⊔ Arb(S) l’application dfinie par σ 7→ (H2

R
, ρσ), et

ι : Teich(S) → K(S) l’application quotient, qui est quivariante pour les actions de Mod(S).

Théorème 13 (F. Paulin [Pau1]) L’espace K(S) est mtrisable compact. L’application
ι : Teich(S) → K(S) est un homomorphisme sur son image, celle-ci tant ouverte et dense
dans K(S). Donc ( ι,K(S) ) est une compactification de Teich(S) naturelle pour le groupe
modulaire Mod(S).

L’application Θ : K(S) → P(R+
C) est un homomorphisme sur son image, telle que

Θ◦ι = π◦ℓ, donc la compactification naturelle ci-dessus est isomorphe la compactification
de Thurston.
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En utilisant les travaux d’A. Parreau [Par], un rsultat semblable pour des espaces
symtriques de type non compact est possible (sauf peut-être la densit de l’image).

Preuve. D’aprs un thorme d’Urysohn (voir par exemple [Dug] page 233), pour montrer
qu’un espace topologique Y est mtrisable compact, il suffit de montrer qu’il est spar, base
dnombrable d’ouverts, et squentiellement compact (i.e. que de toute suite (dénombrable)
dans Y , on peut extraire une sous-suite convergente).

Munissons R∗
+ × Teich(S) de la topologie produit des topologies usuelles, et de l’ac-

tion par homomorphismes vidente de R∗
+, dfinie par t · (t′, σ) = (tt′, σ), ainsi que celle de

Mod(S), dfinie par f ·(t′, σ) = (t′, f ·σ). En utilisant la proposition 8, il n’est pas difficile de
montrer que l’application de R∗

+ ×Teich(S) dans Hyp(S), qui (λ, σ) associe (λH2
R
, ρσ) est

un homomorphisme. Elle induit par passage au quotient un homomorphisme de Teich(S)
sur p(Hyp(S)) quivariant pour les actions de Mod(S). En particulier, p(Hyp(S)) est spara-
ble.

Il est montr dans [Pau4] que l’application de Arb(S) dans R+
C − {0}, qui T associe

ℓT , est un homomorphisme sur son image. Elle commute avec les actions de R∗
+ et de

Mod(S). (En fait, dans cette rfrence [Pau4], on ne demandait pas que les distances de
translation des lments paraboliques de π1S soient nulles, et on avait π1S la place de
C, et on travaillait avec des groupes plus gnraux que π1S, mais le rsultat nonc ci-dessus
dcoule de ce cas gnral.) Donc l’application T 7→ ℓT induit un homomorphisme sur son
image de p(Arb(S)) dans P(R+

C), et son image est mtrisable. Par une preuve de mme
schma que pour le thorme 9, il est facile de montrer que p(Arb(S)) est squentiellement
compact : l’analogue du lemme 10 est obtenu par le fait qu’une action petits stabilisateurs
d’arête de π1S sur un arbre (rel) ne fixe pas de point l’infini de l’arbre (voir par exemple
[CM, Pau3]) ; et l’analogue de la premire contradiction dans la preuve du lemme 11 est
obtenue par le fait que si η est assez petit, alors [α, β] et [α, β2] fixent un segment non
trivial dans un arbre approchant. Donc p(Arb(S)) est mtrisable compact (et en particulier
sparable). (Voir [Pau2] pour une autre preuve ; on retrouvait ainsi dans [Pau2] la compacit
de l’image de p(Arb(S)) dans P(R+

C), ce qui est un rsultat de [CM, Theo. 5.3].)
Tout arbre (rel) muni d’une action isomtrique, sans point fixe global et minimale, d’un

groupe est runion de ses axes de translation (voir par exemple [CM]), donc est sparable si
le groupe est dnombrable. Dans tout ensemble E d’espaces mtriques sparables munis d’une
action isomtrique d’un groupe dnombrable Γ, tout lment X possde un systme fondamental
dnombrable de voisinages pour la topologie de Gromov quivariante, puisqu’il suffit de
prendre les Vǫ,K,P (X) pour ǫ dans Q et K une partie (finie) d’une partie dnombrable
dense fixe de X. Comme p est ouverte, tout lment de l’espace K(S) admet donc un systme
fondamental dnombrable de voisinages. L’espace K(S) est de plus sparable, car p(Hyp(S))
et p(Arb(S)) le sont. Donc il est base dnombrable d’ouverts.

Par un argument similaire celui de la rciproque dans la preuve de la proposition
8, l’application Θ est continue. Donc Θ est continue. Elle est injective, car injective en
restriction p(Hyp(S)) et p(Arb(S)), et par le lemme 12. Comme Θ est continue, injective
valeurs dans un espace spar, l’espace K(S) est spar. (Voir aussi [Pau1, Chap. IV.2] pour
une preuve directe de la sparation de la topologie de Gromov quivariante sur l’ensemble
Hyp(S) ⊔ Arb(S).)

Remarquons que si une suite d’actions isomtriques de π1S sur des espaces mtriques
converge, pour la topologie de Gromov quivariante, vers un arbre (rel) muni d’une action
sans point fixe global, elle converge aussi pour la topologie de Gromov quivariante vers
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tout sous-arbre invariant, et en particulier vers son unique sous-arbre minimal (qui est la
runion de ses axes de translations, voir par exemple [CM, Pau3]).

L’espace K(S) est squentiellement compact, car p(Arb(S)) l’est, et par le thorme 9 et
la remarque ci-dessus.

Par le thorme d’Urysohn suscit, K(S) est donc compact. L’application Θ, qui est
continue injective d’un espace compact dans un espace spar, est donc un homomorphisme
sur son image. Comme p(Arb(S)) est compact dans K(S) spar (ou parce qu’une limite
d’une suite d’actions isomtriques d’un groupe fix sur des arbres (rels) est encore une
action isomtrique de ce groupe sur un arbre (rel)), le sous-espace p(Arb(S)) est ferm, et
donc p(Hyp(S)) est ouvert. Donc ι est un homomorphisme sur son image. Par un thorme
de Skora [Sko] (voir aussi [Ota], ce rsultat n’tait pas disponible au moment de l’criture
de [Pau1]), l’image de ι est dense dans K(S). Par consquent, le couple ( ι, K(S) ) est bien
une compactification de Teich(S). La naturalit et la relation Θ ◦ ι = π ◦ ℓ tant claires par
construction, le rsultat en dcoule. �

Nous n’avons dcrit dans ces notes que l’aspect topologique de la compactification de
Thurston de l’espace de Teichmller. Une interprtation des points du bord comme des feuil-
letages transversalement mesurs (ou des laminations godsiques transversalement mesures),
duale l’interprtation par les arbres rels, est cruciale pour de plus amples informations (voir
par exemple [FLP, Bon3]).
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