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Automorphismes de groupes libres, tresses et
morphismes épisturmiens

EDDY GODELLE

mercredi 16 mars 2006

Abstract : In a recent article, C. Kassel and C. Reutenauer studied the
connection between the 4 strand braid group and Sturmian morphisms in
word combinatorics. The aim of the current work is to extend this approach
into a general connection between braid groups (of any index) and epistur-
mian morphisms, a natural generalization of sturmian morphisms. Our key
tool consists in associating with every graph a certain finite family of auto-
morphisms of a free group. In the case of a complete graph, we recover some
well-known family of episturmian morphisms. Now, considering the path of
length n, we deduce a seemingly new representation of the braid group B,
in Aut(F,). By considering some other graphs, we similarly obtain represen-
tations of various Artin-Tits groups, in particular some affine braid groups.
Our representation is faithful for By and Bjy; for other cases, the question of
faithfullness remains open.

1 Motivations, perspectives et résultats

Dans [5], Christian Kassel et Christophe Reutenauer jettent un pont entre
le monde des tresses (plus précisément, le groupe B, des tresses & 4 brins)
et le monde des mots et morphismes sturmiens. Ils montrent en particulier
que B, quotienté par son centre se plonge dans le groupe Aut(F5), c’est-a-
dire dans le groupe des automorphismes du groupe libre F5. L’image dans
Aut(F,) des générateurs standards du groupe B, sont certains morphismes
sturmiens (ou leur inverse) bien connus. Les tresses, d’une part, et les mor-
phismes sturmiens, d’autre part, sont les objets de recherches actives. Ce lien
amene a se poser le probleme de l'existence d’une connection plus générale
entre les groupes des tresses et les morphismes sturmiens (ou les morphismes
épisturmiens, qui sont leur généralisation). C’est 'objet principal de ce tra-
vail.



Notre motivation générale est ’étude des groupes d’Artin-Tits, et en par-
ticulier du groupe des tresses. L’étude des représentations des groupes des
tresses est le theme de nombreuses publications (voir, par exemple [1],[3],[6],
[14]). Nous allons définir dans cet article une représentation des tresses,
comme automorphismes de groupe libre, qui nous semble nouvelle.

L’une des motivations pour la recherche d’une telle représentation provient
de la théorie des noeuds. Tout entrelac peut étre réalisé comme la tresse
fermée L(b) associée & une tresse b & n brins. Dans ce cas, le groupe fonda-
mental 7;(S% — L(b)) a pour présentation

<.%‘1,-.. ,$n|a(b)($i):;1;i; i:l’... ’n>

ou a est un certain homomorphisme de B, dans le groupe des automor-
phismes du groupe libre F,, a n générateurs xy,--- ,x,. Une question na-
turelle est alors de se demander quelles sont les représentations du groupe
des tresses, et plus généralement d’un groupe d’Artin-Tits, dans le groupe
des automorphismes d’un groupe libre de rang fini. Masaaki Wada dans [14]
s’est intéressé a cette question en recherchant par ordinateur les automor-
phismes d’un certain type, qu’il appelle automorphismes de décalage. Notre
travail peut étre vu comme une contribution a la résolution de cette question.

Notre seconde motivation est liée a deux conjectures énoncées, il y aura
bientot quarante ans, par Jacques Tits. La premiere conjecture, prouvée
depuis par John Crisp et Luis Paris ([2]), donne une présentation du sous-
groupe d’un groupe d’Artin-Tits engendré par les carrés des générateurs de
la présentation standard du groupe. En fait, Crisp et Paris ont déterminé
la présentation d’un sous-groupe engendré par un ensemble quelconque de
puissances strictes (ou leurs inverses) des générateurs standards du groupe
des tresses. La seconde conjecture, prouvée par Luis Paris dans [10], donne
une présentation du sous-monoide d’un groupe d’Artin-Tits engendré par
les générateurs standards. Une question naturelle se pose alors : Que peut
on dire du sous-monoide d’un groupe d’Artin-Tits engendré par une partie
des générateurs standards et par 'inverse des autres générateurs standards 7
Plus précisément, peut on donner une présentation finie de ce monoide 7 Il
est assez facile de voir que si I’on note s; et s, les générateurs standards du
groupe des tresses a trois brins Bs, alors le sous-monoide de B3 engendré par
s1 et s;! est un monoide libre de base s; et s,'. Dans la section 3.4, nous
énoncons une conjecture (Conjecture 3.14) qui tente d’apporter une réponse
a la seconde question posée ci-dessus. Pour prouver cette conjecture, il sem-
ble nécessaire de trouver de nouvelles techniques. En effet, la vérification
par des méthodes classiques de la validité de la présentation donnée dans la
conjecture semble assez difficile, méme dans le cas du groupe des tresses a
quatre brins ! La représentation que nous construisons se révele un outils



efficace pour prouver partiellement la conjecture (cf. Proposition 1.4).

Dans cet article, nous allons associé a tout graphe I' (sans boucle ni aréte
multiple) & n sommets, un ensemble Ar de 2n automorphismes du groupe li-
bre F),, deux pour chaque sommet du graphe. Parmi les graphes connexes, il
y a deux graphes singuliers, le graphe linéaire et le graphe complet. Nous al-
lons voir que dans le premier cas, le groupe engendré par ces automorphismes
induit une représentation (semble-t-il nouvelle) du groupe B, des tresses a
n + 1 brins. Dans le second cas, les automorphismes obtenus sont des mor-
phismes épisturmiens. Plus précisément, si F(A,) désigne le sous-monoide
de Aut(F,) engendré par A,, et Aut(T") désigne le groupe des automorphismes
du graphe I" alors nous allons voir que :

Proposition 1.1 SiI' désigne le graphe complet a n sommets alors le monoide
des morphismes épisturmiens sur n lettres est isomorphe a Aut(I') x F*(A,).

Ceci expliquera en particulier le lien entre le groupe B, et les morphismes
sturmiens. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition 1.2 Soit I' un graphe sans boucle ni aréte mutiple. on note S
l’ensemble des sommets de I', et on note L, et R, les deux automorphismes
dans Ar associés au sommet . On note J(z) l’ensemble des sommets de T
reliés a x par une aréte.

Pour tous sous-ensemble X de Ar ne contenant aucune paire L,, R, le sous-
monoide des automorphismes du groupe libre F,, engendré par X posséde la
présentation de monoide suivante :

L.R,=R,L, siLy, R,€X;:z¢J(y) "
<X L,L,=1L,L, siL, L,€X;z¢&J(y)etJx)NJ(y) =0 >
R.R,=RyR, siR,,RycX;x & J(y) et J(x)NJ(y) =0

En particulier, ce monoide est un monoide partiellement commutatif.

La famille des groupes d’Artin-Tits constitue 'une des généralisations na-
turelles des groupes des tresses. Notre construction nous amene a considérer
une sous-famille particuliere de la famille des groupes d’Artin-Tits, que nous
appelons la famille des groupes d’Artin-Tits (2,3, 00)-représentable. Cette
famille contient en particulier les groupes des tresses et certains groupes des
tresses affines. A chaque groupe de cette famille, nous associons une (ou
plusieurs) représentation(s) a valeurs dans les automorphismes d’un groupe
libre. Ceci se fait en utilisant son graphe de Coxeter. Nous appelons les
représentations ainsi construites des représentations par transvection. La



représentation par transvection @3 de B, peut étre vue comme le redresse-
ment de celle obtenue dans [5] et s’en distingue par le fait que,

Proposition 1.3 La représentation par transvection @3 du groupe des tresses
a 4 brins By dans Aut(F3) est fidéle.

Nous remarquons que, dans le cas du groupe des tresses a m brins, les
représentations que nous obtenons sont distinctes de celles décrites par Wada.

En étudiant les propriétés de ces représentations, nous déduisons de la
proposition 1.2 le résultat suivant qui va dans le sens de la conjecture 3.14 :

Proposition 1.4 Soit B,,1 le groupe des tresses a m + 1 brins ; notons
01, ,0, Ses générateurs standards. Considérons S; = {09 | 1 < 2i < n}
et So = {0911 | 1 < 2i+1 < n}. Alors le sous-monoide de B, 1 engendré
par S1 U Sy' posséde la présentation suivante:

aiaj_l = aj_lai pour 0; € Sy,05 € Sy et i —j| > 1 *
<51US2_1 0;0; = 0;0; pour o; ESl,O'j €5
0;10;1 = 01710;1 pour g; € Se,09 € S

En fait nous verrons dans la partie 4 que ce résultat s’étant a d’autres groupes
d’Artin-Tits.

L’organisation de notre article reflete les deux aspects de notre travail :
automorphismes de groupes libres et de monoides libres, et groupes d’Artin-
Tits. La partie 2 concerne les automorphismes des groupes libres et des
monoides libres. En particulier, nous construisons la famille Ar et nous prou-
vons les propositions 1.1 et 1.2. Dans la partie 3, nous définissons la famille
des groupes d’Artin-Tits (2,3, 00)-représentables et les représentations par
transvection. Nous étudions la fidélité des représentations obtenues et prou-
vons les propositions 1.3 et 1.4.

2 Automorphismes de transvection

2.1 Automorphismes du groupe libre

L’étude des automorphismes du groupe libre est un sujet d’étude a lui seul
et de nombreuses questions restent ouvertes. Néanmoins, on connait depuis
des travaux de Nielsen ([9]) et de Neumann ([8]) des présentations du groupe
des automorphismes du groupe libre a n générateurs (voir [7] chapitre 3
paragraphe 5). On peut en particulier définir quatre familles E; ;, L; j, R; ; et
7; d’automorphismes élémentaires (voir définition 2.1).



Commengons par poser quelques notations. Si (a,b,---) est un ensem-
ble fini de lettres, on note F(a,b,---) le groupe libre de base a,b,---. Par
F,, on désignera le groupe libre de base z1, x5, - ,x,. De méme, on notera
respectivement F*(a,b,---) et F, les monoides libres de base a,b,--- et
Z1,Z2,-* ,Tn. On identifie dans la suite F*(a,b,---) & son image dans
F(a,b,---). Les éléments de F(a,b,---) sont appelés les mots sur l’alphabet
a,b,---. Lesmots de F'(a,b,---) sont dit positifs. Chaque mot de F'(a,b,---)
possede un unique représentant réduit, c’est-a-dire une unique représentant
de longueur minimal. la longueur d’un mot de F'(a,b,---) est par définition
la longueur de son représentant réduit. Enfin, on note ®(a,b,---) et &, les
groupes d’automorphismes respectifs des groupes F(a,b,---) et F,.

Définition 2.1 (i) Pour i dans {1,--- ,n}, on définit un élément 7; de @,
en posant
7'1(1'1) = .’Bi_l et Tz(l'k) = T

pour k différent de 7 dans {1,--- ,n}.
(ii) Pour 7,5 dans {1,---,n} et distincts, on définit un élément E;; de ®,
en posant

Ei,j(xi) =Tj ; Ei,j(xj) =zx; et Ei,j(xk) = T

pour k distinct de i et j dans {1,--- ,n}.
(iii) Pour 4, j dans {1,--- ,n} et distincts, on définit un élément L;; de ®,
en posant

Li,j(xi) =Z;; Lm-(acj) = T;Tj et Li,j(ﬂjk) = T

pour k distinct de i et j dans {1,--- ,n}.
(iv) Pour 4,5 dans {1,--- ,n} et distincts, on définit un élément R;; de ®,
en posant

Ri,j(xi) =Z; ; Ri,j(xj) = T;T; et Ri,j(xk) = T

pour k distinct de i et j dans {1,--- ,n}.

Nielsen a montré dans [9] que l'ensemble des E;;, L; ;, R; ; et 7; forme une
famille génératrice de ®,, a partir de laquelle on peut obtenir une présentation
finie de ®,,. Ces générateurs sont appelés les générateurs de Nielsen de ®,,.
Dans le cas n = 2, le monoide St des morphismes sturmiens est le sous-
monoide de ®, engendré par Eys, Ri2 et Ro1 ([5]). Il est facile de voir
que ce sous-monoide est aussi engendré par E; 2, Lis et Ly;. Dans [5], les
auteurs ont montré que le quotient du groupe des tresses B, par son centre est
isomorphe au sous-groupe de ®, engendré par R; 2, Ra1, L12 et Lo;. Sil'on
note o1, 0y et o3 les générateurs standards du groupe B,4, un isomorphisme
envoie 01, 03 et o3 sur Ly o, L2_7 % et R;» respectivement.



2.2 Automorphismes associés a un graphe

Nous allons maintenant associé a tout graphe fini sans boucles ni arétes
multiples de sommets x4, - - - , z, une famille de 2n éléments de ®,,.

Pour nous, un graphe fini est un triplet (S, V,t) ou S et V sont deux ensembles
finis, avec S non vide, et ¢ est une application de V' dans I’ensemble des parties
non vides de S a au plus deux éléments. Les éléments de S s’appellent les
sommets du graphe et les éléments de V' sont les arétes. On dira que deux
sommets z et y sont connectés par une aréte si t~'({z,y}) est non vide. On
dira que le graphe (S, V,t) est sans boucle si aucun sommet n’est connecté a
lui-méme par une aréte. On dira que (S, V,t) est sans aréte multiple si deux
sommets quelconques sont connecté par au plus une aréte; dans ce cas, on
peut identifier V' & ¢(V). Si I est un graphe sans boucle ni aréte multiple de
sommets z1,- -+ ,Z,, on note Jr(z;), 'ensemble des sommets de I' connectés
a z; par une aréte. Par définition, z; est dans Jr(z;) si et seulement si z; est
dans Jr(z;). Nous dirons que le sommet z; est isolé si Jr(z;) est vide. On
utilise pour les figures la représentation géométrique standard d’un graphe.
Le graphe sera dit connexe si cette représentation est connexe.

Définition 2.2 Soit I' un graphe sans boucle ni aréte multiple de som-
mets x1,- -+ ,2,. Pour i dans {1,--- ,n}, on appelle iéme automorphisme
de transvection a gauche de F, associ¢ a I', 'automorphisme L;r définit
comme le produit des L; ; tels que z; est dans Jp(z;). Autrement dit

Li’r(xi) =Z; , Li,p(xj) = .’EiCL'j et Li,r(xk) = T

pour j, k dans {1,--- ,n} tels que z; est dans Jp(z;) et ) n'y est pas.

On définit de fagon similaire le iéme automorphisme de transvection a droite
de F, associ€ a I' comme I’automorphisme R; r obtenu comme le produit des
R; ; tels que z; est dans Jp(z;).

Le terme de transvection nous est inspiré par [11]. Lorsque le contexte sera
clair, nous écrirons J(z;), L; et R; a la place de Jr(z;), L;r et R;r afin de
ne pas alourdir inutilement les notations.

Dans la suite de I'article, 'ensemble {L;,--- , L,}U{Ry,--- , R,} est noté Ar;
on note F(Ar) et F+(Ar) respectivement le sous-groupe et le sous-monoide
de ®,, engendrés par I’ensemble Ar.

Si ’on se donne un ensemble fini de sommets S et que ’on considere les
graphes connexes de sommets S, alors on a deux cas extrémes: le graphe
complet et le graphe simplement connexe. Dans le premier cas, les automor-
phismes L; et R; que I’on obtient correspondent aux morphismes épisturmiens



U, et U; définis dans [4]. Dans le second cas, le graphe est le diagramme de
Coxeter du groupe des tresses B,.;. Nous allons voir que le sous-groupe
F(Ar) de ®,, est fortement lié au groupe B, 1.

Lemme 2.3 Soit I' un graphe sans boucles ni arétes multiples de sommets
T1,cc ,Zy. Soit i et j dans {1,--- ,n} et distincts.
(1) Siz; n'est pas dans J(x;), on a L;R; = R;L;.
(ii) Si z; n’est pas dans J(z;) et J(z;) N J(z;) =0, alors
LiLj = L]Ll et RZR] = RJRZ
(iit) Si x; est dans J(x;) alors
17 _ p-17 7-1.

LiR;'L; = R;"LiR; .

Preuve: Si z; n’est pas dans J(z;) :

Li(z) | Rj(z) | LiR;(z) | R;Li(z)
z € J(z;) N J(x ) x| xT; T,XT; | T,
z & J(z;) U J(x;) x x x x
ze J(z);x & J(xj) | zx x T T
zeJ(z;)x g J(z;)| =z TT; TT; zT;
Si z; n’est pas dans J(z;) et J(z;) N J(z;) =0
Li(z) | Lj(z) | L;Li(z) | LiL;(z)
z & J(zj) U J(z;) x x x x
zeJ(z)x & J(xj) | zx x Tz Tz
reJ(zj)x g J(z;)| x T;x T;x T;x
Si z; est dans J(z;) :
z e J(z;) N J(x)) i |z T T
z & J(z;) U J(z;) x x x x
ze J(x);x & J(z;) | zx x T T T T
rze J(z;);x & J(z)| = ;e T T
Li(z) | R;'(z) | LiR;'Li(z) | R;'LiR;'(x)
z € J(z;) N J(x ) vw | zx; | ww;lve] e | mx; law; T
z & J(z;) U J(z;) x x x x
z e J(z;);x & J(xj) | zix x z;x; T Tiv; T
zeJ(z)x g J(z)| =z Tz, ! zz; 'z, zz; 'z,




Les deux derniers cas se déduisent de la symétrie entre L et R et des cas
traités. [

Proposition 2.4 Soit T' un graphe sans boucle ni aréte multiple, et de som-
mets 1, ,T,. Soit X une partie des sommets de I'. On suppose que
Uensemble (,.x J(z) est non vide.

(i) Le sous-monoide de ®,, engendré par l’ensemble {R; | z; € X} est libre,
de rang le cardinal de X. En particulier, tous z;,x; dans X distincts, les
automorphismes R; et R; ne commutent pas. De méme, le sous-monoide de
®,, engendré par l’ensemble {L; | x; € X} est libre.

(ii) Supposons qu’aucune aréte du graphe T' ne relie deur sommets de X.
Alors, le sous-groupe du groupe ®,, engendré par l’ensemble {R; | x; € X}
est un groupe libre de rang le cardinal de X; de méme, le sous-groupe du
groupe ®,, engendré par ’ensemble {L; | x; € X} est un groupe libre de rang

le cardinal de X. Siy est dans (\,cx J(7) et w = zf x5} - x3F est un mot
de F(X), alors R;l o R o--- 0 R*(y) = yw.
Preuve : (i) Soit z;,, Zi,, -+, Tiy, Tjy, Tjpy * -, &, dans X tels que R;, o R;, o

-+oR;, = R; oRj,0---0R;,. Choisissons y dans (),.x J/(z). On montre par
récurrence sur k que k = £ et que pour tout m, on a i,, = j,,. On remarque
que dans le mot R;, o R;, o --- o R; (y), toute lettre y est immédiatement
suivie de la lettre z;,. On en déduit, par symétrie, que si £ = 0 alors £ = 0 et
que sinon, on a z;; = z;,. On a alors R;,o R;,0---oR;, = Rj,oR;,0---0R,;,
dans ®,,, et on conclus par hypothese de récurrence.
(i) On montre, de nouveau par récurrence sur k, que l'image de y par
I'automorphisme R;} o R? o --- o Ri*(y) est yw. Ceci prouve que le sous-
groupe engendré par 1’ensemble {R; | z; € X} est libre. Le reste de 1’énoncé
se déduit par symétrie : L} o Li2 o--- 0 Li¥(y) = ziF - - - 2225 y. O
On rappelle que si (S,V,t) est un graphe fini, alors un automorphisme
de (S,V,t) est une bijection simpliciale f : VUS — V US; c’est-a-dire
unr bijection telle que : f(V) = V; f(S) = S et pour toute aréte v, on
a t(f(v)) = f(t(v)). On note Aut(T') le groupe des automorphismes du
graphe I'.

Proposition 2.5 Soit I' un graphe sans boucle ni aréte multiple, et de som-
mets Ti,*+ , Ty,-

(i) Tout élément f de Aut(T') induit un automorphisme f du groupe F(Ar),
défini par f(L;) = Ly et f(Ri) = Ry).

(i) Il existe un morphisme de groupes de Aut(T') x F(Ar) dans ®,,, injectif
sur Aut(T), et dont la restriction a F(Ar) est l'identité.



Preuve : Le groupe Aut(I') s’identifie naturellement & un sous-groupe de
permutations des sommets de I', et le sous-groupe de ®,, engendré par les
éléments E; ; de la définition 2.1 est naturellement isomorphe au groupe des
permutations S,. On peut donc plonger naturellement le groupe Aut(T")
dans le sous-groupe de ®, engendré par les E;;. On peut alors faire agir
les éléments de Aut(T") sur F(Ar) via ce plongement. En effet, si f est une
permutation Aut(I') vue comme un élément de @, alors par simplicialité,

on a f [e) LZ o) f_l(:l,'j) = Lf(z)(l'J) et f o) Rz o f_l(.’L'j) = Rf(z)(.'lfj)

2.3 Automorphismes positifs associés a un graphe

Dans cette partie, on fixe un graphe I' sans boucle ni aréte multiple, et de
sommets z1,--- , Ty.

Nous allons étudier maintenant le monoide F*(Ar). Au passage, nous

prouverons le corollaire 2.11 qui permettra de démontrer la proposition 1.4
dans la partie 3.
Bien que les automorphismes L; et R; soient relativement naturels, on peut
s’interroger sur I'intérét d’étudier le monoide F*(Ar). En fait, ce monoide
apparait naturellement dans deux domaines mathématiques : les groupes de
tresses et les morphismes épisturmiens. En effet,

Proposition 2.6 Notons I' le graphe complet a n sommets, alors :
(i) le monoide F+(Ar) est le monoide des morphismes épisturmiens sur n
lettres qui préservent l’ordre lexicographique sur les mots infinis.

(ii) Le monoide des morphismes épisturmiens sur n lettres est isomorphe au
monoide Aut(I') x F(Ar).

Preuve : le (i) est une simple réécriture de la Proposition 6.2 de [13] dans le
contexte des automorphismes de transvection.

(7). On a vu dans la partie précédente que ’on a un morphisme naturel de
Aut(T") x F(Ar) dans ®,,. Lorsque le graphe I est complet avec n sommets, le
groupe Aut(I") est simplement le groupe des permutations S,. D’autre part
'intersection du monoide F*(Ar) avec le groupe S, vu comme sous-groupe
de ®,, est triviale car tout automorphisme non trivial de F(Ar) augmente
strictement la longueur du mot z; - - - x,,. O

Nous verrons dans la partie 3 que le monoide F*(Ar) associé au graphe
simplement connexe & n sommets est un sous-monoide singulier du groupe
des tresses B.1.

On suppose dans la suite de cette partie qu’aucun sommet du graphe I
n’est isolé (i.e. Jr(z;) n’est jamais vide); dans le cas contraire, on a les



égalités R, = L; = Idp, et R;j(z;) = L;(z;) = x; pour tout j; on peut donc
oublier le sommet z;.

Proposition 2.7 Soit M;, ---M;, et M; ---M; deur mots du groupe li-
bre F(Ar) avec M; et M dans {L;, R;}.

Si My, -+« M;, = Mj, --- M dans F*(Ar) alors :

(IL) on a {7:1’ T 7Z.T} = {jl, T ajs};

(i) il existe j € {j1,- -+ ,Js} tel que M} = M, ;

(1) soit k = inf{f | Mj, = M;}. Sik est différent de 1, alors pour tout £
dans {1,--- k — 1} on a l'un des cas suivants:

(a) iy & ‘](xje) et MilM;g = M],'eMil;
(b) Ti € J(.’Ejl), Mi1 = Li1 et M]I-e = Rjz;
(C) Ti € J(.’Iijz), M; = R; et M]I-e = sz.

De plus, dans le cas (b), il existe m € {1,--- ,£ — 1} tel que M] =Ry, ; en
particulier £ # 1. De méme, dans le cas (c), il existe m € {1,--- £ — 1} tel
que M} = L;,; en particulier £ # 1.

Pour prouver cette proposition, nous allons avoir besoin de quelques lemmes
techniques, dont les démonstrations sont immédiates et laissées au lecteur.
Rappelons que si w est un mot du groupe F(a,b, - --), on appelle support de
w ’ensemble des lettres de ’alphabet a, b, - - - qui apparaissent dans 1’écriture
réduite de w. On note supp(w) cet ensemble.

Lemme 2.8 Soit w un mot positif dans F,[ et i dans {1,--- ,n}.
(i) Les mots L;(w) et R;(w) sont positifs.

(it) Si xzj € supp(w), alors x; € supp(L;(w)) et z; € supp(R;(w)).
(1) Si xz; & supp(w), alors

z; € supp(L;(w)) <= i =7 et J(z;)Nsupp(w) # 0 < z; € supp(R;(w)).

(iv) Si supp(w) N J(z;) est non vide, alors toute lettre de l’écriture réduite
de L;y(w) (resp. de R;(w)) appartenant ¢ J(x;) est immédiatement précédée
(resp. suivie) de la lettre x; dans U’écriture réduite de L;(w) (resp. de R;(w)).

Preuve : O

Lemme 2.9 Soit w un mot positif dans ’ensemble F,\ et i dans {1,--- ,n}.
On suppose que w = w1xTpwy avec T, dans J(z;) et wy,wy dans F, tels que
x; & supp(wi).

(i) Pour tout j dans {1,--- ,n} distinct de i, on a Lj(w) = wiz,wh avec z,

dans J(z;) et wi,wh dans F tels que x; & supp(w)).

it) Pour tout j dans {1,--- ,n}, on a R;(w) = wiz,w) avec x, dans J(x;
j 1TqWs q

et wi,wh dans FF tels que z; ¢ supp(wy)).
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Preuve : O

Lemme 2.10 Soit w un mot positif dans l’ensemble F.\ eti dans {1,--- ,n}.
On suppose que w = W1Tp2T,We QUEC Wy, W2,z des mots positifs tels que la
lettre x; n’est pas dans le support de z, et avec x,,x, tels que x, & J(z;)U{x;}
et x4 € J(z;).

(i) Pour tout j € {1,--- ,n} distinct de i, on a Lj(w) = wizyzyw tel que
wy, wy sont des mots positifs avec z,y & J(z;) U{z;} et zp € J(z;).

(ii) Pour tout j dans {1,--- ,n}, on a R;(w) = wizyrywh tel que w,w)
sont des mots positifs avec z,y & J(z;) U {z;} et zy € J(x;).

Preuve : On remarque que ’on peut supposer sans restriction que z = 1. Le
résultat est alors immédiat. [
Preuve de la proposition 2.7: Supposons M;, - -- M; = Mj --- M} .

(i) Soit i, dans iy,--- ,i,. Nous montrons grace au lemme 2.8(7i) et (iii),
que iy € {j1, -+ ,Js}. Soit x dans Jr(z;,); la lettre zj, est dans le support
de M;, , -+ M; (zr) et la lettre z;, est dans le support de M;, - - M; (zx).

Donc la lettre z;, est dans le support de M;, - - M; (x)). Puisque k # i, et
M, --- My, = M; --- M , il existe jo tel que la lettre x;, est dans le support
de Mj, - - - M; (zx) mais n’est pas dans le support de MJI'eI+1 woo M (). Ceci
implique que jy est égal a iy et que i, est dans {j1,--- ,Js}. On en déduit
I'inclusion {i,--- ,i,} C {j1, - ,Js}, et par symétrie ’égalité voulue.

(#i) Supposons que M]’ # M, pour tout j. Par symétrie, on peut sup-
poser sans restriction que M;, = L;,. Soit xy € Jr(z;,). Par récurrence sur
I'entier s et en appliquant le lemme 2.9 (4) et (7i), le mot M; --- M; (xy) est de
la forme wyzpwy avec xy € Jr(z;,) et wi,wh € F,1 tels que z;, & supp(w)).
Mais ceci est impossible, car dans 1’écriture réduite de L;, (M;, --- M; (z))
toute lettre dans Jr(x;) est immédiatement précédée par la lettre x;, d’apres
le lemme 2.8(ii) et (iv).

(71) Par symétrie, on peut supposer sans restriction que M;, = L;,. Soit un
indice jp dans {ji, - ,jk—1}. On doit montrer que l'on est dans le cas (a)
ou le cas (b). Supposons que cela n’est pas le cas. On est alors dans 'un des
deux cas suivants : z; & J(z;,), Mj, = L;, et J(x;,) N J(z;,) # 0; ou bien
z;, € J(x;,) et Mj, = L;, (cf. Lemme 2.3 (i) et (ii)).

Supposons z;, € J(z;,) et J(z;,) N J(z;,) # 0. Soit zp € J(z;) N J(xj,).
Par le lemme 2.8 (3) et (iv), le mot Mj, - - - M; (zy) est de la forme w;z;, 24w,
avec w; et wy dans F,7. Par le lemme 2.10 (3) et (), le mot Mj, --- M} (zy)
est de la forme wyz;zpwy avec wy et wy dans F7, z; # z;, et zp € J(z;,)
Ce qui est impossible (cf. la conclusion de (ii)).

Supposons z;, € J(z;,) et Mj, = L;,. Par le lemme 2.8 (i) et (4i) la let-
tre z;, est dans le support de M; --- M; (z;,), et donc aussi dans le support
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de M,  ---M; (x;,). Par le lemme 2.8 (iv), on sait que toute lettre z;; de
Pécriture réduite de Mj, --- M} (z;,) est immédiatement précédée de la let-
tre z;,. Puisque M; # L;, pour j € {j1,--- ,je—1}, dans 'écriture réduite de
M --- M; (z;,) toute lettre z;, est précédée (pas forcément immédiatement)
par le lettre z,. Ce qui est impossible (cf. la conclusion de (ii)).

D’ou, si M;, = L;,, alors on a bien le cas (a) ou le cas (b) pour tout ¢ dans
{1,---,k—1}. Supposons toujours que M;, = L;; = M} , et maintenant que
'on est dans le cas (b), c’est-a-dire que M, = R;, avec z;, € J(z;,) pour un
¢dans {1,--- ,k—1}. Par les méme arguments que ci-dessus, la lettre z;, est
dans le support de M} --- M; (z;,), et toute lettre x;, dans I'écriture réduite
de M; --- M; (x;,) est immédiatement précédée par le lettre z;,. Mais, dans
Iécriture réduite de Mj, - - - M; (z;,) toute lettre z;, est immédiatement suivie
par le lettre z;,; plus précisément, on a M; --- M} (zj,) =z zj,wxj,
ol w désigne un mots positif, éventuellement trivial, ne contenant pas la let-
tre z;; dans son support. Puisque, dans le mot Mj, --- M; (z;,) toute lettre
zj, est précédée de la lettre z;,, et que la lettre z;, n’est pas dans le support
du mot w, on déduit du lemme 2.9(ii7) qu'il existe m dans {1,--- ,¢— 1} tel
que j,, = i1. Par définition de ji, on a alors M = R;,. O

Pour M dans ’ensemble Ar, on note M* I'unique élément de Ar tel que
Pon a {M, M*} = {L;, R;} pour un certain 7 ; si X est une partie de Ar, on
note X* l'ensemble {M* | M € X}. On note F(X) le sous-monoide ¥,
engendré par X, pour X dans Ar.

Corollaire 2.11 Soit X une partie non vide de Ar telle que X N X™* est vide.
Le sous-monoide F+(X) de ®,, engendré par X posséde la présentation de
monoide suivante :

J’_

LiRj == RJL, 5 Li,Rj S X y Ly € J(.TJ)
<X LiLj=L;L; , Li,L; € X ; z; & J(z;) 5 J(z:) N J(z;) =0 > (*)
RiRj = R]Rz , Ri,Rj e X N € J(J,'J) ; J(l’,) N J(.Z’]) = 0

En particulier, ce monoide est un monoide partiellement commutatif, et donc
un monoide d’Artin-Tits.

Preuve: Notons ~ la relation d’équivalence, sur les mots sur ’alphabet X,
induite par les relations de la présentation (x). Soit W et Z deux mots
sur 'alphabet X. Il est clair que si W ~ Z alors ils ont méme image
dans F"(X) (¢f. Lemme 2.3(3)(ii)). Réciproquement, supposons que W
et Z ont la méme image dans F(X). On montre par récurrence sur la
longueur de W que W ~ Z. Si W est le mot vide, alors il en est de méme
de Z par la proposition 2.7 (i3). Supposons que W n’est pas le mot vide
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et écrivons W = MW, avec M dans X. D’apres la proposition 2.7 (i),
onaZ = Mj---M; MM, ---M; avec les M; dans X. Par hypothese,
on a X N X* = () et en particulier tous les M/ sont différent de M*. on
déduit alors de la proposition 2.7 (4ii), que MM = M M/ pour tout ¢ dans
{1,---,k—1}. Dou Z ~ MM ---M;_ M, ---M; (cf. Lemme 2.3(7)(ii)
et proposition 2.4(i)). Mais, F(X) est évidemment simplifiable puisque
c’est un sous-monoide d’un groupe. Donc W' et M --- M; M, --- M ont
méme image dans F*(X). Par hypothese de récurrence, on a alors W' ~
M,{c_lMl,’chl -+- M! et finalement W ~ Z. O

Corollaire 2.12 SiT est le graphe complet, alors le monoide F*(Ar) a pour
présentation

Preuve : Commencons par vérifier les relations de la présentation. On a bien
R;L; = L;R;. D’autre part, il est facile de voir que si j est distinct de 7
alors R;R;L; = L;L;R; dans le monoide F"(Ar). En effet, R;R;L;(z;) =
L,L]Rz(xz) = T;T;T; ; RzR]Ll(.’L']) = LZL]RZ(.’L'J) = TiTjTiT;Tq, et pour ¢ dis-
tinct de i et j, on a R;R;L;(x;) = L;L; R;(x¢) = zix;x;x0x;x;2;. On en déduit
par récurrence sur k que les relations L; L;, - - - L;, R; = R;R;, -+ R; L;, avec k
dans N, sont vraies dans le groupe ®,,, et donc aussi dans le monoide F*+(Ar) :
par exemple pour k£ = 2, on a la suite d’égalité L,L;, L;, R, = L,L;, R; R, 1Li2 R;
= RiR,L;R;'L,R; = RiR;, R;'L;L;,R; = RiR;, R;'R;R;,L; = R;R;,R;, L;.
Notons ~ la relation d’équivalence induite sur F*(Ar) par les relations de
la présentation de I’énoncé. Considérons deux mots W et Z du monoide
libre F*(Ar) et supposons qu’ils ont méme image dans F*(Ar). On doit
montrer que 'on a W ~ Z. On le fait par récurrence sur la longueur de W.
Si W =1, alors il en est de méme de Z par la proposition 2.7 (7). Supposons
que L; divise W dans F*(Ar). Si L; divise aussi Z dans F*(Ar) alors on
conclus par hypothése de récurrence, car le monoide F*(Ar) est simplifiable
en tant que sous-monoide d’un groupe. Sinon, d’apres la proposition 2.7 (%),
on a, puisque le graphe est complet,

Z = RiR;, - Ri, RiR, ..+ Ry, RiRio 11~ RiR;,

Thy

Ry Ly

Thy+1 s—1+

ou les 7; sont tous distincts de 7. On est alors ramené au premier cas, car on
aZr~ LiLy -+ Ly RiLy - Ly RiLy 1---RiLy - Ly Ri---. U
Ce corollaire et la proposition 2.6 permettent de retrouver le résultat de
la proposition 6.5 de [12], qui donne une présentation du monoide des mor-
phimes épisturmiens. Réciproquement, a partir de cette proposition, on peut
obtenir assez facilement le corollaire 2.12.
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3 Représentation du groupe des tresses

Nous allons construire dans cette section une nouvelle représentation des
groupes des tresses. Commencons par rappeler les définitions et notations
relatives aux groupes d’Artin-Tits dont nous aurons besoin. Si u et v sont
deux mots et m désigne en entier positif, la notation [u,v)™ désignera le mot
uvu - - - obtenu par concaténation.

m termes

3.1 Groupes d’Artin-Tits

Soit S un ensemble fini et M = (m;;)s1es une matrice symétrique telle que
mss = 1 pour s dans S et m;, est dans {2,3,4,--- } U{oo} pour s et ¢t dans
S et distincts. Le systéme d’Artin-Tits associé & M est la paire (A, S) ou A
est le groupe défini par la présentation suivante :

A= (S |[s, )"t =[t,s)™, s,t €S ; sF#t; Mgt 7# 00). (1)

Les relations [s,t)™st = [t,s)™>* sont appelées les relations de tresse et le
groupe A est appelé le groupe d’Artin-Tits associ€ a la matrice M. Par
exemple, si S = {s1,--- ,s,} avec my,,; = 3 pour |i — j| = 1 et m,,,, = 2
pour ¢ et j distincts, alors le groupe d’Artin-Tits associé est le groupe B,, 1
des tresses a n + 1 brins. Si I’on ajoute les relations s?> = 1 & la présentation
de groupe (1), on obtient le groupe de Coxeter W associé & A. On dit que A
est de type sphérique lorsque W est fini. Par exemple, le groupe de Coxeter
de B,1 est le groupe symétrique S, 1, qui est fini.

La matrice M peut étre encodée dans un graphe étiqueté I'y, appelé
graphe de Coxeter associé. Ses sommets sont les éléments de S, et deux
sommets sont reliés par une aréte lorsque m,; > 3. Dans ce cas on indexe
I'aréte par m,,. Lorsque ms; = 3 on omet I'indexation, pour alléger les
notations. Ainsi le graphe de Coxeter du groupe des tresses a n+ 1 brins est

o) (6] (6] (0] (0]

Figure 1: Graphe de Coxeter de B, 1

On dit que le groupe A (ou simplement S) est indécomposable lorsque le
graphe de Coxeter associé est connexe.

Le groupe A posséde une famille de sous-groupes remarquables, les sous-
groupes paraboliques standards. 11 s’agit des sous-groupes qui sont engendrés
par les parties de S. Un tel sous-groupe est canoniquement un groupe
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d’Artin-Tits ; son graphe de Coxeter est le sous-graphe plein de I's dont
I’ensemble des sommets est I’ensemble des éléments de S qui engendre le
sous-groupe.

Le groupe B,,;1 des tresses a n + 1 brins possede un élément particulier,
appelé élément de Garside, que I'on notera A,. Avec les notations de la
figure 1, on a A, = (01 0p_10,) - - (0102)01. Le quasi-centre QZ(B,.1)
de B,.1, qui est le sous-groupe {b € B,,; | bSb~! = S}, est engendré par
A, et le centre Z(B,,1) de B, est engendré par A2. En d’autres termes,
et avec les notations de la figure 1, on a QZ(Bny1) = {AF | k € Z} et
Z(Bni1) ={A}F | k € Z}.

Dans la suite de ’article, lorsque I’on parlera du groupe B, 1, on adoptera
les notations de la figure 1.

Dans [2], Crisp et Paris consideérent la famille des groupes d’Artin-Tits
de type petit. 11 s’agit des groupes d’Artin-Tits dont la matrice associée n’a
que des coefficients 2 ou 3 hors de la diagonale. Dans ce qui suit, nous nous
intéressons a des groupes d’Artin-Tits dont la matrice associée n’a que des
coefficients 2, 3 ou oo hors de la diagonale. Dans ce cas, nous dirons que le
systeme (A, S) (ou simplement que le groupe A) est de type (2,3,00).

3.2 Représentation des groupes d’Artin-Tits

Définition 3.1 Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits de type (2,3, 00). No-
tons sq,-- - , S, les éléments de S.

(i) On appelle 3-graphe de A le graphe I" obtenu a partir du graphe de Cox-
eter de A en ne conservant que les arétes indexées par l'entier 3. Le sommet
de I correspondant au générateur s; sera noté x;.

(ii) Nous dirons que le groupe A est de type (2,3, 00)-représentable s’il existe
une représentation ¢ de A dans Aut(F,) telle que ¢(s;) est égal & L;r, R;r,
L, 11, ou R 11 Dans ce cas, nous dirons que ¢ est une représentation de A
obtenue par transvection.

Proposition 3.2 Pour tout entier n > 2 :
(i) le groupe des tresses By,1 est (2,3,00)-représentable;
(i) le groupe des tresses affine a 4n brins By, est (2,3, 00)-représentable.
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Figure 2: Graphe de Coxeter de B,

Preuve: Avec les notations des figures 1 et 2, on pose ¢(o1) = Ly;
@(02) = L%; 9(03) = Ry; 9(01) = R7'"; (05) = Ls -+ D'aprés le lemme 2.3,
on obtient bien une représentation de B,. Si n est un multiple de 4 et
010,01 = 0,010,, on obtient encore une représentation de Bn. O

Dans la suite, nous notons ¢,, la représentation de B, ; définie dans la
preuve de la proposition 3.2.

Donner une caractérisation des groupes de type (2,3, co)-représentable a
partir de leur graphe est certainement possible mais tres technique et peu
parlant. Nous préférons donc énoncer des conditions nécessaires et donner
des exemples afin que le lecteur se fasse une idée de ce qu’est un groupe de
type (2,3, co)-représentable.

Nous rappelons qu'un graphe I' est dit bipartite lorsqu’il existe une par-
tition S7 U S de ses sommets telle que les éléments de Sy, d’une part, et les
éléments de Sy, d’autre part, commutent deux & deux. Nous rappelons aussi
qu’un graphe est dit de type Dy, s’il est de la forme

R

Proposition 3.3 Soit (A,S) un systéme d’Artin-Tits indécomposable de
type (2,3,00). Si A est de type (2,3,00)-représentable alors :

(1) Le graphe de Cozeter T's du groupe A ne contient pas de sous-graphe com-
plet de type Dy.

(ii) Le 3-graphe du groupe A est bipartite.

(113) Tout sous-groupe parabolique standard du groupe A est aussi de type
(2,3, 00)-représentable.

Preuve: le (i) est immédiat. Prouvons (i) et (ii). Supposons que ¢
est une représentation de A par transvection et notons I' le 3-graphe du
groupe A. Soit s; et s; dans S. En utilisant le lemme 2.3(741), on constate
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que si @(s;) est le (resp. est 'inverse du) iéme automorphisme de transvec-
tion & gauche, ou a droite, de F, associé a I' et si les sommets z; et z;
sont reliés par une aréte dans I" alors, I'automorphisme ¢(s;) est I'inverse du
(resp. est le) jéme automorphisme de transvection a gauche, ou a droite, de
F, associé a I'. On en déduit que si ¢(s;) est le (resp. est I'inverse du) iéme
automorphisme de transvection a gauche, ou & droite, de F;, associé a I', alors
pour tout sommet z; situé & un nombre impair (resp. pair ) d’arétes de z;,
lautomorphisme ¢(si) est 'inverse du (resp. est le) kéme automorphisme
de transvection a gauche, ou a droite, de F), associé a I'. Par conséquence,
I' est bi-partite. Maintenant, supposons que z;, Ty et z, sont reliés a z; dans
le graphe T'. Si ¢(s;) est le (resp. est linverse du) iéme automorphisme
de transvection & gauche, ou a droite, de F), associé a I' alors, les auto-
morphismes ¢(s;), ¢(sk) et p(s¢) sont les inverses respectifs des (resp. sont
respectivement les) jéme, kéme et féme automorphismes de transvection a
gauche, ou a droite, de F,, associé a I'. Mais alors ¢(s;), @(sk) et p(sg) ne
peuvent tous commuter deux & deux d’apres la proposition 2.4(ii), puisque
le 3-graphe est bi-partite. Par conséquence, les générateurs s;, s, et s, ne
peuvent pas tous commuter deux & deux. O

De I’énoncé précédent et de sa preuve nous déduisons le résultat suivant :

Corollaire 3.4 Soit (A, S) un systéme d’Artin-Tits indécomposable de type
(2,3, 00)-représentable.

(1) Si la matrice de Cozeter de A ne possede pas de coefficient infini alors A
est un groupe des tresses a n brins ou un groupe des tresses affine a 4n brins.
(i) les seuls sous-groupes paraboliques standards indécomposables du groupe A
sans relation co sont des groupes des tresses et des groupes des tresses affines
a 4n brins.

Terminons cette section par deux exemples de graphes de groupes d’Artin-
Tits (2,3, 00)-représentable.

L Lt R R? L R' R L L

Figure 3: deux graphes de groupes (2, 3, 00)-représentables
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3.3 Fidélité de la représentation ¢,

Il est immédiat que certaines représentations obtenues par transvection ne
sont pas fideles. Par exemple, la représentation du groupe libre obtenue par
transvection est triviale (notons que I’on peut obtenir une représentation par
transvection de F3 qui est fidele, en utilisant le résultat de la proposition 2.4
et en regardant F» comme un sous-groupe parabolique standard du groupe
(s,t,u | sts = tst;tut = utu)). Plus généralement si le 3-graphe possede
des sommets isolés, la représentation ne peut étre fidele. Un cas essentiel
est celui des représentations du groupe B,.; Dans cette partie, nous nous
concentrons sur ce cas particulier.

Théoréme 3.5 Pour tout entier n avec n > 2, la restriction de @, au quasi-
centre QZ(Byy1) de Bny1 est fidéle.

Pour prouver ce résultat, nous allons tout d’abord établir un certain nom-
bre de résultats techniques. Dans la suite de cette partie, pour b dans le
groupe B, .1 et x dans le groupe libre F,,, on écrit b(z) pour ¢, (b)(z). Pour
k dans N avec k > 1, on pose 0y = 0109 - - - 0.

Lemme 3.6 Soit n dans N avec n > 3. _
(i) Pour tout i dans {1,--- ,n—1}, on a §,(x;) = mgli) :
(ii) De plus

6n(Tn) = (znzty - zgzy ) (27 s - - 2 bz o) sin = 0[4];
6n(Tn) = (Tnz, by - 2523 )21 (Tozy - 1032, t)) sin = 1[4];
6n(Tn) = (Tn_1, 5 - T5x3 ) T120(2, '26 - - - T, ) sin = 2[4];
6n(n) = (2, 1 Tp 3+ w5 ' ma)zy 'y tas (w5 mr -, om,)  sin = 3[4].

Preuve : Le (i) est un calcul que nous laissons au lecteur. Pour montrer (i),
nous remarquons 0, (z,) = 6, 1(x,) et que

n(sn_z(l'n_l) sin= 0[4],
nOn_o(z, b)) sin=1[4];
= Op_2(pn_1)z, sin=2[4]

bn—z(z )z, sin = 3[4].

Le résultat en découle par récurrence sur n. O

18



Proposition 3.7 Soit n dans N avec n > 2. Alors

Ap(zy) = (Tpz; g maxy Dz H@pz Ly - zgzy ) sin = 0[4];
(i) Ap(zn) = (Toz,ty - x5x§1)x1(xnmnl2 - z5Ts )7t sin = 1[4];
wlZn) = (Lo Tg T, 5%p)~ xl XToXL, Tg: "L, oly stn= ;

A 41 n12 41 n12 ] 214
wlZn) = (X3T5 " T7+ X, o%pn) T7 (X3Tx T7: T, okn) SIN= .

A 5 ! n12 ! 1 ! 5 ! n12 ] 34

(11) An(z1) = 25V ouk est la partie entiére de 7.

Preuve: (i) Rappelons que l'on a A, = (01 -+ 0,)(0102)01 = 6,01 - - - 0201
Par conséquence, on a A, (z,) = §,0,_1(z,). Puisque §,_1(z,) = 6,(z,), le
résultat découle du lemme 3.6 (i) et (ii): nous traitons le cas n = 0[4] et
laissons les autres cas au lecteur. On a alors,

An(25) = 6n6n- l(xn) = 6n((zn n12 x4x2_1)(x1_1x3 i ‘537:131'71—1))
= 0n ( ) (( C T4y )(wl 553"'3”;133371—1)) ($n$n12 x4:1:2_1)
(951_1953 ey g1 (@ - wsas ) (wawy - Ty )

= (Tny g aTy )T Ty g 74Ty )

(1) s’obtient par récurrence sur n en utilisant le lemme 3.6(%) et les égalités
An - 5n5n—1 s (52(51 == 5nAn—1- D

Remarque 3.8 Des résultats précédents, nous pouvons déduire facilement
A, (z;) pouri € {2,--- ,n— 1}. Par exemple, pour i = 0[4], on a A,(z;) =

n  LTn-2 n—i+4Ln—it+2 n—i+1 Ln—italn_iro

($< DE (DR (1 7(71)’“) (-1t (x( g COY L )k)‘l

avec { = E("=*) et k = E(%), ot E(z) désigne la partie entiére de x.

Lemme 3.9 Soit €, n et v dans {—1,1} et Y(cy,) : Fo — F» définie par
x — Y ety — y’z"y~". Pour tout entier positif k on a E(lﬁfem,y)(y)) =2k+1
ou L désigne la longueur sur Ualphabet {z,y,z 1,y '}.

Preuve: Nous montrons pour tout entier k, et par récurrence sur k, que :
Qﬁé“ém,u)(y) = 2"2h? - 25 avec p; dans {—1,1} pour tout 7, et tel que
22; = x et 29,11 = y. Ceci prouve le lemme. Pour k = 0 et k£ = 1, ’hypothese
de récurrence est vraie. Supposons k > 2 et 'affirmation vraie au rang k — 1.
Alors ¢(6W)( ) = 5 28y8 - ooy avec & dans {—1,1} pour tout i
dans {1,--- ,2k — 1}. On a alors

"ﬁ?e,n,u)( ) = ¢(e,nw)(¢(e,n,u)( ) = ¢(y§1$£2y£3 o gz ket
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— yVl.ﬂXEly—VyEznynxﬁsy—V . y§2k—2y’/x77><52k—1y_'/
— nyle&yﬁzmﬂXES .. yﬁzk—zmnxéﬁk—ly*l’.

Ce qui prouve ’hypothese de récurrence au rang k et le lemme. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.5 :

Le sous-groupe QZ(B,,) est engendré par A,,. Donc, pour prouver le théoréeme
3.5, il suffit de montrer que pour tout entier positif non nul k, les éléments
A¥(z,) et z, sont différents. Soit ¢ : F,, — F(z,y) le morphisme de groupes
défini par ¢(z;) = z, ¥(z,) = y et pour i dans {2,--- ,n — 1}, ¢¥(x;) = 1.
Supposons n = 0[4]. D’apres la proposition 3.7, on a Yo, (Ay) = 1,-1,1)0%
ol %(1,-1,1) est défini comme dans le lemme 3.9. Donc, pour tout entier posi-
tif non nul &, on a $(Af(z,)) = ¥, _11y(y)- Mais 9f; ;,y(y) est différent
de y d’apres le lemme 3.9. Donc A¥(x,,) ne peut pas étre égal & z,,. Les cas
n = 1,2, 3[4] sont similaires et nous laissons la vérification au lecteur. O

Corollaire 3.10 La représentation p3 de By, obtenue en envoyant oy, 02 et
o3 respectivement sur Ly, Ly et R, est fidéle.

Il découle naturellement de ce résultat que la représentation par transvec-
tion ¢, de Bj est aussi fidele.

Preuve: Considérons F'(y;,y2), le groupe libre de rang 2 de base y;,y2. Soit
I' la graphe constitué d’une seule aréte reliant les sommets y; et ys. Dans
le lemme 2.6 de [5], Kassel et Reutenauer remarquent que I'on définit un
morphisme ¢ de By dans Aut(F,) en posant ¢(o1) = Ly, p(02) = Lg} et
¢(03) = Ry r. De plus, ils prouvent que le noyau de ¢ est le centre de By (cf.
[5] corollaire 2.9). Posons ¢ : F3 — F(y1,y2) définit par ¢(z1) = ¢(z3) = 11
et ¥(z2) = y. On vérifie facilement, sur oy, 09 et 03, que ¥ est un opérateur
d’entrelacement (surjectif) entre @3 et @, c’est-a-dire que pour toute tresse b
dans By, on a 1 o @3(b) = ¢(b) o 9. Il en découle que Kerps est inclus dans
Keryp, c’est-a-dire le centre de B,. Maintenant, il est clair que le centre de
B4, est inclus dans son quasi-centre. D’ou, Kery = {1} d’apres le théoreme
3.5. O

Motivé par le corollaire 3.10 et la preuve de la proposition 3.15 ci-dessous,
nous conjecturons que

Conjecture 3.11 Pour tout entier n au moins égal a 2, le groupe B, 1
possede une représentation par transvection qui est fidéle.

La représentation candidate est, bien entendu, la représentation ¢,. Dans
le cas général, on peut se demander quelles sont les groupes d’Artin-Tits
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qui possede une représentation par transvection fidele. En nous inspirant de
la construction de la représentation ¢, de B,.;, nous pouvons donner une
condition nécessaire :

Définition 3.12 Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits. On dira que A est de
type (2,3,00) bien représentable s’il est de type (2,3, 00)-représentable avec
un 3-graphe sans point isolé et qu’il possede une représentation par transvec-
tion ¢ telle que pour tous s,t dans S avec m,; = 00, le sous-groupe de @,
engendré par (s) et ¢(t) est un groupe libre de rang 2 de base (¢(s), p(t)).
Dans ce cas, on dira que ¢ est une bonne représentation du groupe A.

La définition 3.12 doit étre rapprochée du lemme 2.3 et de la proposi-
tion 2.4. D’apres ces lemmes, on voit que si le groupe A est de type (2,3, 00)
bien représentable, alors pour tous éléments s;,s; de S tels que m;; = oo,
il existe un élément s, de S tel que m;, = m;, = 3. D’autre part, si ¢
est une bonne représentation et m;; = oo, alors on a I'un des cas suiv-
ants : (p(s:), p(s;5)) = (L§, L) avec e = £1, ou (p(s:), 0(s5)) = (R;, RS) avec
€= =+1.

Les groupes des tresses, les groupes des tresses affines & 4n brins sont de
type (2,3,00) bien représentable. Il existe cependant des groupes d’Artin-
Tits de type (2,3, 00) représentable sans point isolé dans leur 3-graphe qui
ne sont pas de type (2,3,00) bien représentable. Le premier exemple de la
figure 3 donne un exemple du graphe de Coxeter d’un tel groupe.

Proposition 3.13 Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits de type. On suppose
que le groupe A est (2,3,00) représentable. Soit ¢ une représentation de
A par transvection. Si ¢ est fidéle, alors ¢ est une bonne représentation du
groupe A. En particulier, le groupe A est de type (2,3, 00) bien représentable.

Preuve : O

3.4 Application

On rappelle que la notation [u,v)™ a été définie au début de la partie 3.
Dans l'introduction de cet article, nous nous sommes posé le probleme de
déterminer la présentation de certains sous-monoides des groupes d’Artin-
Tits. Nous pensons que la réponse a ce probléme est la suivante :

Conjecture 3.14 Soit (A, S) un systéme d’Artin-Tits associ€ a la matrice
de Cozeter (mst)sies et Sy U Sy une partition de S.
Le sous-monoide de A engendré par Sy U Sy posséde la présentation (de
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monoide) suivante :

st =t"1s sES;;t€Sy; mgy =2 *
<Sl US| [s, )™t = [t, s)™s 5,0 €81; s#t; msy # 00 >
[sht)ymet = [t s )™t st €Sy sAE; mey # 00

Dans cette section nous allons déduire la proposition 3.15 du corollaire
2.11. Cette proposition va dans le sens de la conjecture 3.14 qui, jusqu’a
présent, n’était prouvée que dans le cas ou le groupe A est le groupe Bjs.

Proposition 3.15 Soit (A, S) un systéme d’Artin-Tits de type (2,3, 00) bien
représentable, et S1USy une partition bi-partite, relativement au 3-graphe, de
S. Alors le sous-monoide de A engendré par S;US, "' posséde la présentation
suivante:

<51U551| stV =1t"s", s,teS; 5t € S1US, etms,t:2>Jr (1)

Ceci prouve en particulier la proposition 1.4. Ce résultat s’applique aussi
au groupe des tresses affines By, et second exemple de la figure 3.

Preuve : On peut sans restriction, supposé le graphe de Coxeter de A con-
nexe. Puisque A est bien représentable, ceci implique que le 3-graphe de
A est aussi connexe (cf. le commentaire qui suit la définition 3.12). No-
tons G le sous-monoide de A engendré par S; U S;' et I' le 3-graphe de
A. Les relations de la présentation (1) sont vraies dans A et donc dans G™.
Soit ¢ une bonne représentation par transvection de A. Soit s; dans Sy, et
e € {—1,1} tel que ¢(s;) = L§ ou ¢(s;) = RS. Puisque pour tout z dans
I'ensemble Jr(z;) on a m; =3, on a ¢(sx) = L. ou p(sx) = Ry . Puisque
le graphe I' est connexe et bi-partite, de proche en proche, on trouve que
pour tout s; de S1, on a p(s;) = L§ ou p(s;) = RS, et que pour tout s; de Sy
on a p(s) = L€ ou p(s) = R, . Quitte & remplacer ¢ par s; — (¢(si))™?,
on peut supposer que € = 1. Posons X = ¢(S;) U ¢(S3)~!. Par construc-
tion X N X* = () et d’apres le corollaire 2.11, le monoide F*(X) a pour
présentation la présentation (x) de ce corollaire. Mais, puisque ¢ est une
bonne représentation, si m;; = oo, on a Jr(z;) N Jr(z;) # 0 et on ne peut
avoir (¢(s;), p(s;)) = (Rf, LY) avec €,v = £1 (cf. le commentaire suivant la
définition 3.12). On en déduit que le monoide F*(X) a pour présentation

+

RiRj = RJRq pour Ri, Rj € X et m;; = 2

R;Lj = L;R; pour R;,L; € X et m;; =2
L;L; = L;L; pour L;,L; € X et m;; =2

On en déduit un morphisme de monoides ¢ de F*(X) dans B,, qui envoie
¢(si) sur s;, pour s; dans Sp, et qui envoie p(s;)! sur S;l pour s; dans
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so. L’image de 9 est G et ¢ o 9 est I'identité. Donc le monoide G est

isomorphe & F1(X). O
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