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Variétés de type Togliatti

Jean Valles

Géométrie Algébrique

Abstract : The Del Pezzo surface Sg obtained by blowing up the projective plane along three
points (non aligned) has the following nice property : its osculating hyperplanes have a common
point. For that reason Sg is also called Togliatti surface. In this paper we give two explanations
of this fact. After what we obtain two different families of varieties with an analogous property.

Résumé : La surface de Del Pezzo Sg C P% de degré 6 obtenue par I’éclatement de trois points non
alignés du plan projectif complexe P? (par le systéme linéaire des cubiques) possede une propriété
spectaculaire : ses hyperplans osculateurs ont un point commun dans I’espace ambiant. Pour cette
raison la surface est appelée surface de Togliatti. Nous donnons deux explications de ce phénomene.
Nous en déduisons alors deux familles différentes de variétés possedant une propriété analogue.

1 Introduction

La surface de Del Pezzo Sg C P de degré 6 obtenue par I’éclatement de trois points non alignés
du plan projectif complexe P? (par le systéme linéaire des cubiques) posséde une propriété spec-
taculaire : ses hyperplans osculateurs ont un point commun dans ’espace ambiant. Autrement
dit la surface “osculatrice” dans I'espace dual PV est dégénérée. On dit alors qu’elle vérifie une
équation de Laplace. Comme cette propriété a été démontrée par Togliatti, la surface Sg hérite du
nom de surface de Togliatti (voir [1], [4], [3] et [5]).

La surface de Togliatti est une projection de la surface de Veronese vs(P?) C P(H°(Opz(3))) mais
elle peut aussi étre définie comme section hyperplane générale de la variété de Segre Seg(1,3) C
P(HO(O]P” xP1x Pt (1a L, 1)))

Dans une premiere partie je reviens rapidement sur ces deux descriptions.

Dans les deuxiéme et troisieme parties je montre que les espaces 2n-tangents (voir les notations ci-
dessous) des projections bien choisies des Veronese va,,+1(P?) C P(H?(Opz2(2n+1))) et des sections
hyperplanes générales des Segre Seg(1,2n+1) C P(H°(Opi...xp1(1,--+,1))) ont un point commun
(voir les théoréemes 3.1 et 4.3). Le point clé est la polarité par rapport aux courbes rationnelles
normales et par rapport aux produits de P!.

Notations. On note T,X C PV l'espace tangent d'une variété projective integre X C PV au
point z et plus généralement, T*X C PV son espace k—tangent au point z (étant donnée une
représentation paramétrique locale au point z, c’est 'espace engendré par x et les dérivées partielles
d’ordre inférieur ou égal & k); on dira plutdt tangent au lieu de 1-tangent et osculateur au lieu
de 2-tangent. La variété duale XV C PNV est définie comme la cloture de Zariski de I’ensemble
{H | T, X C H, X lisse en z}. On définit de la méme maniére les variétés duales supérieures

XM ={H|TFX C H,X lisse en '}



2 Surface de Togliatti

Définition 2.1. La surface rationnelle, image du plan projectif par l’application décrite ci-dessous
P? — P° (20,21, 72) — (ToT122, TaT1, TaT, Ti 20, 2123, ToTs, ToT3)
est appelée Surface de Togliatti.
Les sept formes cubiques du vecteur image s’annulant simultanément aux points
e1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1),

cette surface est la surface de Del Pezzo, notée Sg, obtenue en éclatant P? le long de ces trois
points par le systéme linéaire des cubiques. L’hyperplan osculateur en un point P = (xg,x1, z2)
s’interprete alors comme une cubique passant par les points e, e, es et triple au point P, plus
précisément comme la réunion des trois droites joignant P aux trois points base; une équation
étant

(l‘QXl — l‘ng)(l‘gXo — JJ()XQ)(.Z‘lXO — onl) =0.

Comme l'ont remarqué Lanteri et Mallavibarena (voir [4], pages 357-359), cette équation développée
ne s’exprime qu’avec les 6 formes cubiques suivantes

XX, X3 X0, X7 X0, X1 X3, Xo X7, X0 X3

Notons V l'espace vectoriel engendré par ces six formes cubiques. Alors, dans I'espace projectif
P6 = P((XoX1 X2 ® V)Y) des cubiques s’annulant aux points e, e2, e3, les hyperplans osculateurs
de Sg passent par le point (1,0,0,0,0,0).

Nous venons de rappeler comment est définie la surface de Togliatti ainsi que la propriété d’incidence
de ses hyperplans osculateurs. Cette surface peut aussi étre décrite comme une section hyperplane
générale de Seg(1,3) C P7 qui est I'image par le morphisme de Segre de P* x P! x P*.

Proposition 2.2. Soit H un hyperplan général de P7. Alors H N Seg(1,3) ~ Se.

Preuve. Sur P! x P! x P! ’équation de H est de la forme suivante
A((XiY;Zk)o<ijr<1) = (Z a; ;Y;Z;) Xo + (Z b YiZ) X1

Comme les biformes ) a; ;Y;Z; et Y b; ;Y;Z; s’annulent simultanément en deux points, la surface
H N Seg(1,3) est I'éclatement de P! x P! le long de deux points, i.e. 'éclatement de P? en trois
points (non alignés). OJ

Remarque : Le théoréme de bidualité (voir par exemple [2] thm 15.24) ne s’étend pas trivialement
aux ordres supérieurs de tangence. La surface de Togliatti, par exemple, ne vérifie pas un résultat
attendu de “biosculation” car la surface de ses hyperplans osculateurs est dégénérée. Cette derniere
est, & ma connaissance le seul exemple un peu élaboré de surface de PS telle que (52V)2?V # S.

3 Polarité par rapport a une courbe rationnelle normale

Théoréme 3.1. Soient 2n + 1 points de va,,1(P?) en position générale, B = P?" [’espace pro-
jectif qu’ils engendrent et Sa,(an41) l'image de von+1(P?) par la projection de centre 3. Sous ces
hypotheses, les hyperplans 2n-tangents de Spy2n41) ont un point commun.



Preuve. Soient lg,--- ,lo,+1 des formes linéaires en position générale. Afin de montrer que
les hyperplans 2n-tangents de S, (2,41) ont un point commun on montre que l'espace projectif
P =P(ig"*", -+, 13011, [1, ;) rencontre tous les espaces 2n-tangents de va,41(P?). L'image de P
est le point commun recherché.

Soit [ une forme linéaire sur P2 et L la droite d’équation [ = 0. En un point [2"*! de la Veronese
I'espace 2n-tangent est donné par I’ensemble des formes de degré 2n+ 1 qui sont divisibles par [ i.e.
par les formes de degré 2n. Notons U ~ C? un espace vectoriel tel que L = PU et Cy,, ;1 C PS?*"T1U
I'image de L par le plongement de Veronese. On note [; la restriction des formes linéaires modulo
I. D’apres le résultat bien connu de polarité des courbes rationnelles normales (qui affirme que
le point d’intersection des hyperplans 2n-tangents de Ca, 41 en (2n + 1) points généraux distincts
appartient au P?" engendré par ces (2n + 1) points) le sous espace projectif de dimension 2n de

PS?n 1 engendré par les (2n + 1) points (ZE”H7 e ,ZEZE) contient le point [],/; d’intersection

des (2n 4 1) hyperplans 2n-tangents de Ca,,41. Modulo [ les 2n + 1 formes sont donc liées, ce qui
prouve le théoreme. [J

4 Polarité par rapport a un produit de droites projectives

Soit U un espace vectoriel complexe de dimension 2. Notons Seg(1,n) C PU®" I'image de PU x
-+ X PU par le plongement de Segre.

Lemma 4.1. Seg(1,n)"~VY ~ Seg(1,n).
Preuve. Pour s’en convaincre donnons-en une preuve détaillée pour Seg(1,3). Notons
PT = P(C[X0Y0Zo, X0Y0Z1, XoY1Z0, XoY1Z1, X1YoZo, X1Y1 Zo, X1Y1Z4])

L’hyperplan d’équation ¢(X;Y;Z;) = > ;. X:Y;Z, = 0 est osculateur au point (z;y;2x) si et

seulement si e 52 52
v oo @ivizk) =0, s (Xiy2) = 0, 7555
axv, i) = 0 gxg 7, wivis) = 0 5o 7

On obtient immédiatement ¢(X;Y;Zx) = (1 X0 — 2o X1)(v1Yo — yoY1) (2120 — 2021).

Plus généralement, notons X; (resp. z;) les coordonnées X; o, X;1 (resp. les nombres z; o, i1
). L’espace n-tangent en un point de Seg(1,n) est donné par les dérivées (n — 1) — iémes d’un

systeme de coordonnées locales qui est, essentiellement, le produit des variables. Ainsi la forme

(ziyjzr) =0

multilinéaire ¢(X,, X,, -+, X,,) est la trace sur Seg(1,n) d'un hyperplan n-tangent H C P?"~!
au point (zq,Zq,- - ,x,) si et seulement si
(zy, Xo, -, X)) = 0( Xy, 29, X)) = = (X, Xy, o+, X, g,2,) =0

Apres un calcul élémentaire on en déduit

HX, Xo, X)) =[] @iaXio—2ioXin)
i=1,---,n

? s
Ce qui prouve le lemme. O]

La polarité point-hyperplan par rapport a C, permet d’étendre Iisomorphisme C?V ~ C, au
P™ ambiant. D’une fagon similaire (une sorte de ’polarité’ par rapport au Segre) l'isomorphisme
Seg(1,n)"= DV ~ Seg(1,n) s’étend aux espaces projectifs ambiants. Ici aussi il faudra distinguer
le cas pair du cas impair.



Proposition 4.2. L’isomorphisme Seg(1,n) ~ Seg(1,n)= YV qui a un point du Segre associe
I’hyperplan n-tangent au Segre en ce point sétend auz espace projectifs P(US™) et P(U*®™) de
la maniére suivante : Au point x € P(U®™) on associe le point d’intersection des hyperplans n-
tangents auz points de x¥ N Seg(1, n)("_l)v. Lorsque n est impair, ce point image appartient a z".
Lorsque n est pair, les points x € P(U®™) pour lesquels le point image appartient d x¥ forment
une hyperquadrique.

n

Preuve. L’isomorphisme m®” : U®" — U*®" donné par la matrice m®” = (1) _01 est
symétrique pour n pair et antisymétrique pour n impair. Pour z € P(U®") on note zV 1’équation
de I'hyperplan correpondant dans P(U*®"). Notons & € 2V N Seg(1,n)»~ 1V le point générique de
lintersection. On a par définition < x,& >= 0, o1 < .,. > est le crochet de dualité. Comme m®"
est inversible il existe un unique z¢ € Seg(1,n) tel que & = m®"(z¢). On en déduit, en utilisant les
propriétés de symétrie de la matrice m®", que < z, m®™(x¢) >=< xe¢,m®"(z) >= 0, c’est a dire
que le point m®" (z) appartient & 'hyperplan n-tangent générique de la variété z¥NSeg(1,n)»—1DV.
Enfin lorsque n est impair, la matrice m®" étant antisymétrique, on a < z,m®"(z) >= 0 pour
tout & € P(U®"). Lorsque n est pair la matrice est symétrique et les point & € P(U®") tels que
< x,m®"(z) >= 0 forment une quadrique de P(U®"). O

Théoréme 4.3. Soit Xo, une section hyperplane générale de Seg(1,2n + 1). Les hyperplans
2n-tangents de Xo, ont un point commun.

Preuve. Les hyperplans 2n-tangents de X, sont les hyperplans tangents de Seg(1,2n+1) coupés
par 'hyperplan considéré. Le théoreme est alors une conséquence immédiate de la proposition
4.2. 0
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