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Adresse : Institut Elie Cartan, Université Henri Poincaré Nancy 1 B.P. 239, F-
54506 Vandoeuvre-les-Nancy.

Résumé : Le but de cet article est d’étudier les fibrations twistorieles C*°-triviales
au-dessus de 4-variétés riemanniennes orientées. Lorsque M admet une métrique
anti-autoduale cela fournit des exemples de structures complexes "non standards”
sur des 6-variétés qui généralisent ceux de Blanchard. Ces questions nous ameénerons
a déterminer d’une part les surfaces complexes qui possédent une structure spin et
d’autre part celles qui possédent une métrique riemannienne anti-autoduale.

1 Introduction

Le but de cet article est de construire des structures complexes "non standards"
sur des 6-variétés réelles. Plus précisément si M est une surface complexe et CP!
la droite projective complexe, on souhaite répondre a la question suivante : peut-on
munir le produit M x CP! d’une structure complexe qui n’est pas une déformation
de la structure complexe produit ? La motivation de ce probléme vient des travaux
de Blanchard. En regardant le quotient du fibré O(1)&O(1) — CP! par une action
holomorphe de Z* bien choisie, Blanchard [Bla56]| a mis une structure complexe non
kiihlerienne sur le produit T* x S? d’un tore T* avec la sphére S2. Cette structure
complexe n’est pas une déformation de la structure complexe produit, en ce sens on
peut parler d’une structure complexe "non standard".

Dans le méme esprit, on peut chercher des 3-variétés complexes de la forme
M x CP', ot M est une 4-variété réelle sans structure complexe. La deuxiéme
question que nous nous poserons est donc : peut-on trouver une famille de 4-variétés
réelles M sans structure complexe dont le produit M x CP! admet une structure
complexe ?

La théorie des espaces twistoriels est ’outil idéal pour répondre a ces deux
questions. En effet si (M, g) une 4-variété riemannienne orientée, on peut alors
lui associer son espace twistoriel 7(M,g) qui est le fibré des structures presque
complexes sur T'M compatibles avec 'orientation et la métrique [AHSTR|. C’est un
fibré lisse localement trivial de fibre la sphére S? et de groupe structural SO(3).
L’espace twistoriel 7(M, g) est muni d’une structure presque complexe canonique
qui ne dépend que de la classe conforme de g.

Théoréme [AHSTR| : La structure presque complexe sur (M, g) est intégrable si
et seulement si la métrique g est anti-autoduale.

Une métrique g sur une 4-variété est anti-autoduale si le tenseur de Weyl associé W,



considéré comme un endomorphisme de I’ensemble des 2-formes, vérifie xW = —W
ou * est 'opérateur de Hodge. Dans I’exemple de Blanchard la structure complexe
non kihlerienne sur T* x S? est précisément la structure d’espace twistoriel d’un
tore plat : 7(T4, gplat) ~ T4 x S2.

Probléme 1 : Tout ceci nous motive & trouver une classification des 4-variétés
riemanniennes orientées (M, g) telles que :

(i) M admet une structure complexe
(ii) 'espace twistoriel de (M, g) est diffSomorphe au produit M x S?
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Pour de telles variétés, nous verrons que la structure complexe d’espace twistoriel
n’est jamais une déformation de la structure complexe produit. Elle n’est pas non
plus kithlerienne [Hif&1], ni méme biméromorphe a une variété kihlerienne [Cam91].
On sait déja qu’une surface K3 munie de sa métrique de Calabi-Yau ou que la
surface S! x S3 munie de sa métrique produit sont des exemples qui, comme les tores
plats, vérifient les trois conditions. Mais il faut bien noter qu’ici la condition (iii)
ne demande pas & la métrique d’étre hermitienne. On ne peut donc pas utiliser les
résultats de Boyer [Boy86] ou de Pontecorvo [Pan92|. Cette condition est beaucoup
moins restrictive puisqu’alors la métrique n’est plus liée & la structure complexe.
Nous verrons également que la condition (ii) nous empéche de faire des éclatements
si bien qu’on ne peut pas non plus utiliser les techniques de Taubes [Tau92] pour
construire des métriques anti-autoduales.

Probléme 2 : Pour répondre & la deuxiéme question, on cherche une famille de
4-variétés réelles (M, g) telles que :

(i) M ne posséde pas de structure complexe
(ii) 'espace twistoriel de (M, g) est diffSomorphe au produit M x S?
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Pour de telles variétés on aura une structure complexe sur le produit M x S? bien
que M ne soit pas complexe.

2 Reésultats

Nous commencerons par donner un critére simple pour savoir si I’espace twisto-
riel d’une 4-variété est topologiquement trivial (partie 3). Nous donnerons alors la
liste des surfaces complexes a fibré twistoriel topologiquement trivial (th. 1). Pour
cela il nous faudra d’abord déterminer quelles surfaces complexes possédent une
structure spin. Admettre une structure spin n’est pas une propriété invariante par
passage au quotient. Si bien que nous seront obligés de faire une étude au cas par
cas. On pourra alors préciser un résultat de Yau [Yau76| en donnant ’ensemble des
4-variétés parallélisables munies d’une structure complexe (partie 5). Dans la partie
6 nous résoudrons le probléme 2.

Théoréme : Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H, il existe une
structure complexe sur le produit H x S' x S? bien que H x S' n’en posséde pas.

Ce théoréme fournit en particulier une famille d’exemples simples de 4-variétés pa-
rallélisables sans structure complexe. De tels exemples existaient déja mais restaient



assez isolés ou peu explicites [Yau76), [Bro78|. Dans la partie 7 nous donnerons une
résolution quasi-compléte du probléme 1.

Théoréme : Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twistoriel est to-
pologiquement trivial. Si la variété M peut étre munie d’une métrique riemannienne
anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3

b) un tore

¢) une surface hyperelliptique

d) une surface de Hopf

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Réciproguement dans les cas a, b, c et d il existe toujours une métrique riemannienne
anti-autoduale.

Ce théoréme peut étre vu comme une généralisation au cas riemannien d’un résultat
de Boyer établi dans le cadre des métriques hermitiennes [Boy86]. Dans le dernier
cas je ne sais pas s’il existe vraiment une métrique riemannienne anti-autoduale.
Mais je donnerai des contraintes trés précises sur cette métrique si bien qu’on est en
droit de penser qu’il n’existe aucune métrique anti-autoduale sur les surfaces spin
de dimension de Kodaira un. Enfin pour certaines surfaces M de ce théoréme nous
construirons une infinité de structures complexes non kéhleriennes sur le produit
M x S? qui ne sont pas déformations les unes des autres (partie 8).

3 Fibré twistoriel trivial

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. On note A ™ le fibré des 2-formes
autoduales, c’est-a-dire invariantes par I'opérateur de Hodge «. La métrique sur M
induit une métrique sur le fibré /\+. L’espace twistoriel 7(M, g) de (M, g) est par
définition le fibré unitaire S(A1). A difféomorphisme prés la fibration twistoriel ne
dépend pas de la métrique choisie [AHSTS]|, [dBN9S|. De sorte que si une 4-variété
orientée admet une métrique g telle que 7(M, g) est trivial au sens C* alors pour
toute métrique h sur M le fibré twistoriel associé a (M, h) sera aussi trivial. Pour
autant si on change ’orientation de M, son espace twistoriel peut ne plus étre trivial
(penser aux surfaces K3). On parlera donc de 4-variétés orientées a fibré twistoriel
trivial sans préciser de métrique sur M.

Définition : Une J-variété orientée M est presque quaternionique s’il existe trois
structures presque complexes I, J et K qui respectent ['orientation et telles que
I1J=—-JI=K.

En d’autres termes M est presque quaternionique si ’espace tangent en tout point
posséde une structure d’espace vectoriel quaternionique respectée par 'action du
groupe structural. Ce qui revient a dire que le groupe structural du fibré tangent
de M se réduit a SU(2). Dans la littérature on parle parfois de variété presque
hypercomplexe.

Proposition 1 : Le fibré twistoriel d’une 4-variété orientée est trivial si et seulement
st M est presque quaternionique.

Preuve. Le groupe des difféomorphismes de la sphére S? qui préservent I’orientation
Diff'S? se rétracte fortement sur le groupe spécial orthogonal SO(3) [Smahd]. Par
conséquent le fibré twistoriel S(A*) — M est trivial en tant que Diff"S?-fibré si



et seulement s’il est trivial en tant que SO(3)-fibré et donc si et seulement si le
fibré des 2-formes autoduales AT — M Dest. Dans ce cas on peut définir une base
orthonormée de champs de vecteurs sur /\+, ce qui revient précisément a se donner
une structure presque quaternionique sur (M, g). O

La proposition suivante montre qu’il est un petit peu plus faible d’étre presque
quaternionique que d’étre parallélisable.

Proposition 2 : Une 4-variété M est parallélisable si et seulement si elle est presque
quaternionique et de caractéristique d’Fuler nulle.

Preuve. Si X est un champ de vecteurs partout non nul, (X, IX, JX, KX) est une
base de champs de vecteurs de M. [

L’intérét de la proposition 1 vient du fait qu’on sait caractériser les 4-variétés
presque quaternioniques. On a ainsi une caractérisation topologique des 4-variétés
a fibré twistoriel trivial.

Théoréme [Wubh2] : Une 4-variété orientée M est presque quaternionique si et
seulement si M est spin et si sa caractéristique d’Euler x et sa signature T vérifient
la relation : 37+ 2x = 0.

En utilisant la classification d’Enriques-Kodaira, on peut alors donner la liste de
toutes les surfaces complexes & fibré twistoriel trivial.

Théoréme 1 : Les seules surfaces compactes complexes M dont [’espace twistoriel
est topologiquement trivial sont :

Les surfaces réglées de genre un qui sont spin
Kod(M) = —o0 :  Les surfaces de Hopf
Les surfaces d’Inoue

Les tores
Les surfaces hyperelliptiques
Kod(M) =0 : ¢ Les surfaces de Kodaira primaires
Les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin
Les surfaces K3

Kod(M) =1 : Les surfaces minimales qui sont spin

Kod(M) =2 : Aucune surface.

Remarque : Seules les surfaces réglées de genre 1 dont la forme d’intersection est
paire sont spin ([EM94], [BHPVAV(4]). Ces surfaces sont toutes des déformations
du produit T? x CP*. Les surfaces de Kodaira secondaires sont des quotients finis
des surfaces de Kodaira primaires par un groupe G d’ordre 2,3,4 ou 6 dont I’action
est propre, discontinue et sans point fixe. [EM94],[BHPVAV04]. On a pas de clas-
sification de ces surfaces. Mais on peut construire de nombreux exemples qui sont
spin. Par exemple si S est un quotient d’ordre 3 d’une surface de Kodaira primaire,
son fibré canonique Kg est tel que K§3 est trivial. Sa premiére classe de Chern
¢1(S) vérifie donc 3¢1(S) = 0 : la surface S est spin. Pour les surfaces elliptiques de
dimension de Kodaira 1, il existe quelques caractérisations de celles qui sont spin



en fonction des multiplicités des fibres multiples [EM94]. Mais il faut bien noter
que la propriété d’admettre une structure spin n’est pas invariante par passage au
quotient (penser aux surfaces K3 et aux surfaces d’Enriques) si bien qu’il n’est pas
raisonnable d’espérer donner la liste des surfaces proprement elliptiques qui sont
spin.

Preuve. Par le théoréme de Wu énoncé précédemment on sait qu’une surface com-
plexe est presque quaternionique si elle est spin et si sa premiére classe de Chern
vérifie ¢2 = 0. Or si M est une 4-variété spin alors la classe d’Euler du fibré normal
de toute surface orientée plongée dans M est paire (JLM8Y|, Chap.Il §2). Comme
cette propriété n’est pas vérifice pour CP?, on en déduit qu'une surface complexe
spin est minimale. La classification de Kodaira nous donne les surfaces complexes
minimales telles que ¢ = 0. Pour finir la démonstration il suffit de regarder celles
qui sont spin.

On dit qu’une surface complexe M est dans la classe VI si elle est minimale, si
sa dimension de Kodaira est —oo et si son premier nombre de Betti est 1. Bogomolov
[Bog82] puis Teleman [Tel94] ont montré que les seules surfaces de la classe VI
dont le deuxiéme nombre de Betti by est nul sont les surfaces de Hopf et les sur-
faces d’Inoue [[no74]. On connait des exemples de surfaces dans la classe VI avec
bs > 0. On parlera de la classe VII(')". On note ¢ et ¢y les classes de Chern d’une
surface complexe. Pour les surfaces de la classe V' I Iar , la formule de Riemann-Roch
s’écrit : ¢ = —ca < 0. Les surfaces de la classe VI IOJr ne sont donc pas presque
quaternionique.

La signature d’une surface d’Enriques est —8, ce n’est pas un multiple de 16.
Par le théoréme de Rohlin [Roh52] on en déduit que les surfaces d’Enriques ne sont
pas spin.

Les surfaces de Kodaira primaires et les surfaces K3 sont spin puisque par dé-
finition leur fibré canonique est trivial. Les surfaces de Hopf primaires sont par
définition diffeomorphes a S! x S3. Elles sont spin puisque parallélisables.

Reste & montrer que les surfaces de Hopf secondaires, les surfaces d’Inoue et les
surfaces hyperelliptiques sont spin. C’est la partie technique du théoréme.

3.1 Surfaces de Hopf secondaires
1 Description des surfaces de Hopf secondaires

Une surface de Hopf secondaire S est un quotient de C2* = C2 — {(0,0)} par un
groupe d’automorphismes G dont ’action est propre, discontinue et sans point fixe :
S = C?*/@G. On cherche a4 montrer que toutes ces surfaces admettent une structure
spin. Pour cela on commence par rappeler les principaux résultats de Kato sur la
classification des surfaces de Hopf secondaires [Kat7h|, [Kat89], [MNO0)].

On note (z1,22) un systéme de coordonnées sur C2. A biholomorphisme prés,
Kato a montré qu’on peut toujours supposer que G C GL(C?) sauf si G est le
groupe engendré par les applications :

g(zla 22) = (7n21 + AZS, 722)
h(z1,22) = (@™ 21, aza)

(A7, @) €C?

0<vl<1

« est une racine primitive m°™° de I'unité

m,n sont des entiers premiers entre eux et m,n > 2.

Mais dans ce cas on peut déformer ces surfaces et se ramener a A = 0 [Kaf75]. A
difféeomorphisme prés il suffit donc d’étudier les surfaces de Hopf secondaires pour



lesquelles G C GL(C?). On note H = {g € G/ |det(g)| = 1}. On a alors la suite
exacte :
1—H—G—Z—1.

Définition : On dit que G est décomposable si G = Z x H. Sinon on dira que G
est indécomposable.

Si G est décomposable, la surface de Hopf associée est difféomorphe au produit
S! x S3/H [Kaf7h]. Lorsque G est indécomposable, la variété S = C?>*/G est un
fibré au-dessus de S' dont la fibre est diffeomorphe a S®/H. On étudie ce cas en
détail.

On utilise les notations suivantes pour les sous-groupes de U(2) d’ordre fini :

Bék@l“) C U(2) est le groupe engendré par les matrices ( g g > et < (6) 691 )

avec 0,¢ € C d’ordre 2 et 21 + 1.
B, C SU(2) est le groupe diédral d’ordre 4n. Il est engendré par les matrices

0 i ot en 0
7 0 0 eivq{,ﬂ.

C C SU(2) est le groupe tetraédral. C’est le groupe d’ordre 24 engendré par les

. 3im 3im
. 1 0 1 e 4 e 4
matrices . et —= in ir |-
0 —i V2 \ et —eT

On note v un nombre complexe dont le module appartient a l'intervalle ]0,1[ et «
une racine primitive m!®™¢ de 1’uniteé.

Si G est indécomposable alors dans les cas (D1) jusqu’a (D4) (voir ci-dessous) le
groupe G est :
G =GoU (yu)Gy avec Gy =< ~v2Id > x H.

Dans le cas (D5) le groupe G est :
G = GoU (yu)GoU (yu)?Gy avec Go =< *Id > x H.

Voici les différents cas qui peuvent arriver :

(D1) H est le sous-groupe de U(2) engendré par la matrice ( g o?” ) et u est

-1
I’endomorphisme ( g to ) Avec n # n? = 1 (mod m), m de la forme
m = 2K(21+1) et t € C*. A diffeomorphisme prés on peut supposer que ¢ = 1
[Kat75).
-1
(D2) H =< old > XB;’C(QH-I) et I’endomorphisme u est < (t) tO ) Avec
pged (28(20 + 1), m)=1, 2l + 1 > 3 et k > 3. Enfin t* = (—¢)" et ¢ # 1.
(D3) H =< ald > x By, et P'endomorphisme u est < 6(2)7 E)i,r ) Avec n > 2,
e 2n

pged(m,4n)=1si n > 3 et pged(m,2)=1si n = 2.



(D4) H =< ald > xC et 'endomorphisme v est ( Zin ) . Avec pged(m,6)=1.

3im 3im
(D5) H =< ald > x By et 'endomorphisme u est % ( e; € 4@ ) Avec
e Y

pged(m,2)=1.

2 Les surfaces de Hopf secondaires sont spin

Ceci finit les rappels sur les surfaces de Hopf secondaires. On va maintenant
montrer qu’elles admettent toute une structure spin. Dans le cas ou G est décom-
posable, la surface de Hopf associée est diffeomorphe au produit St x S?/H [Kat75].
Ces surfaces sont parallélisables comme produit d’une 3-variété compacte orientable
avec S'. En particulier elles sont spin. Si G est indécomposable la variété S = C** /G
est la suspension de u : S3/H — S?/H au-dessus de [0, 1] [KafZd].

On identifie R* avec I’ensemble des quaternions H et on munit ’espace tangent
de S? au point ¢ de la base orthonormée (X1, Xa, X3) = (iq, jq, kq). La variéte S3 / H
est parallélisable il existe donc une base (Y7, Yz, Y3) de S? invariante par le groupe

H:
Yl = 0,1X1 + b1X2 + 01X3

Yo = a9 X1 + b Xo + X3
Y3 = as Xy + b3 Xo + c3X3

Comme H C U(2) le champ de vecteurs X; et son orthogonal Vect(Xz, X3) sont
invariants par H. Par conséquent Vi € {1,2,3} les champs de vecteurs a;X; et
b; X2 + ¢; X3 sont également invariants par H.

Dauns le cas (D1), quitte a déformer S, on suppose que le paramétre ¢ de 1’endo-
morphisme u est égale & 1. L’application v vue comme une application de H dans
H s’écrit :

u(q) = —iqk dans le cas (D1)

u(q) = —iqtk dans le cas (D2)

u(q) = qe= dans le cas (D3)

u(q) = qe® dans le cas (D4)
3im im

u(q) = q &= \J/rie *J dans le cas (D5)

1 0 0
0 -1 0 dans les cas (D1) et (D2)
0 0 -1
Matu = 10 0
010 dans les cas (D3), (D4) et (D5).
0 0 1

De plus dans tous les cas u € U(2). Il existe donc une application f : [0, 1] — U(2)
qui relie 'identité & endomorphisme u~'. Pour les cas (D1) et (D2) on définit sur
[0,1] x S? la famille (Y7, Ys,Y3) :

Yi(t,q) = ar (f(t)q) X1+ €™ (b1 (f(t)q) X2 + c1(f(t)q) X3
az (f(£)q) X1 + €™ (b2 (f(£)q) X2 + c2(f(£)q) X3
as(f(t)q) X1 + €™ (bs(f(t)q) X2 + c3(f(t)q) X3

S
= =
“@F \’@F
R
2 2
ol

Pour les cas (D3), (D4) et (D5) on retire le coefficient e™. On vient de construire une
famille libre de champs de vecteurs invariants par le groupe H et par I’application



u(ﬁ-(O,q)) = f’i(l,u(q)) Vi e {1,2,3}.

Si on note 174(t, q) = % le champ de vecteurs constant tangent a la variable ¢. On
a une base de champs de vecteurs quelque soit la surface de Hopf secondaire.

Proposition 3 : Les surfaces de Hopf secondaires sont parallélisables. En particulier
elles sont spin.

3.2 Surfaces d’Inoue
1 Les surfaces d’Inoue de type Sy sont spin

Soit N = (n;;) € SL(3,Z) une matrice dont les valeurs propres sont «, 3, 3 avec
a > 1et 3 +# (. Soient (a1, as,a3) et (by,by,b3) les vecteurs propres de N associés
respectivement & « et 4. On note H le demi-plan supérieur de C et Gy le groupe
d’automorphismes de H x C engendré par :

{ 90 (w,2) — (aw, §z)
g (w,2) — (w+ai,z+b;) Vie{l,23}.

Par définition les surfaces Sy = H x C/G n sont les surfaces d’Inoue de type neutre
[no74).

Proposition 4 : Les surfaces d’Inoue de type Sy sont parallélisables. En parti-
culier elles sont spin.

Preuve. Soit (e1,e3) la "base" canonique de H ~ R & iRT et (e3,eq4) celle de
C ~ R @ iR. On considére les quatre champs de vecteurs sur H x C définis par :

Xi(w,2) = Imw.ep
Xo(w,z) = Imw .eg
Xg(w, Z) _ 1;1(11117211’) s
In(I'm w)
Xy(w, 2) o ey

Ces quatre champs de vecteurs passent au quotient en une base de champs de
vecteurs sur Sy = H x C/Gy. O

+

2 Les surfaces d’Inoue de type SNp @

, sont spin

Soit N = (n;;) € SL(2,Z) une matrice ayant des valeurs propres réelles o
et 1/ avec > 1. Soient (a1,asz) et (b1,be) les vecteurs propres de M associés
respectivement a v et 1/c. On fixe des entiers p, g, 7 ot r est non nul et un nombre
complexe t. On note (c1, c2) la solution de I’équation :

bras — b
(c1ye0) = (c1,02)- N + (en, e2) + 22— 2200

(r,q)

r

ot e; = 311 (ni1 — 1)arby + sn(nie — 1)agbs + nanibiaz i € {1,2}.

On note G,

N.p.qrt 1€ groupe d’automorphismes de H x C engendré par :

go - (w,z) — (aw,z+t)
gi: (w,z2) — (w4+a;, z+bw+¢) Vie{l 2}
931 (w,2) — (w, z + oz=bear )



Par définition les surfaces ST ont les surfaces d’Inoue de

_ +
N,p,q,rit — H x (C/GN
type positif [Ino74].

P51t &

Proposition 5 : Les surfaces d’Inoue de type Sj\}pqm sont parallélisables. En
particulier elles sont spin.

Preuve. On note encore (e, e2) la "base" canonique de H ~ R@iR™ et (es, e4) celle
de C ~ R & iR. On considére les deux champs de vecteurs sur H x C définis par :

Xs(w,z) = e3
Xa(w,2z) = es
Ces deux champs passent au quotient sur SJJ\r/,p,q,r;t =H x C/Gx,p,q,r;t' On définit

sur H x C le champ de 2-plans Vect(ey, e3) orientés par le bivecteur e Aes. Ce champ

. . , + L .
passe au quotient en un champ de 2-plans orientés sur S N p.qrt DOEE Prs. On munit

S;{’, - d’une métrique riemannienne et on note X7 le champ de vecteurs dans P;3

unitaire et tel que (X7, X3) soit une famille orthogonale directe de Py3.

De méme le champ de 2-plans Vect(eq, e4) constant sur H x C et orienté par le
bivecteur es Aeyq passe au quotient sur S;\",,p, gt €1 UL champ de 2-plans P4 orientés.
On définit de méme le champ de vecteurs Xo dans Po4 unitaire et tel que (Xa, X4)
soit une famille orthogonale directe de Poy.

On a ainsi défini une base de champs de vecteurs (X1, X2, X3, X4) sur S]Jg’p’q’r;t. Les
surfaces d’Inoue de type positive sont donc bien parallélisables. [J

3 Les surfaces d’Inoue de type SNp ar

sont spin

Soit N = (ni;) € GL(2,Z) une matrice de détermiant —1 ayant deux valeurs
propres réelles a, —1/a avec a > 1. Soient (a1, az) et (b1, bs) les vecteurs propres de
M associés respectivement & « et —1/a. Comme pour les surfaces d’Inoue de type
positive, on fixe des entiers p, ¢, r ou 7 est non nul et on note (¢1, ¢2) la solution de
I’équation :

bras — b
(e, e2) = (e1,¢2).AN + (e, e0) + 22220

(p,q)

r

ot e; = 3141 (ni1 — 1)arby + dni(nie — 1)agbs + nanibiaz i € {1,2}.

On note Gy D le groupe d’automorphismes de H x C engendré par :
go : (w,z) — (qw, —2)
gt (w,z2) — (wH+a;, z+bw+¢) Vie{l 2}
g3 : (waz) I (w,z + %)'

Par définition les surfaces Sy

Nopar = HXxC/Gy sont les surfaces d’Inoue de
type négatif [[no74].

N,p,q,v

Proposition 6 : Les surfaces d’Inoue de type SN7p7q7T

ticulier elles sont spin.

sont parallélisables. En par-

Preuve. On garde les notations précédentes. On définit sur H x C le champ constant
de 3-plans Vect(ey, e3, e4) orientés grace au trivecteur e; A ez A eq. Ce champ passe
au quotient sur S en un champ de 3-plans orientés noté Pj3q4.

N.p,q,r

Pour tout vecteur X de C ~ Vect(es, es), on note Ryg(X) la rotation d’angle 6 du



vecteur X dans le plan Vect(es, e4) orienté par ez A eq. Sur H x C on considére les
deux champs de vecteurs définis par :

{X3(w,z) = Rln(ll'mw)ﬂ_(63)

n o

X4('LU,Z) = Rln(llmw)ﬂ_(ezl)
Ces vecteurs passent au quotient en deux champs de vecteurs sur S} . H x
Cc/ G&jp,q,,.. On munit Sy b d’une métrique riemannienne. On peut alors définir

X1 le champ unitaire de 1731734 tel que X soit orthogonal a Vect(Xs, X4) et tel que
(X1, X3, X4) soit une famille orientée de P;34. Enfin on note X5 le champ de vecteurs
unitaire orthogonal & P34 tel que (X7, Xo, X3, X4) soit une famille orientée. O

4 Remarque sur la parallélisabilité des surfaces d’Inoue

On sait depuis larticle de Wall [Wal86] (lire aussi [Bel00], [KTi98]) qu’a revéte-
ment fini prés les surfaces d’Inoue sont toutes des solvsurfaces affines, c’est-a-dire
des quotients de la forme G/T', out G est un sous-groupe résoluble du groupe affine
et I' un réseau cocompact de G. Comme une base de champs de vecteurs inva-
riants & gauche sur G descend en une base de champs de vecteurs sur G/T', toute
solvsurface affine est parallélisable. On obtient ainsi directement la parallélisabilité
des surfaces d’Inoue de type S;{,,p, @it POUr lesquelles le paramétre t n’est pas réel.
Mais ce raisonnement ne marche pas pour les autres surfaces qui ne sont que des
quotients finis de solvsurfaces affines. Il faut bien noter que la propriété d’étre une
variété parallélisable (tout comme celle d’étre spin) n’est pas invariante par passage
au quotient.

3.3 Surfaces hyperelliptiques

Pour les surfaces hyperelliptiques, on a encore une description explicite ([BHPVAIV(4]
Chap.V.5). Ainsi soit Ty le tore C/Z + iZ et Ty le tore C/T', ou I' est un réseau
de C. On note z; et 25 les coordonnées complexes sur T; et T respectivement. A
difféeomorphisme prés une surface hyperelliptique est le quotient de Ty x Ty par un
des groupes d’automorphismes G suivant :
Type r G Action de G sur Ty x To

1 | z+iz 7.)27. g1(21,22) = (21 + 3, —22)

) g1(z1,22) = (=1 + 1 )
2 Z+17 | Z/27Z & Z/27 2
T PLOL { 92(z1,22) = (21 + 5,22 + €1) avec 2e; =0

3 | z+4z 7./3Z g1(z1,22) = (21 + 5, jz2)

- g1(21,22) = (21 + %,522)
4 | Z+jZ|Z/327/3Z 3 .
J / / { g2(21,22) = (21 + 5, 22 + e1) avec je; = e;

5 Z + i 7/47 g1(z1,22) = (71 + i,z‘zQ)

, g1(21,22) = (21 + 7, 122)
6 2o+ il | Z]AZ & 7.] 27 4 .
t MAZ&L/ { g2(21,22) = (21 + 5,22 + €1) avec ie; = e;

7 7+ 7 Z/6Z g1(z1, 22) = (21 — %7 —jz2)
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Comme pour les surfaces d’Inoue, on construit explicitement une base de champs
de vecteurs. Le premier tore T; est le quotient C/Z + iZ. On note (e1, e2) la base
canonique de C ~ R + iR. Le deuxiéme tore est le quotient Ty = C/I'. On note ici
(e3,eq) la base canonique de C ~ R + iR et Ry la rotation d’angle 6 dans le plan
C ~ Vect(es,eq) orienté par es A eq. On définit sur C @ C les quatre champs de

vecteurs :
21,22

Xi(21,22) =
Xo(z1,22) =
X3(z1,22) = RQwRezl(GB)
X4(21,22) = Ror Re 2, (€4)

Ces champs passent naturellement au quotient en quatre champs sur Ty & Ts,
quelque soit le réseau I' définissant To = C/I'. De plus quelque soit le type de
la surface hyperelliptique, ces champs passent au quotient sur T; x To/G. On a
ainsi construit une base de champs de vecteurs sur chaque surface hyperelliptique.

Proposition 7 : Les surfaces hyperelliptiques sont parallélisables. En particulier
elles sont spin.

4 Surfaces complexes admettant une structure spin

La démonstration du théoréme 1 nous a obligé & déterminer si certaines surfaces
complexes admettaient une structure spin. On peut compléter un peu ce travail
et donner quasiment la liste des surfaces complexes admettant une structure spin.
Naturellement on ne pourra pas donner la liste des surfaces de type général qui
sont spin car cette classe est bien trop grande (pour des résultats d’existences lire
[PPX96]). Les surfaces réglées de genre g > 0 qui sont spin sont les surfaces dont
la forme d’intersection est paire [EM94], [BHPVAV(4]. Ces surfaces sont toutes des
déformations du produit ¥, x CP! d’une surface de Riemann de genre g avec la
droite projective. D’autre part on conjecture que toutes les surfaces de la classe
VII§ possédent une coquille sphérique globale [Kat78], [DOT03]. Ce qui est le cas
de tous les exemples connus. De telles surfaces admettent une déformation qui est
léclaté d’une surface de Hopf primaire [Nak84], [Nak9(]. Aucune de ces surfaces
n’est donc spin. Sous réserve que toutes les surfaces de la classe VII|
possédent une coquille sphérique globale, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1 : Les seules surfaces compactes complezes M de dimension de Kodaira
négative qui admettent une structure spin sont :

Les surfaces de Hopf

Les surfaces d’Inoue

Les surfaces réglées de genre g > 0 dont la forme
d’intersection est paire

Kod(M) = —

Les tores
Les surfaces hyperelliptiques
Kod(M)=0 : Les surfaces de Kodaira primaires
Les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin
Les surfaces K3
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5 Surfaces compactes complexes parallélisables

Grace au théoréme 1 on peut également donner la liste des surfaces complexes
parallélisables. Ce résultat est un peu plus précis que celui de Yau [Yau76| dans
la mesure ou il donne non pas les surfaces susceptibles d’étre parallélisables, mais
toutes les surfaces parallélisables.

Corollaire 2 : Les seules surfaces compactes complexres M parallélisables en tant
que variétés réelles sont :

a) st Kod(M) = —oo : les surfaces réglées de genre 1 qui sont spin, les surfaces
d’Inoue, les surfaces de Hopf.

b) si Kod(M) =0 : les tores, les surfaces hyperelliptiques, les surfaces de Kodaira
primaires et les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin.

¢) si Kod(M) =1 : les surfaces minimales de premier nombre de Betti pair qui
sont spin et dont la caractéristique d’Euler nulle. Ainsi que celles qui sont
spin et dont le premier nombre de Betti est impair.

d) si Kod(M) =2 : aucune surface.

Preuve. Une variété parallélisable est une variété presque quaternionique dont la
caractéristique d’Euler est nulle. Par rapport au théoréme 1, il nous faut donc
éliminer les surfaces K3 puisque xy = 24 et certaines surfaces de dimension de
Kodaira un. [J

6 Résolution du probléme 2

On rappelle que le probléme 2 avait pour but de trouver une famille de 4-variétés
riemanniennes orientées (M, g) telles que :

(i) M ne posséde pas de structure complexe
(ii) 'espace twistoriel de (M, g) est diffSomorphe au produit M x S?
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Théoréme 2 : Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H, il existe
une structure compleze sur le produit H x S* x S? bien que H x S' n’en posséde pas.

Ce théoréme fournit en particulier une famille d’exemples simples de 4-variétés
parallélisables mais qui ne possédent pas de structure complexe. De tels exemples
existaient déja [Yau76|, [Bro78| mais restaient assez isolés ou peu explicites.

Corollaire 3 : Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H, le produit
H x S' est une 4-variété parallélisable sans structure compleze.

Remarque : La démonstration que nous donnons du théoréme 2 permet égale-
ment de montrer que tout fibré en cercle S' au-dessus d'une 3-variété hyperbolique
compacte orientable H est parallélisable sans structure complexe. On donne ici les
premiers exemples de 4-variétés parallélisable sans structure complexe qui ne sont
pas le produit de S' avec une 3-variété parallélisable.

Preuve du théoréme 2. Si H est une 3-variété hyperbolique orientable compacte, elle
est parallélisable donc H x S! aussi. Son espace twistoriel est donc difféomorphe &
H x S' x S2. De plus on peut toujours munir H d’une métrique hyperbolique c’est-
a-dire d’'une métrique a courbure sectionnelle constante égale & —1. La métrique
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produit sur H x S! est alors localement conformément plate (JBes87], chap.1-J) et
I’espace twistoriel associé a cette variété riemannienne orientée admet une structure
complexe [AHSTH|.

Reste & montrer que ce produit n’admet aucune structure complexe. Pour cela
on utilise le théoréme 1 et les propriétés du groupe fondamental d’une variété hyper-
bolique compacte. Par les théorémes de Preissman et de Byers ([Bes&7)|, chap.6-C)
on sait que le groupe fondamental de H, noté 71 (H), n’est pas abélien et que les
seuls sous-groupes résolubles non nuls de 71 (H) sont infinis cycliques. En particulier
il n’est pas résoluble et n’admet pas de sous-groupe isomorphe & Z?2.

Si H x S' admet une structure complexe alors c’est une des surfaces du théoréme
1. En étudiant les groupes fondamentaux des différentes surfaces complexes on voit
que H x S' ne peut étre ni une surface réglée de genre 1 (7, = Z?), ni une surface
de Hopf primaire (71 = Z), ni une surface de Hopf secondaire (quotient fini d’une
Hopf primaire), ni une surface d’Inoue (m; résoluble [[na74]), ni un tore (m = Z*).

Le seul cas qu’il reste a éliminer est le cas des surfaces elliptiques de dimension
de Kodaira 0 ou 1. Pour cela on rappelle briévement quelques propriétés des surfaces
elliptiques [BHPVAV(4], [EM94].

Si X est une surface elliptique elle admet une surjection holomorphe 7 : X — C'
dont la fibre générique est une courbe elliptique. Dans notre cas la caractéristique
d’Euler est nulle (X est parallélisable), donc la fibration est sans fibre singuliére.
La base C' est une 2-orbifold, c’est-a-dire une 2-variété avec un ensemble de points
spéciaux {ti, ..., tx} de multiplicité {my,...,my}. La fibre de 7 : X — C' au-dessus
d’un point t; est une fibre multiple de multiplicité m;. Si X est parallélisable et de
dimension de Kodaira 0 ou 1 alors X admet un revétement fini X — X ot X est
une surface elliptique au-dessus d’une surface de Riemann de genre g > 1 et sans
fibre multiple.

Le groupe de monodromie de X agit par automorphismes analytiques sur la
fibre, qui est une courbe elliptique. A isotopie prés, il est donc fini. Quitte & prendre
un nouveau revétement, on peut supposer que notre fibration est & monodromie
triviale. On montre alors que le groupe fondamental de la fibre (Z2) est central
dans celui de X. En effet soit v : [0,1] — X, un lacet de la base. On note ¢
l’automorphisme du groupe de monodromie associé au lacet 7. Si on restreint le
fibré 7: X — Y4 au lacet v, la fibration obtenue est la suspension de ¢ au-dessus
de [0,1]. Comme la monodromie est triviale, ce fibré est topologiquement trivial.
Le groupe fondamental de la fibre commute donc avec 1’élément v et cela pour tout
lacet de la base. Le groupe fondamental de X admet donc un sous-groupe isomorphe
CWAS

Si H x S! était munie d’une structure complexe, ce serait une surface minimale
de dimension de Kodaira 0 ou 1. Et donc H x S! admettrait X comme revétement
fini. Son groupe fondamental contiendrait un Z3. Ce qui est impossible puisque le
groupe fondamental de H ne contient pas de Z2. O

7 Etude et résolution du probléme 1

On cherche maintenant a classifier ’ensemble des 4-variétés riemanniennes orien-
tées (M, g) telle que :

(i) M admet une structure complexe
(ii) 'espace twistoriel de (M, g) est diffSomorphe au produit M x S?

(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Pour de telles variétés on a deux structures complexes sur le produit M x S? : la
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structure complexe produit et celle d’espace twistoriel. Cette derniére n’est jamais
kihlerienne [Hit&T] ni méme biméromorphe & une structure kihlerienne.

Théoréme [Cam9T] : Soit (M, g) une 4-variété compacte (connexe) riemannienne
orientée. Si son espace twistoriel est biméromorphe & une variété kihlerienne alors
soit M est conformément équivalent & la sphére ronde S*, soit M est homéomorphe
& une somme connexe de plan projectif complexe CP2.

Sous les hypothéses du probléme 1 on a le résultat suivant :

Proposition 8 : La structure presque complexe d’espace twistoriel n’est jamais une
déformation de la structure complexe produit.

Preuve. Comme (M, g) est presque quaternionique, son espace twistoriel Z est dif-
féomorphe au produit M x S2. Son deuxiéme groupe de cohomologie de De Rham est
donc: H?(Z,Z) = H*(M,Z)®H?*(S?* Z). On note h le générateur du H*(S?,Z) ~ Z.

L’espace twistoriel de (M, g) est muni d’une structure presque complexe cano-
nique Jg¢ dont la premiére classes de Chern notée c1(Jt) est toujours égale a 4h
[HGERT]. On note c1(J,) la premiére classe de Chern de la variété M x S? munit de
la structure complexe produit et ¢i (M) celle de M. On a ¢i(Jp) = 2h + c1(M). Si
on pouvait déformer la structure complexe d’espace twistoriel J.; de Z en la struc-
ture complexe produit J,,, les classes de Chern seraient les mémes. Mais ¢q(Jet) est
divisible par quatre contrairement & ¢;(J,). La structure d’espace twistoriel n’est
donc jamais une déformation de la structure produit. O

7.1 Reésolution du probléme 1

Le résultat principal de cette partie est le suivant. Il donne toutes les surfaces
presque quaternioniques qui peuvent étre munies d’une métrique riemannienne anti-
autoduale. Encore une fois, ici la métrique n’est plus liée & la structure complexe.
Il était donc légitime d’espérer trouver d’autres exemples que ceux déja cités.

Théoréme 3 : Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twistoriel est to-
pologiquement trivial. Si la variété M peut étre munie d’une métrique riemannienne
anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3

b) un tore

¢) une surface hyperelliptique

d) une surface de Hopf

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Réciproguement dans les cas a, b, c et d il existe toujours une métrique riemannienne
anti-autoduale.

Les seules variétés non connues susceptibles d’admettre une métrique anti-autoduale
sont les surfaces proprement elliptiques. Ces surfaces se divisent en deux groupes
suivant que la caractéristique d’Euler est nulle ou pas. Dans les deux cas on peut
préciser un peu le théoréme. Par le théoréme de Schoen [Sch&4] toute métrique
anti-autoduale est conforme & une métrique dont la courbure scalaire est constante.
A partir d’ici, on supposera donc toujours que la courbure scalaire d’une métrique
anti-autoduale est constante.

Proposition 9 : Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un spin
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et de caractéristique d’Euler nulle. La variété M est alors parallélisable et revétue
par un fibré lisse localement trivial S — Y ,~1 en courbes elliptiques et de base une
surface de Riemann de genre g > 1.

St M admet une métrique g anti-autoduale alors la métrique est localement
conformément plate (et donc a courbure harmonique), a courbure scalaire négative,
non hermitienne, non Finstein et ¢ holonomie sans sous-espace invariant (c’est-a-
dire g irréductible). En particulier la métrique n’est pas Ricci paralléle.

Proposition 10 : Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un spin
et de caractéristique d’Euler x > 0.

Si M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est a courbure sca-
laire négative, non Einstein (et donc a courbure non harmonique), non localement
conformément plate, non hermitienne, et a holonomie sans sous-espace invariant.
La encore la métrique n’est pas Ricci paralléle.

Je ne sais pas si dans ces deux derniers cas une métrique riemannienne anti-
autoduale existe réellement. Bien que les restrictions sur cette métrique soient assez
fortes, je ne connais pas d’outils me permettant d’éliminer ces deux familles de can-
didats. Dans les années 80 J.P. Bourguignon se demandait d’une part si les métriques
a courbure harmonique sont Ricci paralléles et d’autre part si, pour les variétés a
signature non nulle, les métriques anti-autoduales sont d’Einstein [Bou&T|. Une ré-
ponse positive & ces deux questions aurait permis d’éliminer ces deux familles de
candidats. Mais on connait maintenant (au moins pour la premiére question) des
contre-exemples [Der80)], [Laf82]. De plus comme toutes nos variétés sont spin, on
ne peut pas utiliser les techniques du théoréme de Taubes [Tan92] pour construire
des métriques anti-autoduales puisque le moindre éclatement nous fait perdre la
structure spin.

La prochaine partie est consacrée a la démonstration de ces résultats. Mais avant
cela on souhaite rappeler briévement les résultats existants dans le cas hermitien.

7.2 Comparaison avec le cas hermitien

Pour toute surface de Hopf primaire S (i.e. diffSomorphe & S! x S§%) il existe
[Kod66] un entier m et des complexes «, 3,t qui vérifient :

O<|a| <8<l e (B"—a)t=0

tels que la variété S soit biholomorphe a la variété H(,, o 3¢ quotient de C?* par
le groupe d’automorphismes < v > de C?* engendré par :

v (C2* SN (CQ*
(21,22) +—— (az1 +t25", Bza).

Lorsque l'entier m est nul alors le complexe ¢ est nul aussi. Dans ce cas on écrira
Hq ) plutot que Hg o,3,0)- On munit C?* de la métrique de Vaisman : %.
Lorsque « et 3 sont deux nombres complexes de méme module, cette métrique passe
au quotient sur H(, gy. On la note alors g(, ). Les seules surfaces de Hopf primaires
munies d’une métrique hermitienne anti-autoduale sont précisément conformes &
(H(a,8), 9(a,3)) [Boy86]. Ainsi trés peu de surfaces de Hopf primaires admettent
une telle métrique bien que toutes ces surfaces admettent une infinité de métriques
riemanniennes anti-autoduales : les g, 3). Comme on peut le voir sur cet exemple,
posséder une métrique anti-autoduale est une condition beaucoup moins restrictive
dans la cadre riemannien que dans le cadre hermitien. J’insiste sur ce point car les
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techniques développées ici sont du coup trés différentes de celles du cas hermitien.
Pour les métriques hermitiennes anti-autoduales Boyer a montré le résultat suivant :

Lemme [Boy86] : Soit M une surface complexe de premier nombre de Betti by et
g une métrique hermitienne anti-autoduale alors :

(i) Soit by est pair alors la métrique est & courbure scalaire nulle et kihlerienne.

(#) Soit by est impair et alors la dimension de Kodaira est —oo et la métrique est
localement conformément Kdihler.

7.3 Démonstrations
1 Sens direct du théoréme 3

Pour démontrer le théoréme 3 on étudie au cas par cas les différentes surfaces
complexes & fibré twistoriel trivial. Il faut montrer que les surfaces d’Inoue, les sur-
faces reglées de genre un et les surfaces de Kodaira n’admettent pas de métrique
riemannienne anti-autoduale. Pour cela il nous faut faire quelques rappels de géo-
métrie différentielle.

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. L’opérateur de Hodge * est une
involution de I’ensemble des 2-formes /\2. Ceci a pour conséquence d’entrainer la
décomposition en sous-espaces propres : /\2 = /\Jr @A\, ou /\Jr est ’ensemble des
2-formes autoduales tandis que A~ est 'ensemble des 2-formes anti-autoduales.
Le tenseur de courbure R associé & la métrique g peut étre considéré comme un
endomorphisme de /\2. Sa matrice dans une base orthonormée adaptée a la décom-
position A®> = AT @ A~ est alors [ST6Y] :

po (W sId ‘B
B W+ 51d

L’opérateur W = W + W — est l'opérateur de Weyl et s est la courbure scalaire
de g. On montre que la métrique g est d’Einstein si et seulement si le bloc B est
nul [ST69)].

On note 7 la signature de M, x sa caractéristique d’Euler et 4 la forme volume
associé a la métrique g. On a alors les égalités (cf. [Bes&7|) :

1
— +112 _ — 12
r= g [ (I = 1w )

1 +12 2, Lo 2
=gz [ (W12 4 g = 20312 g
Sur une 4-variété dont la signature est nulle, les métriques anti-autoduales sont donc
localement conformément plates.

Pour montrer que les surfaces d’Inoue, les surfaces reglées de genre un et les
surfaces de Kodaira n’admettent pas de métrique riemannienne anti-autoduale, on
utilise un résultat de Goldman et Kamishima. On rappelle quun groupe est dit
virtuellement résoluble s’il admet un sous-groupe résoluble d’indice fini.

X

Théoréme [Gol83], [Kam86| : Si (M, g) est une 4-variété compacte localement
conformément plate & groupe fondamental virtuellement résoluble alors a revétement
riemannien fini prés M est conforme & la sphére ronde S*, un tore plat T* ou le
produit St x S3.

On rappelle que les seules surfaces complexes munies d’une métriques plates sont
les tores et les surfaces hyperelliptiques.
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Surfaces d’Inoue

Si une surface d’Inoue possédait une métrique anti-autoduale, elle serait loca-
lement conformément plate car sa signature est nulle [Ino74]. De plus le groupe
fondamental d’une surface d’Inoue est résoluble et son revétement universel est R*
[[no74]. Les surfaces d’Inoue ne sont donc recouvertes ni par S* ni par St x S2. De
plus, les surfaces d’Inoue n’admettent pas de métrique plate. Par le théoréme de
Goldman et Kamishima, on en déduit qu’elles n’admettent pas de métrique anti-
autoduale.

Surfaces réglées de genre un
Soit .S une surface réglée de genre un. On rappelle que S admet une fibration

lisse localement trivial de fibre CP! au-dessus d’une courbe elliptique § —S2> T2,
Son groupe fondamental est Z? et son deuxiéme groupe d’homologie est non nul.
Une telle surface n’est pas recouvert par une sphére S%, ni par S! x S? sinon son
deuxiéme groupe d’homologie serait nulle. Elle n’est pas non plus recouverte par un
tore T* sinon le groupe fondamental de S contiendrait le groupe Z* comme sous-
groupe d’indice fini. On en déduit qu’une surface réglée de genre un n’admet aucune
métrique localement conformément plate, ni anti-autoduale (7=0).

Surfaces de Kodaira

Le revétement universel d’une surface de Kodaira primaire est C2. Son groupe
fondamental est isomorphe au groupe engendré par quatre éléments de la forment
[Kod64] :

{ gi(z,w) = (z,w+ 5;) i=1,2
gi(z,w) = (z+ a,w+ a;z + ;) i=34

et soumis & la relation : gsgs = ¢7"gag3, m € N*. Par conséquent le groupe fon-
damental d’'une surface de Kodaira primaire est nilpotent et celui d’une surface de
Kodaira secondaire virtuellement nilpotent.

Si une surface de Kodaira possédait une métrique anti-autoduale, elle serait lo-
calement conformément plate (7 = 0). Comme le groupe fondamental d’une surface
de Kodaira est virtuellement nilpotent et que son revétement universel est R?, le
théoréme de Goldman et Kamishima nous assure qu’elle n’admet pas de métrique
anti-autoduale.

2 Réciproque du théoréme 3

Il est clair que les tores et les surfaces de Hopf primaires (i.e. difféomorphes a
S! x §?) admettent une métrique riemannienne localement conformément plates. On
peut montrer que la métrique de Calabi-Yau sur une surface K3 est anti-autoduale
(cf. [Bes&7]). Pour les surfaces hyperelliptiques, on a donné une description explicite
a difféomorphisme prés de ces surfaces et il est facile de voir que la métrique plate sur
R* descend en une métrique plate sur ces surfaces. La seule chose qu’il faut montrer
est donc que toute surface de Hopf secondaire admet une métrique riemannienne
localement conformément plate (7 = 0).

Une surface de Hopf secondaire est le quotient de C** par un groupe G. A dif-
féomorphisme prés on peut toujours supposer que G est un sous-groupe de GL(C?)
[Kat7h]. Nous allons voir qu’on peut toujours se ramener au cas ou G est un sous-
groupe du groupe des isométries de R** muni de la métrique :

V- da? + dz3 + daf + dz
I
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Si bien que cette métrique descend en une métrique localement conformément plate
sur R*/G. Soit (m,n) € N* deux entiers, a une racine primitive mi®™° de I'unité
et (A\,a,03) € C tels que 0 < |a] < |8] < 1. On rappelle ici quelques résultats de
Kato [Kat75|, [Kat&9] :

(1) Si G est décomposable et abélien alors :

(A) soit G est engendré par les applications :
9(z1,22) = (az1, B2z2) et h(z1,22) = (az1,a"22) avec pged(m,n)=1
(B) soit G est engendré par les applications :
9(z1, 22) = (az1 + Az2, az2) et h(z1, 22) = (az1, azs).

C’est-a-dire que G n’est pas un groupe d’isométries. Mais quitte & faire une
petite déformation, on peut se ramener a I'un des deux cas suivant :

(A’) G est engendré par les applications :
g(21,22) = (az1, Bz2) et h(z1,22) = (az1,a" 22) avec |a| = |F]
(B’) G est engendré par les applications :
9(z1,22) = (az1, az9) et h(z1,22) = (az1,azs).

(2) Si G est décomposable mais non abélien, le groupe G est un groupe d’isométries
de (R**, V).

(3) Si G est indécomposable, dans les cas (D2),...,(D5) (cf. partie 3.1) G est un
groupe d’isométries. Et dans le premier cas, & difféomorphisme preés, on peut
se ramener au cas ou le paramétre ¢ de 'endomorphisme u est égale a 1. Et
alors la métrique V' de R** passe au quotient.

Conclusion : Toutes les surfaces de Hopf secondaires possédent une métrique rie-
mannienne localement conformément plate. Ce n’est pas le cas pour les métriques
hermitiennes.

3 Démonstration de la proposition 9

Soit M une surface spin de dimension de Kodaira un dont la caractéristique
d’Euler est nulle. C’est une surface parallélisable, qui est revétue par un fibré lisse
localement trivial S — X451 en courbes elliptiques et de base une surface de
Riemann de genre g > 1 [EM94]. On suppose que M admet une métrique g anti-
autoduale. Quitte & prendre une métrique conforme & g, on suppose de plus que g
est & courbure scalaire constante.

Comme M est parallélisable la métrique g est localement conformément plate et
donc & courbure harmonique. On veut montrer que la métrique g n’est pas d’Ein-
stein. Si la métrique g est anti-autoduale et d’Einstein alors :

1 1 1
w+ 2 2 _9B 2) = —/ — g2 .

C’est-a-dire que la courbure scalaire est nulle. La métrique g est donc une métrique
plate. Ce qui est impossible. La métrique g n’est donc pas d’Einstein. De méme la
meétrique g ne peut pas étre a courbure scalaire nulle sinon elle serait d’Einstein et
donc plate. En utilisant le lemme de Boyer énoncé au paragraphe 7.2, on en déduit
que la métrique ne peut pas étre hermitienne.

1
M

18



Lemme 1 : Si M admet une métrique anti-autoduale elle est a courbure scalaire
négative.

Preuve. On vient de voir que la métrique ne peut pas étre & courbure scalaire nulle.
Pour montrer que la courbure scalaire n’est pas non plus positive, on utilise le ré-
sultat suivant.

Théoréme [Bouf1l| : Soit (M,g) une 4-variété orientée munie d’une métrique
riemannienne anti-autoduale. Si la courbure scalaire de g est positive, la forme
d’intersection de M est définie positive.

Dans notre cas la signature de M est nulle, pour que la forme d’intersection soit
définie positive, il faut qu’elle soit nulle et que H?(M,R) = 0. Le deuxiéme nombre
de Betti by de M serait nul et comme y = 2 — 2b; + bs = 0, on aurait by = 1. Mais
si M admet une métrique anti-autoduale & courbure scalaire positive, c’est le cas
pour tout recouvrement fini de M. Or M est revétue par un fibré lisse localement
trivial S — Xg~1. Pour une telle surface, on a vu dans la partie 6 que le groupe
fondamental de la fibre était central dans celui de S, donc by (S) > 2. La surface S

ne peut donc pas posséder de métrique anti-autoduale & courbure scalaire positive.
O

Lemme 2 : Si M admet une métrigue anti-autoduale elle est irréductible.

Preuve. Pour démontrer ce deuxiéme lemme, on commence par montrer la proposi-
tion suivante qui a été énoncé par Lafontaine sous une forme légérement différente.

Proposition [Laf82] : Soit (M, g) une 4-variété dont la métrique est localement
conformément plate. Si la métriqgue g est réductible alors le revétement universel
riemannien de (M, g) est l'une des variétés : R*, R x H?, R x S?, §? x H? munies
de leur métrique usuelle.

Cette proposition dit exactement que pour que la métrique d’un produit riemannien
soit localement conformément plate, il faut étre dans un des cas de la proposition.
On donne ici une démonstration différente de celle de Lafontaine. Le but étant de
réutiliser cette preuve pour énoncer par la suite une nouvelle proposition.

Preuve de la proposition. Si la métrique g de M est réductible, par le théoréme
de De Rham [KN9@], le revétement universel riemannien (M, ) de (M, g) se dé-
compose en un produit (N X T, gy X gr). On suppose dans un premier temps que
les variétés (N, g, ) et (T,g,) sont de dimension deux. Soit (e1,e2) et (es,es) des
bases orthonormeées locales de (N, g, ) et (T, g,). On note K et Kr les courbures
sectionnelles des métriques g, et g, (non nécessairement constantes). Dans la base
(X1, X2, X3,Y1,Ya,Ys) de A? définie par :

Xi=e1Neat+ezNey Yi=e1Nex —e3 Aey
Xo=e1Neg —eaNey Yo=e1Nez+exAey
X3=e1Negt+exNes Ys=e1 ANeg—ea Nes

la matrice de I'opérateur de courbure R de (M, §) s’écrit :
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Kn+Kr 0 O|Ky—Kpr 0 O

0 0 0 0 0 O

ol 0 00| 0 00
2 Kn—Kr 0 O|Kny+Kr 0 O

0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 O

Donc si la métrique g est localement conformément plate alors les courbures section-
nelles de (N, gn) et (T, gr) sont constantes et opposées. Le revétement riemannien
de (M, g) est alors S? x H? ou R? x R? = R%.

On suppose maintenant que (M ,§) est le produit d’une variété de dimension
trois (N, g, ) et d’une variété de dimension un (7, g,). On considére (eq, ez, e3) et
es des bases orthonormées locales de (N, g, ) et (T, g, ). On note encore R I'opérateur
de courbure sur (M,g). Enfin pour tout (4, j,k,1) € {1,2,3,4} on note : K;j i =
R(e;, ej, ex, ;). La matrice de I'opérateur R dans la base (X1, ..., Y3) est :

La meétrique ¢ est localement conformément plate si et seulement si d’'une part
Ki2,12 = Ki3,13 = K23,23 et d’autre part si les autres courbures Kj;; 3 sont nulles.
Cela entraine que (N, gn) est a courbure sectionnelle constante (th 1.97 [Bes87]).
Comme N est simplement connexe c’est S*, H? ou R®. Le revétement riemannien
de (M,g) est alors R x S?, R x H? ou R*. Ceci conclut la démonstration de la
proposition. [

On peut maintenant démontrer le lemme 2. Si M admet une métrique anti-autoduale
alors elle est & courbure scalaire négative. Or la seule variété de la proposition
qui admet une métrique & courbure scalaire négative est R x H3. De plus si M
admet une métrique localement conformément plate, c’est également le cas pour tout
recouvrement fini. On peut donc supposer qu’il existe un sous-groupe isomorphe a
72 central dans le groupe fondamental de M (cf. partie 6). Pour démontrer le lemme,
nous allons montrer que ceci n’est pas possible si le revétement universel riemannien
de M est le produit R x H3.

Si X est une variété riemannienne orientée on note I'som(X) son groupe d’iso-
métries et Tsom™(X) le sous-groupe des isométries directes. Soit h une isométrie
de R x H? et P un 2-plan de I'espace tangent TR @ TH?. La courbure sectionnelle
K (P) de ce plan est nulle si et seulement si TR C P. Comme h est une isométrie
elle conserve la courbure sectionnelle et laisse donc invariant le sous-espace TR ainsi
que son orthogonal TH3. On a donc : Isom(R x H?) = Isom(R) x Isom(H?).

Supposons que le revétement universel riemannien de M soit R x H3. On note
m1 (M) le groupe fondamental de M. On peut le voir comme un sous-groupe de
Isom™ (R x H?) de sorte que :

M ~R x H? /7 (M).

Comme 7 (M) agit librement sur R x H?, c’est un sous-groupe de Isom™(R) x
Isom™ (H?). De plus un élément central dans 71 (M) est central dans son adhérence
de Zariski et donc central dans Isom™(R) x Isom™* (H?). Le centre de (M) ne
peut donc pas étre Z2. Ceci conclut la démonstration du lemme.
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Conclusion : Si M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est a
courbure scalaire négative, irréductible, localement conformément plate, non FEin-
stein, non hermitienne.

En particulier la métrique g n’est pas Ricci paralléle. En effet 'opérateur de Ricci
est symétrique, il est donc diagonalisable. Si la métrique est Ricci paralléle, les
sous-espaces propres de 'opérateur de Ricci sont des sous-espaces invariants par
le groupe d’holonomie. Comme la métrique est irréductible 'opérateur de Ricci ne
peut donc avoir qu'un sous-espace propre. Ce qui est impossible car la métrique
n’est pas Einstein.

4 Démonstration de la proposition 10

Soit M une surface spin de dimension de Kodaira un et dont la caractéristique
d’Euler est strictement positive. Dans ce cas le premier nombre de Betti de M est
pair. On suppose que M admet une métrique g anti-autoduale (& courbure scalaire
constante). Dans ce cas la métrique n’est pas localement conformément plate car
sa signature est non nulle : 7 < 0. Grace au lemme de Boyer (cf. paragraphe 7.2)
on sait que la métrique n’est pas hermitienne. De plus un résultat d’Hitchin [Hit74]
nous assure que la métrique g ne peut pas étre d’Einstein et donc la courbure de ¢
n’est pas harmonique [Bou&T].

Lemme 3 : Si M admet une métrique anti-autoduale elle est a courbure scalaire
négative.

Preuve. Comme précédemment la courbure scalaire ne peut étre nulle sinon la mé-
trique est d’Einstein. La courbure scalaire ne peut pas non plus étre positive par le
théoréme de Lichnerowicz [Bes&7|. En effet pour qu'une 4-variété compacte connexe
spin admette une métrique a courbure scalaire positive il faut que sa signature soit
nulle. OJ

Lemme 4 : Si M admet une métrique anti-autoduale elle est irréductible.

Preuve. La démonstration de ce lemme découle directement de la proposition sui-
vante.

Proposition 11 : Une métrique anti-autoduale non localement conformément plate
sur une 4-variété est irréductible.

Preuve de la proposition. Soit (M, g) une 4-variété dont la métrique est anti-autodua-
le mais pas localement conformément plate. On suppose que la métrique g est ré-
ductible. Dans ce cas le revétement universel riemannien de (M, g) est le produit
(N xT,gn %X gr). La démonstration qu’on a donné de la proposition de Lafontaine
montre que la métrique gy X gr est anti-autoduale si et seulement si elle est aussi
localement conformément plate. Si la métrique g n’est pas localement conformément
plate, elle doit étre irréductible. O]

Conclusion : Si M admet une métrique anti-autoduale alors elle doit étre irré-

ductible, & courbure scalaire négative, non hermitienne, non Finstein. La encore, la
métrique n’est pas Ricci paralléle.

21



8 Existence d’une infinité de structures complexes
non standards

On dit qu’une 4-variété riemannienne orientée (M,g) est hypercomplexe s’il
existe trois structures complexes I, J et K compatibles avec 'orientation et la mé-
trique et telles que IJ = —JI = K. La métrique g est alors anti-autoduale [Sal91].
De plus ces trois structures complexes définissent un difféomorphisme 7(M,g) ~
M xS? tel que la projection sur le deuxiéme facteur soit une submersion holomorphe
de 7(M, g) sur CP* [Boy88|. La distribution TM (donnée par ce difféomorphisme)
est donc invariante par la structure compleze canonique sur 7(M,g).

Théoréme [Boy88| : Si (M, g) est une 4-variété compacte hypercomplexe alors elle
est conforme a :

a) un tore plat
b) une surface K3 munit de la métrique de Calabi-Yau

¢) une surface de Hopf quaternionique munit d'une métrique de la forme g(q, p)
(cf. notations du §7.2).

Les seules surfaces de Hopf primaires quaternioniques sont les surfaces de la forme
H(q,a) ou Hiq,a) [Kat80]. Dans le cadre des variétés hypercomplexes on peut géné-
raliser la proposition 8.

Proposition 12 : Soit (M, g) une variété hypercomplexe. Il existe une infinité de
structures complexes sur les produits M x S? qui ne sont pas déformations les unes
des autres.

La démonstration de cette proposition s’inspire fortement d’un résultat de Le Brun
[LeBIY] établi pour les surfaces K3.

Preuve. Pour simplifier ’écriture on notera w : Z — M ’espace twistoriel de
(M, g). Comme (M, g) est hypercomplexe son espace twistoriel admet une submer-
sion holomorphe sur CP! :

Z e CP!
M
Soit d € N un entier et f; 'application holomorphe de degré d définie par :

fs: CcpP' — cCP!
d .d

[21522] — [21,22].
On note Zyq = f}Z le fibré tiré en arriére :
Z4 —_— Z
pd—fépl Lp
fa
CP! —_— CP!

Comme le fibré p : Z — CP! est C*-trivial, il en va de méme pour py : Zg —
CP!. Si bien qu’on peut identifier la variété Z; avec la variété M x S munie d’une
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structure presque complexe intégrable, que 'on notera J;. On va montrer que ces
différentes structures complexes ne sont pas déformations les unes des autres. Pour
cela on calcule les classes de Chern associées & ces différentes structures. Notons
qu’avec ces notations Jy est la structure complexe produit et J; est la structure
complexe d’espace twistoriel sur M x S2. On note 74 la projection de Zy ~ M x S?
sur M :

Zq —_— CcP!

M

Le sous-espace tangent de Z; admet donc une décomposition en deux sous-fibrés
réels :
TZg=7n3TM & piTS?

Comme (M, g) est hypercomplexe les distributions 7fTM et piTS? sont inva-
riantes par Ji. Les distributions 74T M et p4T'S? sont donc invariantes par J; et
peuvent donc étre vu comme des fibrés vectoriels complexes au-dessus de Z;. On
note c(miTM) et c(piyTS?) leur classe de Chern totale. Soit h le générateur du
H?(CP,Z) ~ 7Z et H*(M,R) l'anneau de cohomologie de M. L’anneau de coho-
mologie de M x §? est un H*(M,R)-module engendré par h et soumis a la relation
h? = 0. Le sous-espace piT'S? est le tiré en arriére par pq du fibré tangent de CP?! :

piTS? — TCP!

|

Zq — cprt
De sorte que c(piT'S?) = 1 + 2h.

Lorsque la variété (M, g) est spin, on peut définir globalement les fibrés des spineurs
autoduals VT et anti-autoduals V' ~. Le fibré twistoriel de (M, g) s’identifie alors au
fibré projectif : P(V*+) JAHSTS|. On note O(1) — CP! le fibré en droite dont la
premiére classe de Chern est égale & 1. La fibre 7~!(m) au-dessus d'un point m € M
est une droite projective dont le fibré normal est holomorphiquement équivalent &
O1) ® (V7 ), [AHSZS]. On a donc une identification entre 73TM et O(1) @ V.
Comme V— — M est un SU(2)-fibré on a ¢ (V) = 0 de sorte que :

o(mfTM) = c(O(1)®@V")
(14+h)2co(V)+ (1 +h)cr (V) + (V)
1+2h+x

L’application f étant de degré d, le fibré 73T M s’identifie donc & O(d) ® V'~ et
alors :
ce(myTM) =1+ 2dh + x.

Par conséquent on a :

c(Z4) c(m3TM & piTS?)
= (1+2dh+x)(1+2h)

= 14+2(d+1)h+x+2hx.

Pour chaque entier d on a défini une structure complexe sur le produit M x S?
dont la premiére classe de Chern est égale a 2(d + 1)h. Aucune de ces structures
complexes ne sont déformations les unes des autres. [
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Dans le cas ot M est un tore plat ou une surface K3 muni de la métrique de Calabi-
Yau, la structure complexe produit sur M x CP! est kihlerienne. En reprenant la
démonstration d’Hitchin [Hif&1] il n’est pas trés difficile de voir qu’en dehors de
ces deux cas, les 3-variétés complexes que nous venons d’introduire ne sont jamais
biméromorphes & une variété kihlerienne.

Proposition 13 : Soit (M,g) une 4-variété hypercomplere. Quelque soit l’entier
d non nul la variété complere (M x S?,.J;) n’est pas biméromorphe a une variété
kdhlerienne.

Preuve. Une variété biméromorphe & une variété kihlerienne admet une décompo-
sition de Hodge (th.12.9 [Dem97]). On parle de variétés dans la classe (C) de Fujiki.
Si M est une surface de Hopf, le premier nombre de Betti de la variété M x S? est
1 : aucune des structures complexes Jy ne peut étre biméromorphe a une structure
kéhlerienne. On se limite donc & 1’étude du cas o M est un tore ou une surface
K3. Commencgons par montrer le lemme suivant :

Lemme : Soit p et d deux entiers différents de zéro. Il n’existe pas de p-forme
holomorphe sur Z; non nulle.

Preuve. Soit A\’ T*Z, le fibré des p-formes holomorphes sur Z;. Pour alléger les
notations, on pose Ny = w3TM et Ty = p5TS?. On se fixe une fibre 771(m) et on
restreint les fibrés AP T*Z4, Ny et Ty a cette fibre. La décomposition TZy = Nqg®Ty
induit la suite exacte :

0— NNy — N T*Zg — Ty @ N'' Nj — 0.

Or au-dessus de cette fibre Ty et Ny sont précisément le fibré tangent et le fibré
normal de 7~!(m) dans Z. On a donc d’une part T = O(—2) et d’autre part
Ny = O(d) ® O(d). Pour p > 0 les fibrés A* N3 et T @ AN N sont des fibrés
négatifs car :

O(—=d)® O(—d) sip=1
N Ny=<¢ O(-2d) si p=2
0 sip>3

Ils ne possédent donc pas de sections holomorphes non nulles. Une section holo-
morphe globale de \” T*Z; — Z, s’annule donc sur la fibre 7=1(m) pour tout
choix de m € M. Elle est donc identiquement nulle. [J

Pour finir la preuve de la proposition 13 on note 2 le faisceau des germes de p-
formes holomorphes sur Zg et h?9 = dim HY(Z4, ). Si Z4 est dans la classe (C) de
Fijiki, la théorie de Hodge nous donne h?? = h?P. Si d est non nul alors le lemme
ci-dessus nous assure que le genre arithmétique définit par 1 — A% + h%2 — R03 est
égale a 1. Et d’aprés le théoréme de Riemann-Roch il est aussi égale a <22. Si la
variété Zy est biméromorphe & une variété kihlerienne on a donc :

ciC2 2(d+ 1)X 1
24 24 o

Cette relation n’est pas compatible avec le fait que M soit une surface K3 (y = 24)
ou un tore (x = 0) : si d est un entier non nul Z; n’est jamais biméromorphe a une
variété kahlerienne. (1

Remarque : Soit ¥, une surface de Riemann de genre g > 1 et M une 4-variété

24



hypercomplexe. En considérant des applications holomorphes f : ¥, — CP! on
peut de la méme maniére construire une infinité de structures complexes sur M x ¥
qui ne sont ni déformations les unes des autres ni biméromorphes a une structure

Kahler.

Remerciement : Un grand merci & Massimiliano Pontecorvo et Paul Gauduchon
pour les dicussions que j’ai pu avoir avec eux. Un grand merci également a Laurent
Meerssemann pour son suivi pendant ma thése.
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