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Réduction a priori de modeles thermomécaniques

An a priori model reduction method for thermomechanical problems

David Ryckelynck

Laboratoire de mécanique des systémes et des procédés, UMR CNRS-ENSAM-ESEM, Ecole nationale
supérieure d'Arts et Métiers, 151, boulevard de I'hépital, 75013 Paris, France

Résumé La méthodede réductionproposéenécessiteaucuncalcul préalablede I'état de la structure.Le
résidu,défini surtout I'intervalle de temps,deséquationsobtenuespar la méthodedesélémentdinis et le
développementle Karhunen—-Loéveermettentde définir un faible nombrede fonctionsde basepour la
représentatiospatialedeschampsecherchédUn algorithmenon-incrémentalissude la méthode_ATIN,
permetde déterminercesfonctionsde basel e caracterenon-incrémentatle I'approchegarantitla validité
du modélede taille réduite sur un intervalle de tempsrecouvrantde fortes évolutiors de I'état de la
structure.

solides et structures / réduction de modele / sous-espace de Krylov / développement de
Karhunen—Loeéve / approche non-incrémentale / contact

Abstract A modelreductionmethodis proposedor finite elementmodels.A previouscomputatiorof the

stateof the structureis not necessaryResidualsdefinedover the entiretime interval andthe Karhunen—
Loeve methodprovide basisfunctions.A non-incrementaélgorithm, from the LATIN method,is usedto

compute this basis functions. Becauseof the non-incrementaffeature, the reducedorder model is

representativéor a largeevolutionof the stateof the structure.

solids and structures / model reduction / Karhunen—Loéve expansion / Krylov
subspace / non-incremental approach / contact

Abridged English version

Numerical simulation of machining processes and metal forming processes need the analysis of time-
dependant and nonlinear thermomechanical problems. Finite element modelling of such processes uses
generally a large number of variables to describe the state of the structure. The aim of the model reduction
is to define a transformation matrix to get few basis functions to describe the spatially distributed state, with
few degree of freedom. For nonlinear time-dependant problems we can distinguish an a posteriori approach
based on Karhunen—Loéve expansion [1,2] and an a priori approach based on the Krylov subspace [3-5].
With the Karhunen—Loéve method, the basis functions are generated by a state snapshots taken at various



time instants. Principal directions of the space defined by the snapshots are taken as the basis functions. In
the framework of nonlinear problems, the Krylov subspace is mainly used in order to reduce the cost of
the incremental computation of the state by using few unknowns. At a given time step, the basis functions
are built with the residual of the nonlinear equations of the finite element problem and a linear system
defined to correct the approximate state forecasted at the end of the time step. The basis functions can be
used to simplify the computation of the state for several time increments [3]. In this paper we propose to
build the basis functions of the reduced-order model with residuals checking the nonlinear equations on
the entire time interval. A thermomechanical problem, involving small strain small displacement, elasticity,
and contact producing thermo-mechanical coupling, is considered. The strixtgrdivided into sub-

domain. For each sub-domait, the global equations are linear (1), (2). The local equations concern the
description of the constitutive law, the boundary condition, The improvement of the reduced-order
model is made simultaneously with the correction of the approximate state used to determine the residuals.
To obtain a decrease of the residuals, those corrections must be defined over the entire time interval. Hence,
the proposed approach is necessarily a non-incremental one. The residuals and the corrections of the state
are defined by the LATIN method [6,7]. The algorithm is defined by a choice of search directions (5).
The correction stage is defined by two linear problems (3) and (4). The approximate boundary conditions
U120 Engayo, dnv1/2 €t Th11/2 defined oven 2 are obtained from the local equations of the boundary
conditions and the search directions. Residuals are defined for the displacemé#iifigtte stressedi,,

W), for the temperature fielt/7 and Wy, for the heat transfer oveXQ2. As proposed by Ladevéze in [7],

they are obtained by a weak form of the equations of the correction stage (3), (4) and a convenient choice of
scalars time functions™ andA". Several correction stages of the approximate state must be considered

in order to obtain residuals which span a sufficient large subspace to define the reduced-order model. The
subspace of the residuals is called the LATIN subspace. Obviously, the basis functions contained in matrix
theA, (x =U, o, T, ¢) are used to compute the corrections of the state (6). Bussy [8] has already proposed
the same kind of subspace. But it was used only for the computation of a part of the correction of the
variables. We propose to use this subspace to construct a reduced-order model. During the correction stages
the basis functions we look for are extracted from the LATIN subspace thanks to the Karhunen—Loéve
expansion, by selecting the most significant patterns of the known approximate state (8), (7).

A 2D example illustrates the capability of the model reduction technique. It corresponds to a simple
casting problem (Fig. 1). The material of the part is a kind of aluminum and the mould material is a kind of
steel. We obtain a reduced-order model defined for large nonlinear transformations during all the cooling
of the part. Nonlinearities are due to the thermal contraction of the part and thermal expansion of the
mould which modify the thermomechanical contact conditions between the part and the mould. An accurate
prediction is obtained with few basis functions obtained with 80 correction stages (Table 1). The proposed
reduction method should be interesting to extract a reduced-order model from a very fine FE description of
complex nonlinear problems.

1. Introduction

La simulation de procédés de fabrication, comme la coupe des métaux ou la fonderie, nécessite I'étude
de problémes de thermomécanique non-linéaires dépendants du temps. La modélisation de tels procédés
conduit généralement & des modéles issus de la méthode des éléments finis ou I'état de la structure est
représenté par un trés grand nombre de variables. L'enjeu de la réduction de ces modéles est de définir
un changement de base (un sous-espace), pour la représentation spatiale des variables d’état, qui permette
d'utiliser un faible nombre de degrés de liberté.

Pour les problémes non-linéaires dépendants du temps, deux d’approches peuvent étre utilisées. L'une,
a posteriori, est batie sur la connaissance de la prévision fournie par la méthode des éléments finis et



l'autre, a priori, n'exploite pas cette prévision. La premiére consiste a construire un sous-espace associé
au développement de Karhunen-Loéve [1,2] et l'autre exploite le sous-espace de Krylov [3-5]. Le
développement de Karhunen—Loéve permet d’extraire de la prévision connue des directions principales
qui caractérisent les phénoménes les plus significatifs de I'évolution de I'état de la structure. Le sous-
espace de Krylov est surtout utilisé, dans le cadre des problémes non-linéaires, pour réduire le colt du
calcul incrémental d’une solution approchée en exploitant un nombre réduit d’'inconnues. A unsnstant

les fonctions de base sont construites en exploitant le résidu des équations du probléme éléments finis non-
linéaire et un systéme linéaire défini pour corriger les approximations de I'état du systeme a lfjnsest
fonctions de base ainsi définies peuvent étre utilisées pour simplifier le calcul d’une solution approchée sur
plusieurs pas de temps [3].

Dans cet article, nous proposons de construire les fonctions de base du modéle de taille réduite en
exploitant des résidus caractérisant la vérification sur tout I'intervalle de temps des équations du probléeme
non-linéaire. L'amélioration du modele de taille réduite est obtenue simultanément avec la correction de la
solution approchée utilisée pour évaluer les résidus. Pour obtenir une décroissance des résidus considérés,
les corrections apportées a la solution approchée sont nécessairement définies sur tout I'intervalle de temps.
L'approche est donc non-incrémentale. Les résidus et les corrections de I'état du systéme sont déterminés
a l'aide de la méthode LATIN [6,7]. Plusieurs étapes de correction de la solution approchée doivent étre
envisagées pour obtenir une suite de résidus qui engendrent un sous-espace suffisamment représentatif pour
définir le modéle de taille réduite. Le sous-espace ainsi engendré est appelé sous-espace LATIN. Au cours
des étapes de correction, des fonctions de base sont extraites du sous-espace LATIN a I'aide de la méthode
de Karhunen-Loéve. Nous obtenons ainsi un sous-espace appelé sous-espace LATIN-KL.

Cette méthode de réduction de modéle est consécutive aux travaux de Ladeveze [7] et de Bussy [8] sur
la représentation des corrections construites par la méthode LATIN. P. Bussy est le premier a avoir proposé
d'utiliser un sous-espace connu, pour effectuer une correction préliminaire de la prévision en cours de
construction. Ce sous-espace correspond au sous-espace LATIN. Nous avons constaté que cette correction
préliminaire est suffisante pour permettre a elle seule la convergence d'un algorithme LATIN, sous réserve
gue le sous-espace LATIN soit bien adapté au probléme traité. Ceci a été illustré pour des problemes de
viscoplasticité [9]. La performance de cette approche permet de proposer dans cet article une véritable
méthode de réduction de modele, ce qui est bien plus qu’'une technique de calcul de correction pour la
méthode LATIN.

2. Définition de résidus et formulation de I'étape de correction

Pour simplifier notre approche, nous supposons que les déplacements et les déformations sont petits. De
plus, dans un souci de concision, nous ne présentons dans cet article que le cas des matériaux élastiques,
sans remettre en cause les idées principales de I'approche proposée. La sEuesticlécoupée en sous-
domaines2 qui ne font pas intervenir de phénomeénes de contact en leur sein. La méthode LATIN est batie
sur les trois principes suivants [6] :

— P1: séparation des difficultés, partition des équations en deux groupes : un groupe d'équations locales
en variable d’espace, éventuellement non-linéaires, et un groupe d'équations linéaires, éventuellement
globales en variable d'espace ;

— P2: approche itérative a deux étapes ou, a chaque itération, on construit une solution de chaque groupe
d’équations;

— P3: utilisation d’approximations temps-espace ad hoc, a contenu « mécanique », pour le traitement du
probleéme global défini sut x [0, 7 ¢].

Une analyse de la nature des équations du probléme de référence est donc nécessaire afin de définir leur
caractere local ou global, linéaire ou non-linéaire, et dans le cas qui nous intéresse leur caractére couplé
ou découplé. Or, en éliminant certaines variables intermédiaires, la nature des équations peut étre modifiée.
En conservant comme inconnues la dissipation mécaniglédinie dans le volume et la contrainte le



taux de variation de I'énergie interéeet le flux de chaleug, les équations globales issues des principes de
conservation sont linéaires et découplées. De plus, en introduisant comme inconnues les efforts dxtérieurs
etles flux de chaleup s’exercant sur la frontiere de chaque sous-dom@irles équations de conservations

définie sur chaque sous-domaines sont elles aussi découplées. Ce sont ces équations qui forment le groupe
des équations linéaires :

/Tr [e(U*)o] dQ:/ U*-FdS YU*régulier VQ € X, Vr €10, 1] (1)
JQ Q2

/T*édsz—/grao(T*)quzz—/ T*¢ds+/ T*rdQ2 VT*regulier VQ e X, Vi €10,17] (2)
Q Q- - Q2 Q

Les équations complémentaires du probléme de référence sont locales. Elles définissent le comportement

thermo-élastique de la matiere dans le volume, I'état initial de la matiére, le comportement d’interface entre

les sous-domaines et les conditions aux limitesaxr Elles forment le deuxieme groupe d’équations.

Une solution approchée unique est obtenue a chaque étape de I'algorithme en exploitant des directions de

recherche. Pour les équations d'interface nous avons utilisé des directions de recherche similaires a celles

proposées dans le cadre de problemes de contact [10]. Ces directions sont définies par les paf&meétres

eth™. Ence qui concerne les phénoménes mis en jeu dans le volume de chaque sous-domaine l'algorithme

ressemble a une méthode de point fixe. Pour améliorer la prévision de I'état de la structure, nous choisissons

comme inconnues principales le champ de déplacentértsle champ de températur&s En supposant

connue une prevision de I'état de la struct(ig,, 7;,, . . .) définie sur0, 4], la formulation de lan + 1)-

ieme étape de correction est composée du probléeme de mécanique et du probléme de thermique suivants :
O probléme mécanique pour chaque sous-dom@ire>:, trouverU régulier tel que :

[T (U)K @) () — T, — Ta) 2
Q

=/ U* - (Fyaj2— k™U - U,11/2))dS VU™ régulier Vi €]0,1y] 3
BT

ou Tini est le champ de température a I'instant initial ;
O probléme de thermique, trouvé&rrégulier tel que :

/T*,oc(T,l)T'dS2+/grac(T*)k(T,,)gradT)dQ
JQ Q- -

- _/ T*(ns1j2+h"™T — Tyy1/2)) dS  VT* regulier Vi €10, 1/] (4)
Q2

ou Uni1/20 Enyay2 dnt1/2 €6 Togay2 vérifient les équations complémentaires d'interface ou de conditions
aux limites, définies sur le bord des sous-domaines, ainsi que les équations suivantes associées a la direction
de recherche de I'étape locale :

En+1/2 = En + lk\me(gn+1/2 - Qn)¢/1+1/2 = ¢n - il\th(Tn+l/2 - Tn) surBQ, vt € ]Oa tf] (5)

Pour extraire des résidus du probléme de mécanique et du probléme de thermique, nous utilisons deux
fonctions du temps donnée®e(r) et A(r) comme cela est proposé dans [7]. Nous obtenons les champs
Wy, Wo, Wp, Wr et Wy tel que :

U=U,+2"0)Wy, 0 =0,+1"()W,, F=F,+\"™0)W

T=T,+"OWr,  ¢=¢,+2"OW,
Les fonctions du temps™ et A" sont choisies pour avoir une intensité décroissante et un signe permettant

une accumulation des résidus $0yz¢], comme cela a éte indiqueé dans [9]. Les chaifs, W, , Wr et
W, déterminés par les étapes de correction successives définissent le sous-espace LATIN.



3. Construction du sous-espace LATIN-KL

Le modeéle de taille réduite mis en place consiste a représenter les inconnyds = U, 0, T, ¢) du
probléme de thermomécanique a I'aide des matrices de fonctions dé pakesous-espace LATIN-KL,
tel que :

Xpt1= Axﬂxn-{-l(I) + Xo avngx,Hl(O) =0 (6)

ol x, est la valeur a I'instant initial de la variable considérée. Les valeurs corrigées des degrés de liberté du
modele de taille reduite, ,,, (x =U, 0, T, ¢) sontdonnées par la formulation variationnelle des équations
de I'étape de correction. Un découpage en pas de temps de l'intdyali¢ et le schéma d’Euler implicite
sont utilisés pour la résolution des équations différentielles en temps. Les cliamps= U, 0, T, ¢)
peuvent étre utilisés pour définir les matrides Mais ils n’ont pas de sens physique fort et leur nombre
dépend du nombre d'étape de correction effectuées. Pour améliorer ces vecteurs de base, nous utilisons le
développement de Karhunen—Loéve [1].

Soit X la matrice des fonctions de base du sous-espace LATIN tel @@ = Xx(r) + xq. La suite
des taux de variatioi, pas de temps par pas de temps, engendre un sous-espace de I'espace LATIN.
Nous appliquons le développement de Karhunen—Loéve & cette suite de valeurs pour définir les matrices de
fonctions de basA, a l'aide d’'une matrice de changement de bdse

A, =X-V (7)

Les colonnes d¥ sont des directions principales de I'espace engendré par les valeursicir [0, trl.
Ces directions principales sont définies par le probléme aux valeurs propres suivant :

r. .
M .v; =pu;v; avec M :/ Z(r)ZT(t) dr (8)
0

Soit umax la plus grande valeur propre d&. Pour ne représenter que les principaux phénomeénes, les
directions principales que nous sélectionnons powsont les vecteurs propres dont la valeur propre
associée est supérieure & $0max.

Afin de conserver la meilleure représentation possible de I'évolution sigr 'intervalle[0, 771, nous
déterminons une combinaison linéaire des vecteurs de base #g en exploitant I'inverse de Moore—
Penrose d¥. Cette amélioration des vecteurs de base est réalisée aprés I'étape de correction, pour une étape
sur trois. En pratique, nous privilégions les premiers instants de I'intervalle de temps dans I'équation (8) a
I'aide d’'une pondération.

4. Exemple numérique

Pour illustrer la capacité de réduction de modele qu'offre I'approche proposée, voici I'étude du
refroidissement d’une piéce en aluminium (sous-domgikég. 1, 7in = 600°C) moulée dans un moule en
acier (sous-domain®’, Tip; = 20°C). Les déplacements sont supposeés plans. Les deux sous-domaines sont
en contact a I'instant initial. Le frottement est décrit par une loi de Coulomb. Pour modéliser simplement
le lien entre le jeu et les conditions de transfert de chaleur, le coefficient de conduction est pondéré par
une fonction exponentielle du jeu. La prévision des températures obtenue a la fin du calcul itératif est
donnée pour 2 instants particuliers sur la Fig. 1. Les non-linéarités sont issues des conditions de contact
et du restreint de la pieéce qui provoquent I'apparition de lames d’air modifiant les conditions de transfert
thermique. Les maillages utilisés ainsi que les conditions aux limites sont donnés sur la figure ci-dessous
(Fig. 1). L'intervalle de temps couvre I'ensemble du refroidissement. Il est découpé en 40 pas de temps.

Peu d’'étapes globales de correction (environ 40) permettent d’obtenir les principaux phénoménes mis
en jeux au cours du refroidissement. Le nombre de fonctions de base proposées a chaque étape globale est



Figure 1. Modéle
éléments finis et
solution approchée
obtenue avec 80

i étapes de correction.
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Figure 2. Nombre de fonctions de base pour représenter
T dansS2 au cours de I'amélioration du modéle de taille
réduite.

Figure 2. Number of basis fonction for 7 in € during
the improvement of the reduced-order model.

Tableau 1.Nombre d’'inconnues par sous-domaine : modele
réduit (n = 80)/modéle E.F.

Table 1. Number of variables for each subdomain: reduce
order model (n = 80)/E.F. model.

U T (0, F) ¢
Q 18/636 278318 24,1647 1347
Q' 34/926 27463 422532 1247

reporté sur la Fig. 2 pour la représentation des champs de températute.dampratique, 4 fonctions de
bases sont proposées a chaque étape globale pour augmenter la base associée a chaque variable d’état. Pour
cela, différentes fonctions, ety sont utilisées. La chute du nombre de fonction de base est due a I'étape
d’amélioration en exploitant la méthode de Karhunen—Loéve. On constate que peu de degrés de liberté sont
utilisés par le modéle de taille réduit au cours de sa construction.

Aprés 80 étapes globales de correction, le modéle de taille réduite est peu modifié. Le nombre
d’'inconnues du modele de taille réduite est présenté par grandeur physique et par sous-domaine dans le
Tableau 1.

5. Conclusion

Un modéle de taille réduite est construit par un algorithme itératif, a partir des équations fournies la
méthode des éléments finis. Cette approche algorithmique ne nécessite pas une analyse préalable pour
distinguer les principaux phénoménes a décrire. Pour mettre en ceuvre I'algorithme itératif, nous avons
exploité la méthode LATIN qui laisse une grande liberté quant a la représentation temps-espace des



variables d’'état d’'une structure. Les résidus des équations de I'étape globale de I'algorithme LATIN
donnent des indications sur la complexité de la solution recherchée. lls permettent de définir, par itérations
successives, un sous-espace LATIN pour la représentation spatiale des inconnues du probléme non-linéaire.
Les fonctions de base du modeéle de taille réduite sont extraites du sous-espace LATIN de facon a bien
représenter les phénomeénes les plus significatifs, en exploitant le développement de Karhunen—Loéve.
Gréace a I'approche non-incrémentale, les mémes fonctions de base sont exploitées pour décrire de fortes
évolutions non-linéaires.
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