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Résumé

Par une métrique mixte on comprend une métrique définie dans un domaine du
plan, changeant de caractere - sur une région elle est riemannienne, sur une autre lo-
rentzienne. On se place dans un point appartenant a la frontiere entre ces deux régions
et on cherche une forme locale “la plus simple” de notre métrique - un probleme
analogue a l’existance des coordonnées isothermes dans le cas classique, riemannien
ou lorentzien. On montre que génériquement on peut se ramener a un seul modele
conforme du® + vdv?. Il existe tout de méme des points spécifiques ol I’espace des
modeles conformes est de dimension infinie.

Mots clés : métrique mixte, forme normale, modele conforme

Abstract

We will call a mixed metric any metric defined in a plane domain which changes
its character - it is Remannian in one region and Lorentzian in the other. We inves-
tigate the existence of a normal form for our metric locally in a neighbourhood of a
point belonging to the common boundary of these two regions. It is an analogue of
the problem of existence of isothermal coordinates in the classical setting. We show
that generically we have the unique conformal model du? 4+ vdv?. There are, however,
some special points where the space of conformal models is of infinite dimension.

Keywords : mixed metric, normal form, conformal model

1 Introduction

Soit g une métrique définie sur un domaine du plan, qui s’exprime dans les coordonnées
canoniques de R? sous la forme ds?> = a(z,y)dz? + 2b(x,y)dzdy + c(z,y)dy?. Supposons
que g soit riemannienne, c’est-a-dire que a,c > 0 et ac — b?> > 0. C.F. Gauss fut le premier
a démontrer dans [6] qu'une telle métrique admet un changement local de coordonnées,
u = u(z,y), v = v(z,y), tel que la métrique g dans les nouvelles coordonnées s’exprime
sous la forme ds? = \(u, v)(du?+dv?), ot A(u,v) > 0. Les coordonnées (u, v) sont appelées
“isothermes” pour la métrique g. Le résultat de Gauss concerne une métrique riemannienne
analytique, c’est-a-dire le cas ou les fonctions a, b et ¢ correspondantes sont analytiques
réelles. Le théoreme d’existence de coordonnées isothermes reste vrai sous des hypotheses
plus faibles concernant la régularité de la métrique en question - cf. [8], [9], [13], [3], [1]
dans l'ordre descendant de la régularité. On remarque qu’il existe des résultats analogues
(plus faciles grace a l'existence des directions isotropes) pour des métriques lorentziennes,



c’est-a-dire ol @ > 0 et ac — b?> < 0. Dans ce cas les coordonnées isothermes prennent la
forme ds? = \(u,v)(du? — dv?), avec A(u,v) > 0.

Le but de ce travail est de donner une reponse a la question suivante. Supposons que
la métrique analytique réele g change de caractére dans un domaine U C R?, i.e. qu'elle
est riemannienne sur Ur C U et lorentzienne sur Uy, C U. Bien str g est dégénérée sur
la frontiere entre ces deux régions, que l'on va noter I'. Génériquement I' est une courbe
réguliere et lisse dans U. Soit ¢ € I'. Peut-on trouver une généralisation du théoreme
d’existence de coordonnées isothermes dans ce cas et quelle est la forme “la plus naturelle”
des coordonnées pour g dans un voisinage du point ¢ ?

Comme dans le cas riemannien ou lorentzien, le modele que 1’on cherche & établir pour
la métrique g est un modele conforme, i.e. défini & une multiplication par une fonction
positive A pres. On sait que deux métriques lorentziennes sont conformément équivalentes
si et seulement si elles ont les méme courbes isotropes. Ceci implique que le type conforme
est entierement donné par 1’équation différentielle définissant les courbes isotropes pour g
dans Uy, :

az,y) + 2b(@, y) L + c(x,y) (j—g)z —0. (1)

En tout point ¢ € Uy, il existe deux directions isotropes pour g, non colinéaires, tangentes a
deux courbes isotropes pour g passant par q. Génériquement (i.e. quand a, b, ¢ ne s’annulent
pas simultanément) en tout point de la courbe I" on a une seule direction isotrope pour
g. Les deux feuilletages isotropes deviennent mutuellement tangents sur I', définissant un
champ X de directions isotropes pour g le long de T'.

L’étude de la famille des courbes isotropes pour une métrique mixte est liée a certains
aspects de la théorie de surfaces plongées dans R3. Une telle surface se décompose en trois
parties : elliptique (ot la courbure totale est positive), hyperbolique (courbure négative) et
parabolique (courbure nulle). Génériquement, cette derniére partie est une courbe lisse. On
remarque que la seconde forme fondamentale de la surface vérifie dans un voisinage d’un
point parabolique les méme hypotheses que notre métrique mixte g dans un voisinage d’un
point de la courbe I'. Une étude des courbes nulles de la seconde forme fondamentale dans
un domaine hyperbolique d’une surface a été effectuée par Y.L. Kergosien et R. Thom [7].
Pour plus de détails sur les propriétés des surfaces au voisinage d’un point parabolique,
ainsi que pour les références supplémentaires, on pourra se reporter au travail récent de
R. Uribe-Vargas [11, 12].

On revient & notre métrique g. On remarque que génériquement on a deux types de
points sur la courbe I'. On dira qu’un point g € I" est de type transverse si la direction
isotrope X est transverse a la courbe I' en ce point. Ceci est le cas de presque tout point
de I'. Mais il peut y avoir un nombre fini de points exceptionnels, ou X est tangent a I'.
Adoptant la terminologie introduite par Thom, on les appellera godrons.

En vue de ’équation (1), notre probléme est aussi lié au probleme de trouver une forme
canonique d’une équation différentielle

F(x,y,y") =0, (2)

non résolue par rapport a la dérivée. Supposons que F' soit de classe C*°. Considérons
lespace de 1-jets des fonctions y(x) munie des coordonnées (x,y,p), ou p correspond a la
dérivée y' = dy/dx. Supposons que Iéquation (2) définit dans cet espace une surface lisse
S, pliée au-dessus de la courbe T', i.e. tout point (z,y,p) € S tel que (z,y) € I' C U, est un
point singulier de la projection canonique 7,y : (z,y,p) — (x,y) restreinte a S. On note r
et on appelle courbe criminant la courbe tracée sur la surface S, constituée des points
singuliers de cette projection. Dans I’espace des 1-jets on a un champ de plans de contact



dy = pdx qui induit sur la surface S un champ de directions V. Les courbes intégrales de
ce champ sont envoyées par la projection 7., sur les courbes isotropes pour la métrique g
dans Uy,. Un point singulier de la projection 7, est appelé singulier régulier si le plan
de contact n’est pas tangent a la courbe criminant en ce point. Sa projection sur I' est
de type transverse. R. Thom [10] a trouvé 1’équation p? = zE(x,y), o E € C*°, comme
une forme canonique de 1’équation (2) dans un voisinage d’un tel point. L. Dara [4] et Y.
Brodsky [2] Pont réduit & la forme normale p? = z.

Dans ce travail, on montre de maniére géométrique le résultat suivant (en un sens
analogue & celui cité ci-dessus).

Théoreme A Soit g une métrique analytique réelle générique, définie dans un domaine
du plan. Supposons que q soit un point de dégénérescence de g de type transverse. Alors
par un changement de coordonnées de classe C¥ dans un voisinage de q, on peut ramener
g a la forme canonique

A, v)(du® 4 vdv?),

ot A € C¥, A > 0 sur un voisinage de l’origine.

On tient a souligner que les résultats de Dara et Brodsky ne donnent pas de renseigne-
ment sur la région ou les courbes intégrales de 1’équation (2) ne sont pas définies. Notre
théoreme affirme cependant I'existence d’un changement de coordonnées qui ramene notre
métrique a la forme normale non seulement dans la région Ur, mais aussi dans un voisinage
du point de base ¢ dans la région riemannienne Up.

Revenons a ’équation (2). Sur la courbe criminant I, il peut y avoir aussi des points
isolés dont la projection sur I' est un godron. Il se trouve qu’en un tel point le champ
V' possede un point singulier, dont la partie linéaire est génériquement non dégénérée.
Les courbes intégrales de ce champ sont topologiquement équivalentes sur S aux solutions
d’une équation linéaire au voisinage de sa singularité. On a donc au moins trois modeles
locaux différents correspondant aux trois types de la singularité : col, nceud et foyer. Leurs
projections sur le plan (z,y) donnent trois portraits différents de la famille des courbes
isotropes pour la métrique g au voisinage d’un godron.
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Figure 1. Le portrait topologique de la famille des courbes isotropes pour une métrique
dégénérée le long de la droite y = 0 dans un voisinage d’un godron générique (placé en
origine) de type col, noeud et foyer respectivement.

Un changement de coordonnées dans le plan (z,y) induit un changement de coor-
données dans l’espace de 1-jets. Les deux champs Vi et V5 ainsi obtenus sont conjugués
par un difféomorphisme, ce qui implique que leurs parties linéaires au-dessus d’un go-
dron sont elles aussi conjuguées. L. Dara a conjecturé que ceci donne le seul invariant de



changement de coordonnées de classe C'*° dans un voisinage d'un godron générique. Il a
proposé une famille & 1 parametre des modeles : 2y = p? + k22, k € R. Les trois cas,
k<0,0<k<1/4etr>1/4 correspondent au trois types de la singularité du champ V'
au-dessus du godron : col, noeud et foyer respectivement. A.A Davydov [5] a confirmé cette
conjecture en réduisant 1’équation (2) au voisinage d’un godron a la forme y = (p + kx)?,
équivalente a celle de Dara. De plus, il a prouvé que quand il s’agit d’une classification
topologique, on a seulement trois modeles locaux, présentés sur la figure 1, dépendant du
type de la singularité du champ V.

On se pose les questions analogues dans le cas d’une métrique analytique réelle. On

prouve le résultat suivant.

Théoreme B L’espace des modéles conformes pour une métrique analytique réelle générique
au voisinage d’un godron est de dimension infinie.

Plus précisément, étant donné une métrique analytique réelle g définie au voisinage
d’un godron dans le plan (z,y), '’équation (1) correspondante définit une surface S, avec
un champ de directions V, dans un voisinage de l'origine dans S,. Le champ V; admet
une singularité en l'origine, génériquement non dégénérée. Supposons que le champ Vj
soit linéarisable en I'origine et que son modele linéaire soit le méme que celui induit par la
forme canonique y = (p+#xx)? proposée par Davydov. Alors génériquement (par rapport au
choix de k € R), l'espace des modeles conformes de métriques analytiques réelles peut étre
paramétré, du point de vue de la classification C*, par ’ensemble de germes en l'origine
des difféomorphismes holomorphes

h(:r,p): T+ Z bn,mxnp2m+1a Z Cn,mxnp2m+p s

n,m>0 n,m>0

dont les coefficients by, , et cpm, n,m € N, sont réels et vérifient la condition

Mk E bn,Oxn E Cn,(]xn =,

n>0 n>0

ou ux € R est une constante dépendant du parametre «.

Remerciements Ce travail fait partie de ma these de doctorat préparée a I’'Ecole Nor-
male Supérieure de Lyon, France. Je tiens a remercier Etienne Ghys de m’avoir proposé ce
sujet de recherche ainsi que pour ses nombreuses remarques qui m’ont beaucoup aidé dans
ce travail. Merci a Thierry Barbot pour l'intérét qu’il a porté pour ce texte et a Ricardo
Uribe-Vargas pour son aide bibliographique (en particulier de m’avoir indiqué larticle [5]).

2 Meétriques génériques

Placons-nous dans un voisinage de l'origine U dans R?. Une métrique analytique
réelle est définie sur U par une application g : U — R? de classe C¥, ou g(z,y) =
(a(z,y),b(z,y),c(z,y)) signifie qu’en un point (z,y) € U notre métrique est donnée par la
forme quadratique a(x, y)dx?+2b(z, y)dzdy+c(x, y)dy? correspondante, qui peut dégénérer
en certains points de U. On notera donc g une métrique définie sur U, ainsi que I’application
analytique réelle qui I'induit. Notons M ’ensemble de toutes les applications ¢g : U — R3
de classe C*. Par une métrique générique définie sur U on comprendra une métrique définie
par une application appartenant a M, générique pour la topologie C'°.



Notons aussi (a,b,c) les coordonnées euclidiennes de R? et définissons I’application
“déterminant” det : R3 — R, det(a,b,c) = ac — b%. Soit K C R? le cone défini par
det_l(O). On note aussi K+ et K~ I’ensemble des points de R3, oll application det prend
des valeurs strictement positives et strictement négatives respectivement. Par Mgy(z,y) on
note la matrice [‘g lc’] de la métrique g = (a,b,c) en un point (z,y) € U.

Soit g € M une métrique. On remarque que g est définie positive (riemannienne) sur
g 1(K™) et indéfinie (lorentzienne) sur g~ (K ). On s’intéresse maintenant aux propriétés
d’une métrique générique ¢ au voisinage d’'un point de I’ensemble g~ (K), sur lequel g est
dégénérée.

Proposition 1 Pour une application g € M générique, I’ensemble g~'(K) est soit vide
soit une courbe réguliere et lisse dans U. De plus, dans ce deuxieme cas, en tout point
de g7Y(K), la matrice Mg de la métrique induite par g est de rang 1 et la dérivée de
Uapplication det og dans la direction transverse a g~ (K) est non nulle.

Preuve. Toute application ¢ : U — R3 qui évite l'origine induit en tout point de U
une matrice Mgy(x,y) telle que rang(M,) > 1. Bien sir, c’est le cas d’une application
générique. De plus, on remarque que le cone K C R? n’a pas d’autre singularité que celle &
l'origine. Le théoreme de transversalité de Thom implique qu’une application g générique
est transversale & K \ (0,0,0), ce qui explique les autres affirmations de la Proposition. O

On voit que génériquement g est dégénérée le long d’une courbe lisse, que l'on note
', qui sépare U en deux régions Ur = g~ 1(KT) et Uy, = g~ '(K~) sur lesquelles g est
riemannienne et lorentzienne respectivement. En tout point de Uy, il existe deux directions
isotropes pour la métrique g, non colinéaires, qui définissent dans U;, deux feuilletages par
des courbes analytiques, mutuellement transverses en tout point de Uy. De plus, comme
My, est de rang 1 le long T', les deux directions se confondent sur I' et les feuilletages
deviennent tangents. Notons X le champ de directions nulles pour g le long I', qui est
donné par la direction du noyau de I'application linéaire induite par la matrice M,.

Proposition 2 Génériqguement le champ X est transverse a I sauf peut-étre en un nombre
fini de points.

Preuve. Considérons 'espace J'(U,R?) des 1- jets d’applications analytiques réelles g :
U — R3, g(x,y) = (a(z,y),b(z,y), c(z,y)), muni de coordonnées (a, b, ¢, az, ay, by, by, ¢z, ¢y),
ou de maniere évidente a, dénote la valeur de la dérivée par rapport a x de la premiere
composante de I'application g, etc.

Soit ¢ = (a,b,c) € M fixé, T' la courbe et X le champ de directions le long de T’
associés. Le fait quun point (x,y) € U est un point de tangence entre X et I' se traduit
par deux conditions suivantes :

(1) ((li,y) elie a(xvy)c(xay) - b(xvy)z =0,

(ii) D(detog)(zy)X(z,y) = 0, ol le vecteur non nul X est donné par la relation
Mg(l‘»y) ’ X(l‘,y) = 0.

Considérons dans l'espace J'(U,R3) deux sous-variétés ¥; et Yo, données par les

équations :
ac —b? =0,
Y 2 2 _
—c*ay + beay + 2bcb, — 2b°by — acc, + abey = 0,



ac —b* =0,
X { —bca, + acay, + 2b%b, — 2abb, — abc, + a20y =0.

En regardant de plus pres la condition (ii) ci-dessus, il est facile de voir que le champ
X est tangent & la courbe T en un point (z,y) € U si et seulement si j1g(z,y) € (X1N{c #
0})U(X2Nn{a # 0}). On remarque aussi que les sous-variétés X1 et 3o sont sans singularités
dans {c # 0} et {a # 0} respectivement.

On utilise maintenant le théoreme de transversalité de Thom qui affirme que le 1-jet
d’une application générique g € M est transverse a Y et Yo. Comme les dimensions de
jtg(U) et des sous-variétés sont complémentaires dans J!(U,R?), on obtient le résultat.

O

Rappelons la terminologie utilisé dans I'introduction. Tout point de tangence du champ
X ala courbe I' sera appelé godron. Tout point de I' n’étant pas un godron sera appelé
de type transverse.

On remarque que les résultats présentés ci-dessus permettent de simplifier la forme de
notre métrique générique dans un voisinage d’un point ou elle dégénere.

Corollaire 3 Soit g € M une métrique générique et I' C U la courbe lisse le long de
laquelle g est dégénérée. Soit q € I'. Alors dans un voisinage de q il existe un changement
de coordonnées de classe C¥, (u,v) = (u(z,y),v(z,y)), qui envoie notre point de base q
sur lorigine et tel que notre métrique g s’exprime dans un voisinage de l'origine sous la
forme :
(i) ds* = A(u,v)(du® + vy(u,v)dv?), ou A,y € C¥, X,y > 0, dans le cas d’un point
q € I de type transverse;
(ii) ds? = Xu,v)((k(u)? +va(u, v))du® +2(k(u) +vB8(u, v))dudv +dv?), ou \, k, a, B €
C¥ Na>0,08+#0, k(0)=0 et «'(0) #0, dans le cas ot q € T est un godron.

Preuve. Comme ' est réguliere et lisse on peut toujours trouver un changement de
coordonnées (u, v) de classe C* qui ’envoie sur la droite {v = 0} dans R?, avec la condition
que notre point ¢ soit envoyé sur l'origine. On peut supposer que la métrique image,
toujours appelée g, soit riemannienne dans le demi-plan supérieur et lorentzienne dans le
demi-plan inférieur.

Dans le cas d’un point générique, la direction X engendrée par le noyau de la matrice
associée a g, étant transverse a la droite {v = 0} en l'origine, on peut la rendre verticale, i.e.
engendrée par 8% sur un voisinage de l'origine dans {v = 0}. Dans ce cas, g est donnée dans
un voisinage de I’origine par une forme quadratique a(u,v)du? + 2b(u, v)dudv + c(u, v)dv?,
ou les fonctions a, b, ¢ sont analytiques réelles, a > 0 et b(u,0) = c(u,0) = 0. De plus,
(ac — b*)(u,0) = 0 et c(u,v) > 0 dés que v > 0. Ceci implique que b = 0. Finalement
la condition (ac),(u,0) # 0 donnée par la Proposition 1 permet d’en déduire la forme
énoncée dans (i).

Supposons maintenant que g admette un godron en l'origine et qu’elle soit donnée dans
son voisinage par la forme a(u, v)du? 4 2b(u, v)dudv + c(u,v)dv?. Le fait que le noyau de
My4(0,0) soit tangent & {v = 0} implique a(0,0) = b(0,0) = 0. Comme les trois fonctions
définissant g ne s’annulent jamais en méme temps, on obtient que ¢ > 0 sur un voisinage de
Porigine. Ceci permet de se ramener & la forme A(u, v)(@(u, v)du® + 2b(u, v)dudv + dv?) de
la métrique g. De plus, a(u,0) — b%(u,0) = 0. Notons x(u) = b(u,0) € C¥. On a £(0) = 0.
Génériquement on peut donc représenter les fonctions a(u, v) et b(u, v) de maniere & obtenir
la deuxieme formule énoncée dans le Corollaire. 0



3 Un résultat classique

Dans ce paragraphe on présente une preuve géométrique de I’existence des coordonnées
isothermes pour une métrique riemannienne analytique réelle. Dans le paragraphe suivant
on modifiera ce raisonnement classique afin d’obtenir une forme normale pour une métrique
analytique réelle mixte dans un voisinage d’un point de type transverse.

Dans ce qui suit, on notera (z,y) non seulement les coordonnées canoniques de R? mais
aussi leur extension dans I'espace C2. Pour tout point ¢ € C? on notera g son image par
I'involution complexe o : (z,y) — (Z,7).

Théoréme 4 (Gauss) Soit g une métrique riemannienne définie dans un voisinage U de
Uorigine dans le plan, qui s’exprime dans les coordonnées canoniques de R? sous la forme

ds® = a(z,y)dz® + 2b(x, y)dzdy + c(z, y)dy®,

ou les fonctions a,b,c: U — R sont analytiques réelles et vérifient a > 0, ac — b%> > 0. 1l
existe alors un changement de coordonnées (u,v) = (u(z,y),v(z,y)) de classe C* dans un
voisinage de l’origine, tel que la métrique g s’exprime sous la forme

ds® = Au, v)(du® + dv?),

ot A > 0 est une fonction analytique réelle.

Preuve. Les fonctions a, b, ¢ étant analytiques réelles, on peut les étendre en trois fonc-
tions holomorphes, toujours notées a, b, ¢, définies sur un voisinage U de I'origine dans C2.
Notons toujours g la métrique complexe sur U donnée par ces fonctions. En chaque point
(z,y) € U C C? il existe deux solutions en (£1,&2) € C2, différentes, de 1’équation

a(z,y)&f + 2b(z, y)&1és + c(z,y)&5 = 0. (3)

En chaque point de U on a deux directions complexes isotropes pour la métrique g. Ceci
implique l'existence de deux champs de directions holomorphes X; et X5, isotropes pour
g et non colinéaires sur un voisinage de l’origine dans C?, que nous noterons encore U.
Comme les fonctions apparaissant dans (3) commutent avec 'involution complexe o :
(z,y) — (Z,7), les solutions de cette équation commutent elles aussi avec 0. On en déduit
facilement que pour tout (z,y) € U on a X1(Z,y) = Xa(x,y) et Xo(Z,9) = X1(z,y).

Les courbes intégrales de ces deux champs de directions forment deux feuilletages
F1 et F» d’un voisinage de I'origine dans C? par des courbes holomorphes, commutant
avec l'involution o. Quitte & choisir un voisinage plus petit, on peut supposer que chaque
courbe appartenant a la famille F; coupe chaque courbe appartenant a la famille Fy
transversalement en un seul point. Pour tout ¢ € U C C? on note 11(q) et 12(q) les deux
courbes intégrales passant par q.

Le but est de trouver un difféomorphisme holomorphe ® qui envoie les courbes de la
famille F; sur la famille des droites complexes engendrées par le vecteur (1,1) et les courbes
de la famille F» sur la famille des droites engendrées par (1, —i). Dans les nouvelles co-
ordonnées, les vecteurs isotropes pour la métrique g seront en chaque point de la forme
(t,+tit), t € C. Ceci nous donnera la forme cherchée de la métrique, mais sur un voisinage
de Dorigine dans C2. Pour terminer la preuve du théoréme il faut s’assurer que I’applica-
tion ® commute avec I'involution complexe o et donc qu’elle induit un changement des
coordonnées de classe C¥ dans R2.

On construit une application ® : U — ®(U) comme suit :



Figure 2. La symétrie de F; et Fy par rapport a o.

Figure 3. L’idée de la construction de 'application .

1. L’application ® fixe I'origine dans C2.

2. ® envoie holomorphiquement la courbe 11 (0) € F; sur la droite complexe engendrée
par (1,i) et la courbe 2(0) sur celle engendrée par (1, —i). On exige de plus que ®
commute avec l'involution complexe o, ce qui est possible car F; et F» commutent
avec o.

3. Soit ¢ € U n’appartenant pas & 11 (0)U1p2(0). Les courbes 11 (q) et ¥2(q) passant par
q coupent 12(0) et ¥1(0) en deux points q; et ga respectivement. Les images ®(q1) et
®(q2) étant déja définies, on définit ®(q) comme l'intersection des droites engendrées
par les vecteurs (1,4) et (1, —i) passant par ®(q1) et ®(q2) respectivement.

On obtient une application bien définie et holomorphe sur U. De plus, grace a la
symétrie de I’équation (3) par rapport & o, notre application commute avec l'involution
complexe. La restriction 2 : R? — R? est de classe C¥ et fournit le changement des
coordonnées cherché. O

4 Cas dégénéré transverse

Nous allons maintenant modifier le raisonnement présenté dans le paragraphe précédent
afin de démontrer le Théoreme A énoncé dans 'introduction. Soit ¢ un point de dégéné-
réscence de type transverse pour une métrique analytique réelle g générique. Grace au



Corollaire 3, on peut supposer que ¢ est placé en l'origine dans le plan et que dans
un voisinage U de l'origine notre métrique ¢ est donnée par une forme quadratique
a(z,y)(dz? + ye(z,y)dy?), ott a,c € C¥, a(0,0) > 0 et ¢(0,0) > 0. Notons K = ¢(0,0)
et soit gx la métrique donnée par la forme du? + Kvdv?. On va prouver 'existence d’un
changement de coordonnées de classe C* qui envoie notre métrique g sur une métrique
conformément équivalente & gr. Par un changement de coordonnées (u,v) — (u, K 3v)
on pourra se ramener par la suite a la forme normale proposée par le Théoreme A.

Pour construire le changement de coordonnées cherché, on va étendre les deux métriques
g et gi sur un voisinage de l'origine dans C? et on va construire un difféomorphisme ho-
lomorphe ® envoyant les courbes isotropes pour g sur celles isotropes pour gg, tout en
prenant soin que ® commute avec l'involution complexe o. Ceci impliquera que ®*g soit
conformément équivalente a gx. La restriction de difféomorphisme ® a un voisinage de
l'origine dans R? fournira le changement de coordonnées désiré.

Notations. Dans ce qui suit, on travaille simultanément dans deux copies de C? cor-
respondant aux métriques g et gx. On notera z = (z,y) un point dans le domaine de
définition de la métrique g, i.e. dans un voisinage de I'origine U C C2. Par (z,y) on com-
prend les coordonnées canoniques de C2. Les notations respectives w = (u,v) € V C C?
seront employées dans le cas de la métrique modele gx. Pour éviter toute ambiguité, on
notera aussi Ciy et C2, les deux espaces complexes correspondant.

On commence par étendre les métriques g et g en deux métriques complexes définies sur
les voisinages d’origine U et V' dans Ciy et C2, respectivement. Notons I' = U N {y = 0}
et A =V N{v = 0}. On remarque qu’en tout point w € V' \ A il existe deux directions
complexes isotropes pour la métrique gx, mutuellement transverses. En tout point de la
droite complexe A on a une seule direction isotrope, transverse a cette droite. Il est facile
de voir que les courbes isotropes pour gx sont définies dans V par

(u—1t)%+ %vg =0, (4)

ou t € C est un parametre. Notons ¢; la courbe complexe donnée par (4). La famille
(¢1)tec des courbes isotropes pour gx vérifie les propriétés suivantes :

P1. Pour tout ¢t € C, la courbe ¢; coupe la droite A en un seul point (¢,0) qui constitue
son unique singularité.

P2. Etant donné un point w € V \ A il existe deux courbes ¢, et ¢y,, t1 # to, passant
par ce point, qui rencontrent A en (¢1,0) et (f2,0). Notons mx(q) = {t1,t2} cette
“projection”.

P3. Etant donné deux parametres t1 # to suffisamment proches de 'origine dans C,
I'intersection ¢, N ¢y, contient exactement trois points différents {wy, wa, w3} conte-
nus dans V.

Il est facile de voir que les coordonnées de trois points {wy,wa, w3} évoqués dans P3
sont données par

2“3 =11+ t2, 16K2U§’ = _9(t1 - t2)27 ] = 17273‘

Pour pouvoir construire une application ® conjuguant les deux familles de courbes
isotropes en question, il faut qu’on s’assure qu’elles vérifient les mémes conditions topolo-
giques.



Lemme 5 La famille de courbes isotropes pour la métrique g vérifie dans un voisinage de
Vorigine dans C? les trois propriétés analogues d P1-P3.

Preuve On remarque tout d’abord, qu’en tout point de U\I" on a deux directions isotropes
pour g, mutuellement transverses. En tout point de la droite I" elles se confondent en une
seule direction isotrope pour g, transverse a I'. Les courbes isotropes pour g sont données
dans U par I’équation différentielle

d 2
(ﬁ) + ye(z,y) = 0.

La condition ¢(0,0) # 0 implique que, dans un voisinage de l'origine, les solutions de
cette équation admettent sur la droite I' un point de rebroussement de type z? = y5.
Notons par ; la courbe isotrope pour g passant par (¢,0). La famille (¢;)iec vérifie donc
les propriétés analogues a P1-P3. 0

Etant donné un point z € U \T suffisamment proche de l'origine, il existe deux courbes
Yy, et 1y, isotropes pour g, passant par z, qui coupent I' en (¢1,0) et (t2,0) respectivement.
Notons 7w(z) = {t1,t2} la projection associée a la famille (¢;).
Les propriétés des deux familles de courbes isotropes présentées ci-dessus suggerent la
méthode de la construction de changement de coordonnées @ :
1. Dans un voisinage de l'origine, on définit ® comme identité sur la droite complexe
I ie. I's(x,0) — (z,0) € A.
2. Etant donnés deux parametres t1 # to, suffisamment proches de l'origine dans C,
il existe trois points z; € U, j = 1,2,3, et trois points w, € V, k = 1,2,3, tels
que 7(z;) = mg(wg) = {t1,t2}. On demande donc que 'application ® réalise une
bijection {z1, 29, 23} — {w1, we, w3} pour tout choix t1 # to.

Figure 5. L’idée de la construction de ’application ® dans le cas transverse.

Supposons qu’il soit possible de construire une application ® vérifiant les deux pro-
priétés ci-dessus, holomorphe dans un voisinage de l'origine dans C2. Clairement elle en-
voie les courbes isotropes pour g sur celles isotropes pour gx. De plus, comme g et ggx
proviennent de deux métriques réelles, les champs de directions isotropes correspondant
commutent avec I'involution complexe. D’apres la maniere dont on a construit ®, elle aussi
commute avec o et, restreinte & R?, définit le changement de coordonnées cherché.

Il reste a prouver le lemme suivant :

Lemme 6 Il existe un voisinage de Uorigine U C U dans C? sur lequel on peut définir un

difféomorphisme holomorphe ® : U — @(U) C C? wérifiant les trois propriétés présentées
ci-dessus.
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Preuve. Il faut qu’on montre qu’il existe une maniere canonique de définir une bijection
Vi, N Y, — Py N @y, pour tout choix ¢; # to dans un voisinage de l'origine dans C.
On va prouver qu’étant donné t; et to suffisamment proches de l'origine, dans un “petit”
voisinage de chacun des points wy, on trouve exactement un point z; correspondant, tandis
que les distances entre les points w; eux-mémes sont “grandes”.

On rappelle que les courbes isotropes pour la métrique g sont données par la forme
quadratique dz? + yc(x,y)dy?, ou ¢(0,0) = K > 0. Dans un voisinage de I'origine dans
C? la fonction ¢(x,y) admet donc une racine carrée que I'on va noter \/c(z,y) et que 1'on
représente sous la forme

Ve(z,y) = VK + zhi(z) + yha(z,y),

ou hi et ho sont holomorph?s et comr{lutent avec l'involution complexe o. Choisissons aussi
les déterminations de (—y)2 et (—v)2. La famille (¢)tcc des courbes isotropes pour g est
définie donc par ’équation différentielle suivante :

(5)
La famille (¢;)tcc correspondant a la métrique g est donnée par

du " i
b { &y = RO (6)

Soit € > 0 et U. C U un voisinage de P'origine dans C? tel que pour tout (z,y) € U, on
ait |z||h1(z)|+ ]y\%\hg(x, y)| < e. Il existe un voisinage W, de l'origine dans C, tel que pour
tout point z = (z.,y.) vérifiant w(z) = {t1,t2a} € We x We, on a ¢y, N {ly| < |y.|} C Uk,
j=1,2. Notons U. = {z € U : 7(z) € W x W.}.

Soit z € U \T et w(z) = {t1,t2}. Soit w € V le point dans un voisinage de I’origine dans
C2,, donné par les mémes coordonnées que celles du point z. On note 7y (w) = {s1,52}
sa projection associée a la famille (¢;). On calcule explicitement

s1= 1 + %E(—yz)% 83 = Ty — %ﬁ(—yz)%-
De plus, grace au fait que z € U,, les équations (5) et (6) impliquent que [t; — s1| < € et
|t — s2| < e. On peut calculer maintenant les coordonnées de trois points d’intersection
¢, Ny, des courbes de la famille correspondante a la métrique g, mais avec les parametres
correspondants & la projection associée a la métrique g. On s’apercoit qu’il existe un point

w = (awaf[}’w) € gbtl N ¢t2 tel que
~ 3 ~ o~
|Uw_$z’<5|yz|27 |Uw_yz| <5|Uw|>

ol € > 0 ne dépend que de € et tend vers 0 quand € — 0.

Soit £ > 0 petit et t1,to € W, t1 # to. Pour tout point wx = (ug,vg) € ¢y N Py,
k=1,2,3, il existe un point zx = (2, yx) € 1r, NPy, k = 1,2,3, tel que |vg — yi| < 3|vkl.
D’autre part, on sait que si k # j, alors |vx| = |vj| et |vx — v;| = V/3|vg|. Ceci implique
qu’on a une méthode canonique pour construire une bijection 1y, Ny, — ¢, N Pr, pour
tout t1 # to suffisamment proche de ’origine.

Notons U un voisinage de 'origine dans C? sur lequel il est possible d’effectuer la
construction d’un homéomorphisme ® présentée ci-dessus. Cette application vérifie les
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deux propriétés désirées. On va prouver qu’elle est aussi holomorphe. Soit z € U \ T et
notons w = P(z) son image par ®. Bien stir w ¢ A, donc il existe un voisinage V,, de w, tel
que la projection mg : V,, — mr (Vi) soit bijective. Il existe aussi un voisinage U, du point
z sur lequel la projection 7 est bijective. Quitte a restreindre U,, on peut supposer que
7(U.) C mx (V). On remarque que @ : U, — ®(U.) est donnée par & = ((7x )y, ) ‘o
et donc est holomorphe sur U,, car les deux familles de courbes, définissant les deux
projections, dépendent holomorphiquement du parametre ¢t € C. Ceci prouve que ® est
holomorphe sur U \ I". De sa continuité et bijectivité sur U, on déduit que ¢ : U — ®(U)
est un difféomorphisme bi-holomorphe. O

Ceci termine la preuve du Théoreme A.

5 Classification des godrons génériques.

On s’intéresse maintenant aux courbes isotropes pour une métrique générique dans le
voisinage d’un godron. D’apres la Proposition 1, on peut supposer que g est dégénérée
sur la droite I' = {y = 0} et qu’elle admet un godron isolé en 'origine. Comme ¢ est
analytique réelle, on I’étend en une métrique complexe définie sur un voisinage de ’origine
U dans C?. Grace au Corollaire 3, on sait que les courbes isotropes pour ¢ vérifient dans
U une équation différentielle de la forme

ala,y) + 2b(w, y) 2 + (%)2 0, (7)

ot a(z,y) = k(z)? + ya(z,y), b(z,y) = k(z) +yB(z,y), a(0,0) # 0, 5(0,0) # 0, k(0) = 0
et £'(0) # 0. En tout point de U \ T' on a encore deux directions complexes isotropes pour
g, mutuellement transverses, qui définissent deux feuilletages par courbes complexes de
U\T. En tout point de I" les deux directions se confondent en une seule direction isotrope
pour g, transverse a I' en tout point sauf en l'origine (godron isolé).

Considérons la surface S, définie par I’équation (7) dans I’espace de 1-jets de fonctions
y(x) munie de coordonnées (z,y, p), ou p correspond & dy/dz. Dans un voisinage de 'origine
dans C3, la surface Sy est donnée par

a(z,y) + 2b(z, y)p + p* = 0.

On remarque que c¢’est un cylindre parabolique “au-dessus” de U. Comme en tout point
(x,y) € U\T on a deux directions isotropes transverses, un tel point admet exactement
deux préimages par la projection 7y : Sy — U, w(z,y,p) = (z,y). Au-dessus de tout point
de la droite I' on a un seul point de la surface S;. L’ensemble W;yl(f‘) forme sur la surface
Sy une courbe I, appelée la courbe criminant, étant ensemble des points critiques de
la projection .

Sur la surface S, on a un champ de directions canoniquement défini par la métrique
g. Notamment, en tout point de Sy \ I' on considére l'intersection du plan tangent & la
surface Sy avec le plan donné par la forme de contact dz = pdy. Les courbes intégrales de
ce champ de directions sont données sur S, \ I par I’équation

(az(x,y) + 2by (2, y)p)dx + (ay(z,y) + 2by(x,y)p)dy + 2(b(z,y) + p)dp=0  (8)

et sont envoyées par la projection 7., sur les courbes isotropes pour la métrique g dans
U. Grace a cette construction, on a réussi a “séparer” nos deux familles transverses des
courbes isotropes pour g. Par tout point de S, \ I' passe une seule courbe intégrale définie

par (8).
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On remarque maintenant que dans un voisinage de 'origine dans C3, le couple (x,p)
fournit un systeme de coordonnées pour notre surface, qui peut étre donc représentée
localement sous la forme y = S(z,p), ou S est une fonction holomorphe définie dans un
voisinage de 'origine dans le plan (z,p). On peut alors considérer I’équation (8) comme
définissant un champ de directions Vj induit par la métrique g dans le plan (z,p). Il est
défini par

(a2 (2, ) + 2b, (2, y)p + ay(x, y)p + 2by(z, y)p?)dx + 2(b(z, y) + p)dp = 0, 9)

ouy = S(z,p) est considéré comme une fonction des variables et p. Les courbes intégrales
du champ Vj, sont envoyées par la projection

Tay © Moy + (2,0) = (2,5(z,p),p) = (2,5(z,p))

sur les courbes isotropes pour la métrique g dans le plan (z,y).

On prolonge notre champ V, par continuité sur la projection ’/sz(f) de la courbe
criminant. Le fait que I'origine soit un godron pour la métrique g implique, que V; admette
un point singulier en origine dans le plan (z,p), génériquement non dégénéré. On a donc
génériquement trois possibilités - une singularité de type col, nceud ou foyer. Dans chacun
de ces trois cas, les courbes intégrales du champ V, sont holomorphiquement conjuguées
aux solutions d’une équation différentielle linéaire, donnée par la partie linéaire de Vj en
Iorigine. Les courbes isotropes de la métrique g “en bas” sont topologiquement équivalentes
aux projections sur U, via la surface S, des solutions d’une équation linéaire dans le plan

(z,p).

R 2

Figure 6. Familles des courbes intégrales de I’équation linéarisée sur la surface S, dans
l'espace de 1-jets et leurs projections sur le plan (z,y) - courbes isotropes pour la métrique
g au voisinage d’'un godron générique (de type col, noceud et foyer respectivement).

Le type “col”, “nceud” ou “foyer” du godron est un invariant de changement analy-
tique de coordonnées. Notons L la partie linéaire en l'origine du champ Vj, induit par la
métrique g. Il est facile de voir que deux métriques g; et g2, conformément équivalentes
a un changement de coordonnées pres, induisent deux champs de directions Vg, et V,
qui sont conjugués par un difféomorphisme dans le plan (z,p). Ceci implique que leurs
parties linéaires sont conjuguées, d’ou un autre invariant associé a un godron : le rap-
port des valeurs propres de L. Le résultat de Davydov [5] affirme que dans le cas d’une
équation différentielle de type (2), donnée par une fonction F' de classe C*°, ce rapport
décrit entierement un godron a un changement de coordonnées de classe C*° pres.
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Il se trouve que dans le cas analytique cette description n’est pas suffisante. Etant
donné un champ de directions V avec une partie linéaire prescrite, il faut savoir encore
comment plier le plan (z,p) afin d’obtenir la surface S, pour pouvoir ensuite projeter
ses courbes intégrales sur le plan (x,y). Cette information est portée par I'involution 7,
aussi induite par la métrique g dans un voisinage de l'origine dans le plan (z,p). Elle
correspond tout simplement a I’échange sur la surface S, des couples de points admettant
la méme projection par 7,,. Plus précisément, si y = S(x,p) définit la surface Sy, alors
n(z,p) = (z, f(x,p)), ou f est la fonction vérifiant S(x,p) = S(z, f(x,p)) pour tout point
(x,p). Bien sir, 'ensemble Fiz(n,) correspond a la projection sur le plan (z,p) de la
courbe criminant T’ C Sg.

Dans ce paragraphe nous allons présenter la preuve du Théoreme B de l'introduc-
tion qui dit qu’il n’existe pas de modele canonique pour une métrique analytique réelle
générique dans un voisinage d’un godron générique. La classification des modeles conformes
des godrons génériques sera effectuée a travers la classification des couples (Vg,7,), a la
conjugaison par un difféfomorphisme pres. Avant de préciser ’espace des objets avec les-
quels on va travailler, on remarque le fait suivant :

Lemme 7 Le champ de directions Vy est ng-invariant sur la courbe Fixz(n,) et seulement
sur cette courbe.

Preuve. Il suffit de remarquer que 7z, 0 1y = Tgy. O

Maintenant on peut introduire la définition suivante :

Définition. Un couple (V,7), constitué d’un germe en I'origine dans C?> d’un champ de
directions holomorphe V et d’un germe en 'origine d’une involution 7, tous les deux com-
mutant avec I'involution complexe o : (z,p) — (Z,p), sera appelé un couple admissible
si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Le champ V admet un point singulier non dégénéré en 'origine ;

(ii) L’ensemble Fixz(n) est une courbe lisse passant par 'origine ;

(iii) Le champ V est n-invariant en un point (x,p) si et seulement si (z,p) € Fixz(n).

On montre que la classification des couples admissibles (V,7n) permet de classifier les
modeles conformes des godrons génériques.

Lemme 8 Supposons qu’on ait deux germes de métriques g, et go en lorigine dans C>
et soit (Vi,m) et (Va,m2) les couples (germe de champ de directions, germe d’involution)
associés. Les deux conditions sont équivalentes :
1. 1l existe un changement de coordonnées ® dans un voisinage de Uorigine dans C?,
tel que la métrique ®,gy1 est conformément équivalente a go.
2. Il existe un difféomorphisme U dans un voisinage de l'origine dans C? tel que Va =
UV ety = gl onoW.

Preuve. Supposons que go soit conformément équivalente a ®,g; dans un voisinage
de lorigine U C C2. Notons ® = (&1, ®,), ®19 : U — C. Soient y = Si(z,p) et
y = Sa(xz,p) les équations des deux surfaces dans 'espace de 1-jets correspondant & nos
métriques. Soit (z,p) un point dans le domaine de définition du champ V5. Pour construire
le difféfomorphisme W, on projette tout d’abord le point (x,p) sur la surface Sy et puis sur
U - on obtient un point (x,S2(z,p)). De plus, si (z,p) & Fiz(n), on a en ce point une
direction Wy(z, p), isotrope pour la métrique go, qui est 'image de la direction Va(x, p) par
cette double projection. On applique maintenant le difféomorphisme ®. Si (z,p) € Fiz(n2),
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il existe un unique point sur la surface Sy situé au-dessus du point ®(x, S2(x,p)). On prend
sa projection sur le plan (x, p) comme I'image par ¥ du point (z,p). Si (x,p) € Fiz(n2), on
a le choix entre deux points différents sur la surface S; correspondant a ®(x, So(z,p)). On
choisit celui dont la troisitme coordonnée est donnée par I'image de la direction Wa(x, p)
par la différentielle de ®. En le projetant sur le plan (z,p) on obtient I'image par ¥ de
notre point de départ.

Figure 7. La conjugaison des métriques équivaut la conjugaison des couples (V,n).

On peut exprimer ¥ sous la forme explicite suivante :

Vi(z,p) = @1(z, S2(x, p)),

_ Pou(w, Sa(x, p)) + pPoy(x, S2(z, p))
Py, (w, S2(z,p)) + pP1y(, Sa(z,p))

Par la construction méme, ’application ¥ est bijective. C’est un difféomorphisme d’un
voisinage de l'origine, privé de la courbe Fiz(n2), sur un voisinage de l'origine privé de
Fiz(n1). On en déduit que W est le difféomorphisme cherché car il est facile de vérifier que
Vo =W, V; et 2 = p-1 om0 v,

Réciproquement, supposons que les couples (Vi,m1) et (Va,n2) proviennent de deux
métriques g1 et go et qu'il existe un difféomorphisme ¥ = (¥y,¥y) qui les conjugue.
Etant donné un point (z,p) dans le domaine de définition de ¥, il lui correspond exac-
tement un point (z,Sa2(x,p)) dans le plan (z,y). De méme, on a exactement un point
(¥1(z,p), S1(V1(z,p), Ya(z,p))) correspondant & I'image par ¥ du point (x,p). On définit
P par

\I/Q(x7p)

® : (z,5(z,p)) — (Vi(z,p), S1(¥1(z,p), ¥a(z, p))).

Encore une fois par la construction méme, on voit que ® envoie les directions isotropes de
la métrique go sur celles de la métrique g1, d’ou P,g1 et go sont conformément équivalentes
dans un voisinage de 1’origine. O

On prouve maintenant qu’a tout couple admissible (V,7) il correspond une classe
conforme de métrique complexe admettant un godron en l'origine (cf. Theorem 5 de [5]).
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Lemme 9 Soit (V,n) un couple admissible. Il existe un germe de métrique compleze en
Vorigine dans C?, tel que le couple (Vy,mg) associé est conjugué par un difféomorphisme a
(V).

Preuve. Soit (V,7) un couple admissible. Par un changement holomorphe de coordonnées
on peut toujours se ramener au cas ou l'involution 7 devient I'involution classique 7 :
(z,p) — (x,—p). Dans ce cas, le champ V est vertical sur la droite complexe {p = 0}. Il
est donc engendré par un champ de vecteurs V de la forme V(z,p) = pa% + (A(z, p?) +
pB(a:,pQ))a%. On va projeter ce champ de vecteurs sur le plan (z,y), en passant par la

surface y = p? qui “commute” bien stir avec 7. Dans les coordonnées (z,y) = (z,p?) on
obtient une métrique g donnée par la forme quadratique

4(Ale,y)? — yBla,y)2)da® — 4A(x, y)dady + dy’. (10)

Clairement, elle admet un godron non dégénéré en ’origine. On peut lui associer un couple
(Vg,ng) & l’aide de la surface définie par I’équation (10). Grace & un raisonnement similaire
a celui présenté dans la preuve du lemme précédent, on prouve que le couple (V,,n,) est
conjugué a (V,n). a

On présente maintenant la preuve du résultat principal de ce travail.

Preuve du Théoreme B Notons G ’ensemble de germes de métriques analytiques réelles
admettant un godron isolé en l'origine dans le plan. On dira que deux germes g; et ga sont
équivalents s’il existe un germe en l'origine d’un difféomorphisme analytique ®, tel que
®, g1 est conformément équivalent & go. On note ce fait par g; ~ go. D’autre part, notons
A DPensemble des couples admissibles (V,7) et introduisons une relation d’équivalence =
qui dénote le fait que deux couples admissibles sont conjugués par un germe en l’origine
d’un difféomorphisme holomorphe W. Les deux derniers lemmes permettent d’identifier les
deux espaces quotients G/ et A/~. On va étudier ce deuxieme quotient afin d’effectuer
une classification des modeles conformes des godrons génériques.

Notons L, et L, les champs de directions linéaires, dépendant d’'un parametre réel,
engendrés par les champs de vecteurs

L= (5 0)(2) w nen= (17 (2)

Soit (V,n) un couple admissible. Notons p le rapport des deux valeurs propres de la partie
linéaire de V' en 'origine dans le cas d’une singularité de type col ou noeud. Egalement, soit
v le rapport entre la partie imaginaire et la partie réelle (si celle-ci est non nulle) d’une des
valeurs propres correspondantes, dans le cas ou c’est un foyer. Le théoreme de Poincaré
(cf. par exemple [2]) affirme que génériquement, i.e. quand ces valeurs propres ne sont pas
résonantes, il existe un germe de difféomorphisme holomorphe W conjuguant V avec le
modele linéaire L, ou L, corespondant. D’autre part, il existe aussi un difféomorphisme
¥, conjuguant I'involution 7 avec I'involution standard 7 : (z,p) — (z, —p). Méme si deux
champs V; et V5 possedent le méme modele linéaire et donc peuvent étre conjugués par
un difféfomorphisme, les deux involutions 7; et 12 peuvent ne pas étre compatibles avec
cette conjugaison. Le vrai probleme consiste donc a classifier en méme temps les couples
des difféomorphismes ¥, et ¥, correspondant aux couples admissibles (V7).
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(LM’ nL)

Soit (V, 1) un couple admissible générique et supposons que le modele linéaire du champ
V soit de type L,. Notons (L,,nr) un des modeles linéaires du couple (ou 7y, est définie
a la conjugaison avec un difféomorphisme préservant L pres) et (V;,7) un de ses modeles
correspondant & la normalisation de I'involution (ou le champ de directions V; est défini
a la conjugaison par un difféomorphisme préservant 7 pres). On va classifier les couples
(U, U,) introduits ci-dessus en classifiant les diffSomorphismes h = ¥y, o -1 conjuguant
un modele d’involution a un modele linéaire correspondant a un couple admissible.

Représentons h sous la forme suivante :

h(z,p) = (h1(z,p), ha(z,p)) = (A(z,p*) + pB(z,p*), C(z,p*) + pD(x,p?)).

Comme on a déja remarqué, le difféomorphisme h n’est pas unique. On peut le conjuguer
par un difffomorphisme préservant 7 a la source et par un difféomorphisme préservant
L, a larrivée. Il est facile de voir, que dans le cas ot p € R\ Q, donc dans le cas
générique, les seuls difféomorphismes préservant le champ linéaire L, sont ceux de la forme
diagonale (z,p) — (ax, Bp). D’autre part, tout difféomorphisme préservant I'involution
est clairement de la forme g(x,p) = (g1(z, p?), pg2(z, p?)). Etant donné un difféomorphisme
h, en le conjuguant a la source par un difféomorphisme g bien choisi, on peut “tuer” la
partie paire en p de hj et la partie impaire en p de ha. Ceci nous permet de nous ramener
au cas ol

h($7p) = x—’_ Z bn7mxnp2m+17 Z Cn,mxnp2m+p bl (11)

n,m>0 n,m>0

ol bym,Cnm € R, n,m € N. Cette forme de difféomorphisme h est unique dans la classe
d’équivalence du couple (V, 7). Réciproquement, pour quun difféomorphisme de la forme
(11) définisse une classe d’équivalence dans A, il faut que h.L, soit 7-invariant sur la
droite {p = 0}. On reécrit cette condition sous la forme Dh|(I70)(%) = AL, (h(x,0)), ou
A # 0. Ceci implique que h doit vérifier

1 Z bpox" Z cnor” | = . (12)

n>0 n>0

On a prouvé que tout difféomorphisme h de la forme (11), vérifiant la condition (12),
code une classe d’équivalence dans A/~, qui correspond elle-méme & un modele conforme
d’un godron de type col ou nceud générique. La preuve dans le cas d’un godron-foyer est
analogue. Ceci finit la preuve du Théoreme. O

Remarque. Il n’est pas difficile d’obtenir une métrique mixte représentant chacune des
classes d’équivalence données dans la preuve du Théoreme B. Une telle classe est codée par
un nombre irrationnel p (ou v §'il s’agit d’'un godron de type topologique ”foyer”) et un
difféomorphisme h vérifiant (11) et (12). On considere le champ linéaire L,, correspondant
et sont ”"pull-back” V' par difféomorphisme h. Le couple (V,7) réalise donc notre classe
d’équivalence dans le plan (x, p). Maintenant on procéde comme dans la preuve du Lemme
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9. On projette le champ V & I’aide de la surface y = p? afin d’obtenir une métrique g dans
un voisinage de l'origine dans le plan (x,y) qui peut étre considérée comme modele du
godron codé par le couple (u, h).
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