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1 Introduction

1.1. Soit V' un espace vectoriel symplectique sur C, dimc V' = 2[, et soit G un sous-groupe fini de
Sp(V). Posons S = C[V]. L’algebre des fonctions régulieres invariantes S hérite naturellement d'une
structure d’algébre de Poisson induite et munit ainsi la variété quotient X = V/G d’une structure de
variété de Poisson. On peut alors considérer la déformation non commutative de X définie par 'algebre
des invariants 4;(C)%, ott 4;(C) désigne I’algebre de Weyl de rang I. Tl existe une littérature récente abon-
dante sur I’étude des désingularisations (symplectiques) de X, le calcul des (co)homologies équivariantes
de X et les algebres de réflexions symplectiques qui en fournissent les déformations les plus riches (voir

[AF0d, EGO2, Fu0d, BGO)).

1.2. 1l existe deux familles particulieres d’exemples de la situation décrite en 1.1. La premiere consiste
A commencer avec un sous-groupe fini I' de SL(2,C), & considérer V = (C?)", n € N*, et & prendre pour
G le produit en couronne de I' par S,,, produit semi-direct de I'" par le groupe symétrique S,,. Comme
cas particulier, nous avons ici les surfaces dites de Klein, Xr = C?/T", pour I" de type A,,, Dy, Eg 7.5 La
deuxieme famille consiste & commencer avec une algebre de Lie simple g, une sous-algebre de Cartan b,
considérer V = h @ h* et prendre pour G le groupe de Weyl W avec I’action diagonale.

1.3. Conformément a l’esprit des déformations algébriques, la question standard consiste a comparer
la (co)homologie de Poisson de X & la (co)homologie de Hochschild de A;(C)“. Le théoreme 6.1 de
[AFLS00) donne le calcul complet de la (co)homologie de Hochschild de 4;(C)€. Si aj, désigne le nombre
de classes de conjugaison de G agissant dans la représentation V' avec un sous-espace de points fixes de
dimension k, 0 < k < 2I, alors, dimc H Hy(A;(C)%) = a. Curieusement, le calcul de la (co)homologie de
Poisson de X se révele bien plus compliqué : cela est dii au fait qu’en ce qui concerne A;(C)%, on dispose
d’une équivalence de Morita qui rameéne les calculs & ceux relatifs au produit croisé A;(C)) # G qui se
préte beaucoup mieux aux calculs (co)homologiques. Pour le calcul de la (co)homologie de Poisson, nous
n’avons actuellement que la méthode directe.

1.4. Dans la généralité du paragraphe 1.1, on démontre dans [B 4] que HPy(X) est de dimension
finie. Le but de cette note est de présenter le calcul du groupe d’homologie de Poisson de X en degré
zéro, HPy(X), dans différents cas o HPy(X) a méme dimension que H Hy(A4;(C)%). Cette coincidence
de dimensions peut étre interprétée comme étant le reflet d’une bonne déformation, comme c’est le cas
pour les surfaces de Klein ([]) Pour les trois exemples en rang 2 de la deuxieme famille, on trouve
ainsi :

Théoréme. Avec les notations précédentes, on a 1’égalité :
dime HPy(h & b* /W) = dime HHy (4,(C)")

et cette dimension commune vaut 1 en type Az, 2 en type Bs et 3 en type Ga.
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La méthode est la suivante : dans les différents cas étudiés, la composante homogene de degré 2 de
C[V]%, munie du crochet de Poisson, est une algébre de Lie que nous noterons g, agissant sur C[V]“
de maniere semi-simple. De plus, les composantes isotypiques non triviales de C[V]% sous ’action de g
sont inclus dans {g, C[V]“}; par suite, le calcul de H Py(X) se restreint & calculer la composante isotyp-
ique triviale de C[V]“ et son intersection avec {C[V]¥, C[V]¥}. Dans les exemples de la deuxieme partie
(groupes cycliques) et de la derniére partie (sous-groupes de (Z/37)"), I'algébre de Lie g est abélienne.
Dans les exemples de la troisieme partie (groupes de Weyl de rang 2), il s’agit de s[(2). Dans les exemples
de la cinquiéme partie (sous-groupes de (Z/2Z)"), il s’agit de s[(2)®".

1.5. Le papier s’organise de la maniere suivante : nous considérons d’abord une famille d’exemples
simples, puis nous continuons en effectuant une étude commune des trois groupes de Weyl de rang 2
en présentant les détails d’un calcul basé essentiellement sur le pléthysme des représentations de sl(2);
nous poursuivons par une remarque-question sur le fait que I'idéal dérivé de Poisson de C[X], algebre
de fonctions régulieres sur la variété quotient affine X, est également un idéal associatif. A notre con-
naissance, les premiers exemples ou cela ne se produit pas sont les cas Bs et G2. Nous donnons ensuite
une présentation de ces trois algebres d’invariants. La partie suivante expose une famille d’exemples pour
lesquels ces deux dimensions different. Nous terminons par ’étude d’une famille d’exemples qui montrent
que la différence des deux dimensions considérées dans le théoréeme principal peut étre arbitrairement
grande.

Remerciements. Le premier auteur tient a remercier Y. Berest, D. Farkas, B. Fu et T. Lambre pour
des conversations fructueuses a ’origine de ce travail.

2 Une famille d’exemples simples

2.1. Soit n > 2 et soit G = C,, = (o) le groupe cyclique d’ordre n, agissant sur C? par le caractére
¢ = e/ et donc sur V = C? @ (C?)*. Soit S = S(V) lalgebre symétrique de V', A I'algébre de Weyl
As(C), avec pour coordonnées respectives x1, T2, y1, Y2 €t p1, P2, ¢1, g2. L'action de G sur S et A est
alors donnée par :

| Z1 | X2 | Y1 | Y2
o] Cor | Caa [ yn | ¢ e

ot | P1 | P2 I q1 | q2

oo | Cp2 | [ (" e

On note S¢ et A les algebres d’invariants respectives. Par la structure symplectique standard, S est
une algebre de Poisson et G agit sur S par automorphismes de Poisson, ce qui implique que S¢ est une
sous-algebre de Poisson de S. Autrement dit, S& est une algebre de Poisson commutative et peut étre
considérée comme l'algebre des fonctions régulieres sur une variété de Poisson algébrique affine.

2.2. D’autre part, S est (en tant qu’algebre de Poisson) graduée par le degré total, le crochet de Poisson
étant homogene de degré —2. Comme G agit de maniere homogene sur S, S¢ est une sous-algebre de
Poisson graduée de S. On note S%(n) sa composante homogene de degré n. En particulier, S¢(2) munie
du crochet de Poisson est une algebre de Lie et Iidentité de Jacobi implique que S est un S¢(2)-module.
Remarquons que z1y; et xoy» appartiennent & S¢(2) et que g = Vect(x1y1, T2y2) est une sous-algebre
de Lie abélienne de S%(2). Par suite, S& est un g-module. Pour tout (o, as, 81, B2) € N*

{zoyn, a0y 2825t = (B — an)a g a7 yl?,

{zoy, 2Py 28295t = (B — an)a Py 257 yl?,

donc S est une somme directe de g-modules de dimension 1 : g agit de maniére semi-simple sur S.
Décomposons S en composantes isotypiques :

S= P Sup
(i,5)€Z2
avec :

Say = 1X eS8/ {my, X} =1iX, {xay2, X} = j X}

o1, B, .az, B2

= Vect(x1 Y1 Ty Yy /51 —a1 =1, o — g Zj)-



De plus, pour tous (i,7), (k1) € Z2, S5 Stk € Stitr,i+1) €t {8650, St} € Stith,j1) : S est ainsi
Z-graduée en tant qu’algebre de Poisson.

2.3. Décrivons maintenant SC :
Proposition 1 i) Pour tout (i,j) € Z2, posons Sg,j) =5n Si,j)- Alors SC = @ S(C;j).
(i,9)€22
ii) Si i+ j £0[n], alors S(”) =0.
i) Si i+ j = 0[n], alors S(ij) = S3.j)-
iv) S(%,o) = Clt1, ta], avec t; = x1y1 et ta = Zays.
v) SC est engendrée par t1 = xiy1, ta = T2y, a, yy, o, yy, 2fay T (1 < a < n—1), yPys ™
1<a<n—1), 21y2 et xay1.

Preuve. i) Comme g C S, S est un sous-g-module de S et donc se décompose selon les composantes
isotypiques de S, d’ou le premier point.
ii) et iii) Pour tout (o, s, 81, F2) € N4, Ux?lyflx32y§2 = Cal*ﬁﬁo‘z’ﬁ?z?lylﬁlx?y%. Par suite :

S¢ = Vect(z?lyflzgzy§2 /a1 — P14 as — B2 =0[n]).

Les points i) et #ii) s’en déduisent immédiatement.
iv) On a :

S(C(;),o) = Vect (x?lyflzgzygz /1 —a1 =02 —as= 0) = Vect (tf“tg‘2 / (a1, a2) € NQ) = Clt1, ta].

v) Notons S’ la sous-algebre de S engendrée par les éléments décrits dans ’énoncé de la proposition.
De maniere immédiate, ces générateurs proposés sont dans S, donc S’ C S¢.

Soit X = xflyflxg‘ZyQ , avec a1 — 1 + ag — B2 = 0[n]. Suivant les valeurs de ay, 31 et de ag, (2, on
peut alors écrire X sous 'une des formes suivantes :

X = tYlt;“:E?lxg ou X = t]'t)%x " y§2 ou X = tYltfylﬁle ou X = t;“tgzyflyﬁ?

En effectuant une division euclidienne par n, on peut écrire X sous 'une des formes suivantes :

X = P () (xh)%2 2] x2 ,0< a0 <n
ouX = 't (a})" (y5) ey yg L0<of, B <n
ou X = 3 u0)" (@h) ) y 962 , 0< 57,05 <n
ou X = PN W) v, 0 < BYL 85 <.
Dans le premier cas, on a of + o = 0[n] et donc of + o = 0 ou n. Par suite, soit X est de la

forme ]*3 (7)% (25)%2, soit X est de la forme ] 32 (x7)% (25 )% (x?l zy 1 ) avec 0 < of < n. Donc

X € 8. De méme, dans le quatrieme cas, Soit X est de la forme 73> (y2)% (y5)%2, soit X est de la forme
1 b2 W 2

432 (Y1) (y5)°2 (yfl . ﬁl) avec 0 < 3Y < n, donc X € §'.

Dans le deuxieéme cas, on a of — 34 = 0[n], donc o = B4 et X s’écrit :

"

X =113 (27) (y3)" (w192) ™

Par suite, X € S’. De méme, dans le troisitme cas, on montre que X € S et donc S¢ = 5. O

2.4. Soit M un sous-g-module simple non trivial de S¢. Alors g.M est un sous-module non nul de M,
donc est égal & M. Par suite, M = g.M = {g, M} C {S% S}. Donc les composantes isotypiques non
triviales de S¢ sont incluses dans {S¢, S}. On en déduit :

G G QG
D s6) < 595
(:9)€Z2 - {(0,0)}

S = 5§ +{999,

SG

(0,0)
HPy (8% = :
SG.0) N 159,59}

Nous pouvons maintenant montrer que H Py(S%) est de dimension n — 1.



Théoréme 2 On a l'galit dime HPy(S%) =n — 1.

Preuve. Utilisons 'identité générale suivante, valable pour toute algebre de Poisson, et qui est une
application directe de 'identité de Leibniz :

{ab,c} = {a,bc} + {b, ca}.
En utilisant cette identité autant que nécessaire et le point v) de la proposition :

{SG,SG} = {tl,SG}+{t2,SG}+{$1y2,SG}+{$2y1,SG}
+{af, S} + {7, SO} + {25, 5% + {y5, 57}

n—1
+> ({afan o, 89 + (s, S9Y) .
a=1

Par homogénéité du crochet de Poisson :

{59,859 N 5G o) = {11,500} + {t2, SGoy} + {192, 5G 1y} + {2y, SE1 1y}
+Hat', SG oy} {u1 Sy} + {25, 56 Y + {5, SG oy}

n—1
+ 3 ({5257 G nma} + (515 S 0}
a=1
= {t1, 58,0)} + {t2, 58,0)} + {2192, Sﬁ,fl)} + {z2y1, 5(611,1)}

+ Z ({z?zg—a7 S(Ga,n—a)} + {y?y;}_a7 S(G—a,oz—n)}) :
a=0

S(0,0) = C[t1,t2] étant la composante isotypique triviale de S¢, {t1, S(% 0)} = {ta, S(% 0)} = (0). D’autre
part,

Sgﬁl) = Vect(x?lylﬁlxgzygz /B1—a1 =1, B2 —az=—1)
= Vect(t?ltgzylzg / a1, P2 € N)
= y122C[tq, to].
Calculons :
{192, 1217157} = (14 @)t 1527 — (14 ag)t* 52
Par suite :

{z1y2,SG 1y} = Veet (14 )8 1527 — (1 + ao)t?* 7145 Jan, a0 € N).

Un calcul semblable montre que {z2y1, S(Ci1,1)} = {z1y2, Sﬁﬁl)}.
Fixons 0 < a < n.

S(C;,nfa) = Vect (xf“yflxgzygz /Bi—a1=q, fa—as=n— a)
= Vect (t?ltgzyf‘yg_a /a1,a0 € N)
= yiys “Clt1,t2].
Calculons :
{20 yPyn 10 52} = ala + ag )¢ Dot 4 (n —a)(n — o+ ag)ty T e,
En particulier, pour a =0 et a =n :
{z5, y5t3115° ) = nn + ag)tf ity o2, {27, Y5152 = n(n+ ax)ty 1 52,
Par suite,

{xly% Sg,—l)} + {ZL'le, S(G—l,l)} + Z{Z‘?Z‘g_a, S(Ga,n—a)}

a=0

= Vect (14 a5 52T — (1 + ao)t P 7152 Jar, ap € N) + 77 Clty, ta] + t5~'Clt, ta).



On obtient un résultat semblable pour {yys ~*, S’(G_a a—n)}-
On a donc :
{S9, 991N SG o
=V aypoz+1 aj+1 a0 n—1 n—1
= Vect (14 ap)tf 5> — (14 a2)t$ 7152 Jar, a0 € N) + 77 C[ty, ta] + t5 ' Clt1, to]
= Vect (14 a5 524 — (1 + ao)t P T52 Jag + a2 <n— 1) + Vect (£7't52 /o + a2 > n—1).

Une base de S(%yo)/{SG,SG} N S(%,o) est donc donnée par (@, . ,t?”), d’on S(%yo)/{SG,SG} N S(%,o)

est de dimension n — 1. O
2.5. Remarques.
i) a) Sin =2, {99 S} est I'idéal d’augmentation de S¢.
b) Sin =3, 5870)/{SG,SG} N 8’80) est Vect(ty — ta2) + Vect (17752 / a1 + ag > n— 1) et est donc
l’idéal de S(% o) engendré par ¢; —ta, 12,2 et tita.
¢) Sin >4, t; —ts € {SY 99} 08’80) et (t; —ta)ta ¢ {S%, 891N S(%’O), donc {S%, S} n’est pas un
idéal de SC.
i) Sin > 3, alors S%(2) = g. Si n = 2, alors S%(2) = S(2) est isomorphe & s[(2) @ s[(2). On peut alors
en déduire une preuve plus rapide du théorémeﬂ en utilisant la composante isotypique triviale de
SY sous l'action de 5[(2) @ sl(2) plutdt que Vaction de g. En effet, cette composante isotypique

Sﬁ(2)$5[(2) vérifie :
St@eae S Ker({af, })n Ker({a3,.}) N Ker({y7,.}) N Ker({y3,.})
0 0 0 0
C Ker <x16—y1) N Ker <x26—y2>ﬂK67’ (yla—xl>ﬁKeT <y28_x2)
C  Clz1, 22, y2) N Clz1, x2, y1] N Claa, Y1, y2] N Clay, Y1, Yo
c C,
donc Sg@)@sm) = C. Par suite, S¢ = C+ {S%, S} et on vérifie aisément que CN{SF, %} = (0).

3 Méthode utilisée pour les trois groupes de Weyl de rang 2

3.1. Nous montrerons par la suite que, dans le cas des groupes As, Bs et Ga, les hypotheses suivantes
sont vérifiées :

Hypotheses

a) S = S(V), avec V de dimension 4, graduée avec les éléments de V' homogenes de degré 1. La com-
posante homogene de degré n de S est notée S(n). De plus, S est munie d'un crochet de Poisson
{—, —} homogene de degré —2.

b) G est un groupe fini agissant par automorphismes de Poisson homogenes de degré 0 sur S. On note
S Tensemble des éléments de S invariants sous 'action de G'; c’est une sous-algebre de Poisson
graduée de S.

¢) Tl existe trois éléments non nuls de S¥(2) notés E, F, H vérifiant :
(E,F) = H, (H,E} = 2E, (H,F} = 2F

Autrement dit, Vect(E, F, H) muni de {—, —} est une algebre de Lie isomorphe & s[(2). Alors s[(2)
agit sur S de la maniére suivante : pour tous P € S, X € sl(2),

X.P={X,P}.

Cette action est homogene de degré 0. Par suite, pour tout n € N, S(n) est somme directe d’espaces
de poids :

S(n) = @ S(n)i,

ou S(n); ={P € S(n)/ HP=1iP}.



d) S(1) se décompose en deux sous-espaces de poids S(1); et S(1)_1, tous deux de dimension 2.

3.2. Notations. Soit M un sl(2)-module. On note M) sa composante isotypique triviale :
My ={P €M /VX €sl(2), X.P=0}.

Dans le cas de S, comme FE, F' et H sont G-invariants, action de s[(2) et Paction de G commutent et
donc :
(SG>51(2) = (55[(2))G-

Nous noterons par la suite Sg@) cette sous-algebre de Poisson.
3.3. Soit M un sous-sl(2)-module simple de S¢. Si M n’est pas trivial, alors s[(2).M est un sous-

module non nul de M, donc est égal & M. Par suite, M C {S%, S¥}. Les composantes isotypiques non
triviales de S¢ sont donc incluses dans {S%, S“} et par suite :

S¢ = Shwe +159,5%,
Sic2

HPy(S%) = o) .

{86,551 5%,

Nous nous intéressons donc maintenant a Sg@) et a {SY, 5% N 52(2).
Proposition 3 i) L’espace vectoriel Sqi(2)(2) est de dimension 1. On notera D un générateur fizé de
cet espace.
ii) La sous-algebre Sy est engendrée par D.
iti) Il existe N € N*, tel que Sg@) soit la sous-algébre de S engendrée par DV

Lemme 4 Les applications m: S®@ S — S et {—,—}: S® S — S, respectivement données par le
produit et le crochet de Poisson de S, sont des morphismes de s[(2)-modules.

Preuve. Soient X € sl(2), P,Q € S.

mX.(PeQ) = mXPQ+P®X.Q)
= {X,P}Q+ P{X,Q}
= {X,PQ}
= Xm(P®Q),
{X.(P2Q)} = {(XPQ+P®X.Q}
= {X,P},Q}+{P{X,Q}}
= {XArQ}}
= XA{P®Q}
(On a utilisé 1’égalité de Jacobi pour 'avant derniére égalité). Donc m et {—, —} sont des morphismes de

5[(2)-modules. O

Preuve de la proposition E Graduons S sur N? en mettant les éléments de S(1); homogenes
de degré (1,0) et les éléments de S(1)_; homogenes de degré (0,1). On note S(i,j) les composantes
homogenes de S pour cette graduation. Alors la série formelle de Poincaré-Hilbert ®(z,y) de S est :

B(o.) = S dime 8(0.5) '’ = (1 ) (ﬁ) =3+ )G+ Dty

.3 ]

Comme m est un morphisme de s[(2)-modules, m est homogene pour le poids et le degré. Autrement
dit, pour tous i, j € Z, m,n,j € N, S(m);S(n); C S(m+n);y;. D’autre part, on remarque que S(1,0) =
S(1); et S(0,1) = S(1)—1. Comme S est engendrée par S(1) = S(1,0) ® S(0,1), si,j € N :

S(i,5) = 5(1,0)'5(0,1) = S()iS1)7y € S(i +7)i-;-

On en déduit :

Smr= @ SGJ). (1)



On note x,, le caractére du sl(2)-module S(n) :
Xn(q) = Z dime S(n)i, ¢~.
kEZ

On pose alors :

X(@,h) = xn(@h™ =Y dime S(n) h"q".
n=0 n,k

Par ([l) :

x(@.h) = > dimc S(n)ih"q"
k€Z,nEN

= > > dime S(i, j)h"¢*
kE€Z,nEN i+j=n,i—j=k
= D dimc S(i,)h" g
i,jEN
R\
= Y dimc S(i, j)(hg)" (—)
i,jEN 4
= ®(hq,h/q)
- Z(i +1)(j + )R,
2%
Comme la dimension de S(n)s(2) est la différence du terme constant et du terme en ¢? de xn, cherchons
ces deux coefficients. Il faut donc prendre :

1. Pour le terme constant de y,, :

n
i+j = n =y
n
1—3 = 0, -
J 2
2. Pour le terme en ¢? de y,, :
, n
itj = n 0= 5+l
n
i—7 = 2, j o= ——1

2 )

Par suite, si n est impair, ces deux coefficients sont nuls et donc S(n)g2) = (0). Si n = 2[ est pair, le
terme constant est (I + 1)% et le terme en ¢? est I(I + 2), donc :

dime S(n)si2y = 1+ 1)* = 1(1+2) = 1.

En particulier, S(2)s((2) est de dimension 1, ce qui implique le premier point. Comme m est un morphisme
de s[(2)-modules, pour tout I € N, D! est un élément non nul de S(2l)s1(2y et donc forme une base de
S(Ql)s[(g) Par Suite, SSI(Q) = (C[D]

Comme G agit de maniere homogene sur Sg((2) et que Ss(2)(2) est de dimension 1, il existe un unique
caractere k de G tel que pour tout o € G, 0.D = k(0)D. Comme Sg@) est une sous-algebre graduée de
Ssi(2)

SSwy = Vect(D* Vo € G, 0.DF = D)
= Vect(D* /Yo € G, k(o)F =1)
= Vect(D* /¥ =1)
= Vect(D* Jo(k) | k).

D
D

(Comme G est fini, son groupe de caracteres est fini et donc o(k) est fini). Posons N = o(k). Alors
Ssi(2) = Vect(D* / N | k) = K[D"]. O



3.4. Par homogénéité, les composantes homogenes de Sg(2) étant nulles ou de dimension 1,
{99,859 N 8G9 = Vect (DM ) DM € {59, 59Y) .

Décrivons maintenant un procédé permettant de construire des éléments de {S¢, 5S¢} N S 5[(2 :

Proposition 5 Soit P € S un vecteur de plus haut poids 3 homogéne de degré oy et Q € S¢ un
vecteur de plus haut poids B homogéne de degré as. On pose o = (a1 +aa —2)/2, qu’on supposera entier.
On définit par récurrence surt :

pB) — P, p(B—2i) _ {F’P(ﬁ—2i+2)},

Q(ﬁ) =Q, Q(ﬁ*%) = {F, Q(ﬁ72i+2)}_
Alors il existe deuz scalaires A, € C tels que pour tout k € N,

B
Z(—l)i{P(ﬁ_Qi), Q—(B—%)Dk} =+ ku)Da-i-k.
=0

En particulier, si N | a +k, (A + ku)D*t* € {S¢ @ S9} N 55[(2)

Preuve.
Montrons d’abord que I’élément suivant est dans (S ® S)s((2)

B
P = Z(_l)ip(ﬁ—%) ® Q™82

=0

Comme P et @ sont des vecteurs de plus haut poids 3, pour tout i, P®=29 et Q(¥=2%) sont des vecteurs
de poids  — 2i et {F, P} = {F,Q(-#} = 0. On a donc :

B
op = Z( 1){H, PP~=20} g Q~(#=2) +Z 1)/PP=2) @ {H,Q~ P21}
i=0 i=0
= Z(_Dl(g _ Qi)P(ﬁ—Ql) @ QA2 _ Z(_l)zw _ Qi)p(ﬁ—%) ® Q~(#-2)
i=0 i=0
B
FpP = Z( ){Fpﬂ 21)}®Q (B— 21)+Z ﬂ 2z)®{FQ (B— 21)}
=0 =0

_ ( 1)P(B 212®Q (B—2i) +Z P(ﬁ 24) ®Q (B—2i+2)

[

<.
(=)

)

donc P est un vecteur de plus bas poids 0, donc est un élément de (S ® S)g((2). Par suite, pour tout
keN,P@DFe (S®S5®58)a)-

Comme m et {—, —} sont des morphismes de s[(2)-modules, {—, —} o (Id ® m)(P ® D¥) € Sg;(2). Par
homogénéité, il s’agit d’un élément homogene de degré oy + as + 2k — 2 = 2(a+ k), donc il existe A, € C,
{—,—=}o(Id®m)(P ® D¥) = A\, D®**. En particulier, posons A = ).

De la méme maniere, D ® P € (S ® S ® 5)s((2), homogene de degré 2a + 4, donc en appliquant
mo ({—,—} ®Id), il existe u € C,

B
Y (YD, PEENQTI) = —ppett,

=0



D’autre part,

B
[~ —YoUdem)(Po DY) = Y (-1){PU2),Q 2Dk
=0

B
= S (-1){PE2 @) pE

1=0
+ 3 (~1)'{PB-20, DprQ—(5-20 ph-1
1=0

—_ )\DaDk+kMDa+1Dk71
(A + kp)DFF,
donc Ay = A+ ku. O

3.5. Remarques.

1) Les scalaires A\ et p sont déterminés par :

B
D (FHPET Q2 = ADe,
=0
B
Z(il)i{P(ﬂfm),D}Qf(ﬁfﬂ) _ ﬂDaJrl.
1=0

ii) On peut éventuellement prendre P = Q.
ii) Pour k = 0, I'élément > (—1){ P#=20) Q=(F=2)1 peut étre représenté a I'aide d’arbres de la maniere
suivante, en utilisant anti-symétrie de {—, —} :

P F F F F Q P F F F F Q P F F F F Q
& +\s +\<</ B
B V+ W

3.6. Nous avons donc un procédé permettant de montrer que certains D* appartiennent & {SY, S¢}.
Donnons maintenant un critére permettant de montrer que D* ¢ {S¢ S¢}

Proposition 6 Soit k € N. On suppose que :

k+1
<ZSG(2k+2—i)®SG(i)> =0.
s1(2)

=0

Alors DF ¢ {S¢, S9}.

Preuve. Supposons D¥ € {S% SY}. Comme {—,—} est un morphisme de s[(2)-modules, {—, —}
envoie les composantes isotypiques de S¢ @ S¢ sur les composantes isotypiques de S correspondantes,
donc D* possede un antécédent dans (S¢ ® SG)s[(Q). Par homogénéité, il possede alors un antécédent
dans (S¢ ® S’G)B[(Q)(Qk + 2). Par antisymétrie de {—, —}, il possede un antécédent dans :

k+1 k+1
> (89(2k +2— 1) ® S(i))ai(2) = (Z SC2k+2—i)® SG(i)> .
s0(2)

i=0 =0

Donc I'image par {—, —} de ce sous-espace de S¢ ® S est non nulle. O



4 Calculs pour B,

4.1. Fixons tout d’abord les notations. Soit S = C[xz1, x2, y1,y=2], muni du crochet de Poisson donné
par :
{*, *} T1 | Y1 | T2 | Y2
T1 0 1 010
Y1 —-110| 0|0
T 01010 1
Y2 0]0|-1]0

Le groupe G = By = (£1)? x Sy agit par automorphismes de Poisson homogenes sur I'algebre S de
la maniere suivante :
T1 Y1 T2 Y2
(e,€',id) | ex1 | eyr | €xa | €'ya
(e,¢/,(12)) | €xa | €ya | ex1 | eyn

Lemme 7 Considérons les éléments de S suivants :

i + 23 P Vit

5 5 H = — (2191 + T2y2).

FE =

Alors (E, F, H) vérifie ’hypothése c).

Preuve. Calculs directs. O
Les éléments F, F' et H agissent par dérivation sur S. Donnons leur action sur les générateurs :

T U1 €2 Y2
E 0 X1 0 i)
Flyi] 0 |y2] O
H |z | =y | 22| =y

Par suite, 'action de E, F' et H est donnée par :

9]
E, -} = — —_
{ ) } xlayl +$28y27
0 9]
F -} = — —_
{ ? } ylaxl +y28x27
0] 0 0] 0]
H -} = 21— + T — y1—— — Yo
{H, -} T g + T2 9 Y1 o Y2 90

On a donc S(1); = Vect(xy,z2) et S(1)_1 = Vect(y1,y2), donc hypothese d) est satisfaite.

4.2. On considere ’élément suivant de S :

Tl T2
Y1 Y2

D= = T1Y2 — Y1T2.

Alors {E,D} = {F,D} = {H, D} = 0. D’aprés la proposition [}, S(2) = C[D]. De plus,
(€1,€2,0).D = €1€26(0) D,
donc, avec les notations de la proposition E, N =2et Sf[é) = C[D?.
4.3. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 8 On a l'égalité dime HPy(SP?) = 2.

Preuve. On considére les éléments suivants :

4 4
P = xl +.Z'2,

Q

4 4 3 2 2.3
T1T2Y2 + T1Y1T5 — TIY1T5 — T1TRY2.

Alors P,Q € SP2. De plus :
{E,P} =0, {H, P} = 4P, {E,Q} =0, {H,Q} =4Q.

10



Donc P est un vecteur de plus haut poids 4 homogene de degré 4 et @ est un vecteur de plus haut poids
4 homogene de degré 6. Appliquons la proposition E Par un calcul direct, on trouve :

4
S (=D)HPE QY = (—48 x 6)D*,
=0
4
D (=)HPYT DIQTIT = (—48)D°.
1=0

Donc pour tout k € N, —48(6 + 2k)D**2F ¢ {§B2 §B2} Autrement dit, pour tout [ pair supérieur ou
égal & 4, D' € {§B2 §B2},

Reste a étudier le cas de 1 et D?. Comme dans le paragraphe E, graduons S sur N? en mettant z;
et xo en degré (1,0) et y; et yo en degré (0,1). Soient S(i,j) les composantes homogeénes pour cette
graduation. On pose :

O(x,y) = Y dime §72(i, j) 2'y’.
,J

Posons H = (£1)2 et K = S3. Comme By = H x K, SP2 = (S#)K_ Une base de S¥ est donnée
par les monomes x?lyf1$g2y§2, a1, /1 ayant la méme parité, oo, B2 ayant la méme parité. Soit &; ; le

caractere du Se-module SH (i, j) et posons :
{(z,y) = Zgi,jxiyj-
,J

Comme le groupe Sy agit par permutation sur les mondmes, &; j(o) est le nombre de mondémes de S de
degré (i, j) fixés par o. En conséquence :

a) Pour o = id, les mondmes fixés par id sont les monoémes xflylﬁlxgu y§2, a1, (1 ayant la méme parité,

a2, 2 ayant la méme parité. Donc £(id) est la série de Poincaré-Hilbert de I’algebre N2-graduée
(C[:C%ay%axlylanyQ] : ,
. 1+a2y
D= —— "
i~ (=)

b) Pour o = (12), les monomes fixés par (12) sont les monoémes (z172)%(y1y2)?, a, 3 ayant la méme parité.
Donc £((12)) est la série de Poincaré-Hilbert de I'algebre N2-graduée C[(z122)?, (y192)?, 21y172Y2]

B 1+ 2292
£(12) =
Par suite, comme dimc (S (i, 7)) = §i,5(id) +2§i,j((12)) :
(z,y) = (id) +6((12)) 14wy +22%y% +ay® + 2%y + 2%y° + a'y!
! ? L +27)(1 2P +2P A+ )1 -y A +y)?

On note y,, le caractere du sl(2)-module SP2(n). On pose alors :
X(@.h) = xn(@h™ =Y dime $% (n)), h"q".
n=0 n,k

De maniere semblable a la preuve de la proposition E :

q% + h2¢% + htq* + 2h%q% + h*q® + hOq® + K¢S
(h2q* + 1)(h? + ¢?)(hg +1)*(q¢ — h)?(h + q)?(hg — 1)*

En développant cette fraction rationnelle en série relativement a h :

x(q,h) = ®(hg,h/q) =

xolg) = 1,

x2(q) = +1+q72,

xa(@) = 2¢"+2¢°+3+42¢ % +2¢7",

xe(q) = 2¢°+3¢* +4¢® +4+4¢ 2+ 3¢ +2¢7C.
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(Notons que S (n) = (0) si n est impair, donc S52(n) = 0 si n est impair).

Appliquons la proposition | pour k = 0. Le caractere de $P2(2) @ SP2(0) 4+ 5P2(1) @ SP2(1) est x2(q),
donc (5P2(2) @ SP2(0) + P2 (1) ® SBQ(l))s[(Q) = (0), donc 1 ¢ {SB2 §B=},

Appliquons la proposition f] pour & = 2. Le caractere de SP2(6) @ SP2(0) + 572 (5) @ SP2(1) + SP2 (4) ®
SB2(2) 4+ §52(3) ® SB2(3) est :

x6(q) + xa(@)x2(q) = 4¢° + 7¢* + 11> + 11+ 11¢ > + 7¢~* + 4¢7°,
done (S72(6) @ §72(0) + 552(5) © §72(1) + 572(4) @ SP2(2) + 572(3) @ 572(3)),,,) = (0), done D? ¢
{SB2, §B21,

En conclusion, seuls les polynomes 1 et D? n’appartiennent pas au sous-espace {552, $P2}. Donc
dimc HPy(SP?) =2. O

5 Calculs pour A, et G5

5.1 Calculs pour A,

5.1.1. Soit S’ = Clx1, 2, 3, Y1, Y2, y3], muni du crochet de Poisson donné par :

{= =3l |y | @2 |y2| 23 | Y3
T 0 1 O[O0 01O
Y1 —110] 00| 01O
To 00| O 1 010
Y2 O {0|-110] 010
T3 O[O0l O0|0] O 1
Y3 OO0l O |O0]|—-1]0

Le groupe G = Ay = S3 agit par permutation des indices. S est la sous-algébre de S’ engendrée par
T1— X2, T1 — T3, Y1 — Y2 et y1 — y3. C’est une sous-algebre de Poisson graduée et un sous As-module; en
fait :

S =Clwy + 22+ 23,91 +y2 +y3] ® 5.

Comme z1 + 22 + 3 et y1 + y2 + y3 sont As-invariants :
(S/)A2 = C[zl + X9 +3,Y1 + Y2 + yg] ® SA2,

De plus, S est 'algebre des polynomes en les éléments :

ay = 2x1 —To — T3,
ay = —x1+ 272 — T3,
bi = 2y1—y2— s,
by = —y1+2y2 —ys.
On pose également :
az = —x1 — xa + 273, bs = —y1 — y2 + 2ys,

de sorte que :

a) le groupe As agit sur a1, as et az par permutation des indices ;
b) le groupe Az agit sur by, by et by par permutation des indices;
¢) on a les égalités a1 + az + a3 =0et by + by +b3 =0.

Le crochet de Poisson de S est donné par le tableau suivant :

{—, —} aq b1 as b2
ay 0 6 0|-3
by —61| 0 3 0
as 0|-3]0 6
by 3 0 |—-6| 0

5.1.2. Mettons en évidence la copie de s[(2) de S42 :

12



Lemme 9 Considérons les éléments de S suivants :

B — a%—l—a%—i—a% _ a%—i—a%—l—alag
18 9 ’
po_ WA bbb
18 9 ’
H = _a1b1 + 0,2()2 + a3b3 _ 20,1171 + a1b2 + b1a2 + 20,2172
9 9 ’

Alors (E, F, H) vérifie ’hypothése c).

Preuve. Comme As agit par permutation des indices, E, F' et H sont As-invariants. Le reste se
démontre par des calculs directs. O

Les éléments E, F' et H agissent par dérivation sur S. Donnons leur action sur les générateurs :

ai | b1 |aa| bo
E 0 aiq 0 as
F | b 0 [ba| O
H a1 7b1 ag 7b2

Par suite, 'action de F, F et H est donnée par :

0 0
{E, -} ala—b1+a2a—b27
0 0
{F,—} = bla—m+b28_c12’
0 0 0
{H,-} = a +as——bim0— —ba .

(9—111 8a2 8b1 abQ

D’autre part, on a donc S(1)41 = Vect(ar,az) et S(1)_1 = Vect(b1,b2), donc 'hypotheése d) est
satisfaite.

5.1.3. On considere I’élément suivant de S :

1 1 1 1
D = 2—7 r1 X9 I3 = albg — blag.
Y1 Y2 Y3

Alors {E,D} = {F,D} = {H,D} = 0. D’aprés la proposition [, Ssi(2) = C[D]. De plus, 0.D = €(0)D,
donc, avec les notations de la proposition E, N =2.

5.1.4. Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 10 On a l’égalité dime HPy(S42) = 1.

Preuve. On considere I’élément suivant :

B ai’ + a% + ag
3

P = = a%ag + alag.

Comme le groupe Ay agit par permutation des indices, P € S42. De plus, {E, P} = 0 et {H, P} = 3,
donc P est un vecteur de plus haut poids 3, homogene de degré 3. Utilisons la proposition E, avec P = Q.
Par un calcul direct, on trouve :

3
SO (-1)i{pE-2) pm-20) = (36 x 4)D?,
=0
3
> (1P pyp(A2 = (=36)D7.
=0

Donc pour tout k € N, —36(4 + 2k)D?T2F ¢ {§42 §42}  Autrement dit, pour tout ! pair supérieur ou
égal & 2, D! € {S42 G412},

13



Reste a étudier le cas de 1. On procede comme pour Bs, avec des notations semblables. Comme dans

le paragraphe E, S’ est graduée en mettant x1,zo en degré (1,0) et y1,y2 en degré (0,1). On pose :
O (z,y) =Y dime (8)*2(i,§) a'y’, @(w,y) =Y dime S42(i, j) a'y’.
] 0J

Une base de S’ est donnée par les monémes xflylﬁlxgu y§2x§’f3y§3. Soit ] ; le caractere du Az-module

S’(i,7) et posons :
§lx,y) = &2y
0J

Comme Ay agit par permutation sur les monomes, ¢/ (o) est le nombre de monomes de S42 de degré
(i,4) fixés par o. En conséquence :

a) Pour o = id, les mondmes fixés par id sont les monomes 2y #5925 2535 . Donc ¢/ (id) est la série
de Poincaré-Hilbert de 1'algebre N2-graduée Clx1, 72, 73, y1, Y2, y3] :

$tid) = (m)

b) Pour o = (12), les monomes fixés par (12) sont les mondmes ($11‘2)a(y1y2)ﬁ$g3y§3. Donc £'((12)) est
la série de Poincaré-Hilbert de P’algebre N2-graduée Clz1 72, 3, Y12, y3] :

1
(1 =2?)(1 =y (1 =)l —y)
¢) Pour o = (123), les monomes fixés par (123) sont les mondémes (z1z223)(y1y2y3)”. Donc &'((123))
est la série de Poincaré-Hilbert de I’algebre N2-graduée C[z12273, y192y3]
1
(1-2%)(1 -y

i.5(1d) + 38 ;((12)) + 2¢; ;((123))

£'((12)) =

§'((123)) =

Par suite, comme dimc(S'(i,7)) = G ,ona:
1(s ! !
oy - L0102 4 3¢135)
1
Comme (S")42 = S[zy + 72 + 23,91 + Y2 + y3] ® S42, & = ———————— P et donc :
(1-2)1-y)

1+ 2y + zy? + 22y + 2292 + 2395

()= @+ D@ +2z+ D1 -2+ D> +y+ D1 —y)*

Comme pour Ba, en notant y,, le caractere du s[(2)-module S#42(n), on obtient :

q5+h2q5+h3q4+h3q6+h4q5+h6q5
(hg +1)(h+ q)(h? + hq + ¢*)(h?¢* + hq 4+ 1)(h — ¢)?(1 — hq)?”

> xn(@)h™ = ®(hg, h/q) =
n=0

En développant cette fraction rationnelle en série relativement a h, il vient :

(9) 1,
(@9 = 0,
(90 = +1+q7
(90 = +a+q ' +q7?
(@) = "+ +24+q¢ 7 +q%
(@) = ¢ +2¢° +2¢+2¢7" +2¢7% +¢7°,
(@) = 2¢°+2¢" +3¢* +3+3¢72+2¢*+2¢7°,
(@) = ¢"+2¢°+3¢*+3¢+3¢ +3¢34+2¢°+q¢7,
() = 2¢®+3¢° +4¢" +4¢> +5+ 472 +4¢7* + 3¢ % +2¢78,
(@) = 2¢°+3¢"+4¢° +5¢° +5¢+5¢ " +5¢3+4¢7° +3¢7 " +2¢7°,
( ) — 2q10+3q8+5q6+5q4+6q2+6+6q_2+5q_4+5q_6+3q_8+2q_10.
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Appliquons la proposition | pour k& = 0. Le caractére de $42(2) ® S42(0) 4+ 542(1) ® S42(1) est x2(q),

donc (542(2) ® 542(0) + S%2(1) ® SA2(1))5[(2) =(0), d’ou1 1 ¢ {842, 842},

En conclusion, seul le polynéme 1 n’appartient pas & {S42, S42}. Donc dimc HPy(S42) = 1. O

5.2 Calculs pour G5

5.2.1. On reprend les notations du paragraphe précédent. Comme G = Ag x (+1d), SG2 = (SA2) (x1d)

et par suite :
o0

S9 = P 52 (2k).

k=0

Donc E, F, H,D? € S%2. Par suite, 53(22) = C[D?].

5.2.2. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 11 On a I’égalité dime HPy(S%?) = 3.

Preuve. On considere les éléments suivants de S :

P = af+d§+ad}
= 2a% + 2a$ 4 6aSay + 15a]a3 + 20a3a3 4 15a3a3 + 6a1a3,
Q = a?(aQbQ + a3b3> + ag (a1b1 + a3b3> + ag(albl + a2b2)

—aibi(a3 + a3) — asba(ai + a3) — azbs(ai + a3)

= —2a8agby — 2a1b1aS — 5ada3by 4 2a5biaZ + 5adagby + 5aibial + 2atadbs — 5albiad.

Comme le groupe Ay agit par permutation sur les indices, P et () sont As-invariants. Comme ils sont
homogenes de degrés pairs, ils sont dans S%2. De plus :

{EaP}:Oa {HaP}:GPa {EvQ}:Oa {H,Q}:GQ,

donc P et @ sont des vecteurs de plus haut poids 6. Utilisons la proposition E Par un calcul direct, on
trouve :

6

D (=1)H{PE Q2 = (25920 x 8)DS,
1=0
6
D ()PP Dy~ = (25920)D".
=0

Donc pour tout k € N, 25920(8 + 2k)D6+2k ¢ {§%2 %21, Autrement dit, pour tout [ pair supérieur ou
égal & 6, D! € {52 G2},

Reste & étudier les cas de 1, D? et D*. Comme 1 ¢ {S42,842} 1 ¢ {S%, 851, Appliquons la
proposition E pour k = 4. Nous avons calculé le caractere de S42(n) pour n < 10 dans la section
précédente et donc le caractere x,,(q) de S¥2(n) :

xolg) = 1,

x2(q) = @+1+4¢7,

xal) = ¢+ +2+¢7+q 4,

x6(@) = 2¢°+2¢*+3¢> +3+3¢%4+2¢*+2¢76,

xs(@) = 2¢°+3¢° +4¢* +4®> +5+4¢ 2 +4¢7 1 + 3¢5 +2¢78,
x10(q) = 2¢"°+3¢°+5¢° +5¢" + 6% + 6+ 6> +5¢ " +5¢° +3¢7% +2¢7 7.

(Si n est impair, x,(q) = 0). Par suite, le caractere de S%2(6) ® S92 (0) + S92 (4) ® SF2(2) est :
X6+ Xox1 = 3¢° + 4" +7¢° + 7+ T¢7" + 47" +3¢7°,

donc (592(6) ® S92 (0) + S92(4) ® 5°2(3)) 0). Par suite, D? ¢ {S% §G2}.

s((2) (
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Appliquons la proposition || pour k& = 4. Le caractere de S2(10) ® S2(0) 4+ S%2(8) ® S2(2) +
SG2(6) @ S92 (4) est :
x10(q) + xs(@)x2(q) + x6(q)xa(q)
= 6¢"0 + 12¢% 4+ 23¢° + 28¢* + 35¢° + 35+ 35¢ 2 + 28¢ 1 +23¢7C + 12¢7% 4+ 6417,

donc (592(10) ® S¢2(0) 4+ SC2(8) ® S92(2) + S92(6) ® 52 (4))5[(2) = (0). Par suite, D* ¢ {S%2 SG2}.

Enfin, seuls les polynomes 1, D? et D* n’appartiennent pas & {S%2, S%2}. Donc dimc H Py(S%?) = 3. O

5.2.3. Remarques.
a) Le sous-espace {S42, 542} est un idéal : c’est I'idéal d’augmentation de S42.
b) Le sous-espace {SP2,9B2} nest pas un idéal de SP2. En effet, E = {{H,E}, F = —3{H,F} et
H ={E,F}, donc E, F et H appartiennent & {S72 5582}, Un calcul direct montre que :
H? + AEF = D*.

Or D% ¢ {SB2 852} ce qui montre que ceci n’est pas un idéal.
¢) Le sous-espace {S,5C2} nest pas un idéal de SC2. En effet, £ = 1{H,E}, F = —+{H,F} et
H ={E,F}, donc E, F et H appartiennent & {S%2, S%2}. Un calcul direct montre que :

-1
H? + 4EF = — D2
+ 97

Or D? ¢ {S§%2, 852}, ce qui montre que ceci n’est pas un idéal.

6 Présentations des algebres d’invariants par générateurs et re-
lations pour les trois groupes de Weyl de rang 2

6.1 Cas de A,

6.1.1. Reprenons les notations du paragraphe EI Rappelons que S42 est N2-graduée en mettant a;,
az homogenes de degré (1,0) et by, bo homogenes de degré (0,1). La série formelle de Poincaré-Hilbert
de S42 est :
14+ 2y + zy? + 22y + 2292 + 2393

(1—-a2?)(1-a®)(1-y*)(1—-y?)

6.1.2. Considérons les éléments suivants de S42 :

®(z,y) =

2 2
aiag + agasz + ajas ai +as +ajaz

Sl = 9 = 9 )
aiasas ala% + (120,%
Tl = - = )
9 9
U = alb% + agb% + a3b§ . 2a1b1by + 2a9b1by + alb% + agb%
1 - 9 - 9 )
biba + babs + bibs b2 + b3 + biby
52 = - = )
9 9
b1bob3 blb% + bgb%
T2 = - = )
9 9
U, — a%bl + a%bg + a§b3 . 2a1a9b1 + 2a1a9b1 + a%bg + a%bl
2 - - - )
9 9
o a1by + agby +azbs _ 2a1by 4 a1bs 4 azby + 2asby
B 9 B 9 ‘

Comme Ay = S5 agit sur (a1, a2, as) et (b, ba, bg) par permutation des indices, ces éléments sont bien dans
S42_On note R = C[Sy, T}, S2, T»]. Par la théorie des fonctions symétriques, S; et Ty sont algébriquement
indépendants et Sy et Th sont algébriquement indépendants. Par suite, R est une algebre de polynémes
a quatre variables et sa série de Poincaré-Hilbert est :

1
(1 —2?)(1 =231 -y*) (1 —y?)
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Lemme 12 Tout élément de S s’écrit de maniére unique :
Py+ PiH + PoH? + P3H? + QU + Q2Us,

avec Py, Py, Py, P3,Q1, Q2 des éléments de R. Autrement dit, S42 est un R-module libre de base (1, H, H? H®,Uy,Us).

Preuve. Unicité. Supposons que Q € S42 s’écrive :
Q=P+ P H+P,H*+ PsH? + QU1 + Q2Us,

avec Py, Py, Ps, P3,Q1, Q2 des éléments de R. On introduit I'action de As par automorphismes d’algebre
sur S suivante : pour tout o € S3,

O *a; = 0.0; = Qg (s), oxb; =b;.

Comme Sy, T1, S et To sont invariants sous cette action, les éléments de R sont invariants sous cette
action. Par suite, pour tout o € S3 :

0xQ=Py+ P (oxH)+ Py(ocx H*) 4 Ps(o % H*) + Q1(0 x Uy) 4+ Q2(0 x Us).

On a donc :
1 H H? H?3 Ui Us Py
(12)x1  (12)xH (12)xH?> (12)xH?®> (12)*U; (12)x Uy Py 12Q
(23)x1  (23)xH (23)xH?* (23)xH?* (23)xU; (23)xU> Po| (123) *Q
(123)x1 (123)x H (123)x H? (123)x H® (123)xU; (123) % Us Py | (132)*Q
(132)x1 (132)xH (132)x H? (132)x H® (132)xU; (132) % U, Q1 (13)*Q
(13)x1  (13)xH (13)xH?* (13)xH?> (13)xU; (13)xU> Q2 (13)»Q

Le déterminant de la matrice du membre de gauche est :

-1
g7 (a1 —a2)”(a1 — a3)*(az — ag)* (b1 — b2)* (b1 — b3)* (b2 — b3)®
-1
= ?(al — a2)3(2a1 + a2)3(a1 + 2@2)3(51 — 52)3(2b1 + bg)g(bl + 2b2)3

11 est donc non nul. Par suite, les P; et les @); sont entierement déterminés en multipliant le vecteur du
membre de droite par l'inverse de la matrice du membre de gauche.

Existence. D’apres ce qui précede, le R-module M engendré par 1, H, H?, H?, U; et Us est libre de
base (1, H, H?, H3,Uy,Us). Par suite, sa série de Poincaré-Hilbert est :

14 2y + 292 + 22y + 2292 + 2393
(1—2?)(1—-2®)(1 -y*) (1 -y%)

C’est également la série de Poincaré-Hilbert de $42. Comme M C S42, M = §42. O

6.1.3. Remarque. La preuve du lemme précédent est algorithmique et permet donc de calculer ex-
plicitement la décomposition des éléments de S42 dans la base (1, H, H? H®, Uy, Us).

6.1.4. Nous pouvons maintenant donner une présentation de S42 :

Théoreme 13 S42 est engendrée par Si, Ty, Uy, Sz, Ta, Uy et H et les relations suivantes :

H* = —48%82 —3T\ToH + 5S51SoH? — T1 52Uy — S1ToUs,
HU, = -38Ty — SyUs,
HU, = -3T1Sy— S.Ui,

Ul = 128,57 — 3S,H? + 3T,Us,

U2 = 12528, — 35S H? + 311U\,
DUy = 91Ty —128,S:H + 3H?.

Preuve. D’apres le lemme précédent, S42 est engendrée par Sy, Th, U1, Sa, Ts, Us et H. Les relations
entre ces éléments sont données en décomposant les produits des éléments de la base (1, H, H?, H, Uy, Us)
du R-module $42 dans cette méme base. Des calculs directs utilisant 1’algorithme de la preuve du lemme
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précédent donnent le résultat annoncé. O

6.1.5. Le tableau suivant donne le crochet de Poisson entre les générateurs de S42 :

S1 So T Ty H Uy Us
S1 0 -H 0 U —257 22U 3T
So H 0 U, 0 255 =315 —2U,
Ty 0 Us 0 —6515y + 3H? —-3T3 —651H 6512
T | —-U; 0 6515, — 3H? 0 315 —653 659 H
H | 251 | —25; 3Ty —3T5 0 Uy Us
Uy | —2U; | 3T% 651H 653 U 0 —30515, + 3H?
Us | =31y | 2U, —6512 —6SoH —U, | 308,59, —3H? 0

En particuher, H = {SQ, Sl}, U1 = {SQ,TQ} et UQ = {Tl, SQ}

6.1.6. Enfin, on peut aisément montrer que les formules précédentes définissent un crochet de Poisson
sur lalgebre de polynémes C[Sy,,T1,Us, S2, 1o, Us, H]. (Il suffit de vérifier I'identité de Jacobi sur les

sept générateurs, ce qui se fait par un calcul direct long, mais sans difficulté).

6.2 Présentations de S et SB2

6.2.1. Reprenons les notations du paragraphe @ Comme S©? est la somme directe des composantes
homogenes de degré pair de S42, on déduit immédiatement les résultats suivants :

Théoréme 14 i) S est engendrée par Sy, Tj = TZ, So, Ty = T2, Z = T\ T», H, Uy, = TWU,

Uiz = T1Us, Uz = ToU; et Uz = ThUs.

ii) Posons R = C[Sy, T}, S, T5]. Tout élément de S&2 s’écrit de maniére unique :

Py+ P H + P,H? + P3H?

ou les P;, les Q; et les Qp sont des éléments de R'.

Q =

+QoZ + Q1 ZH + Q2ZH? + Q3 ZH?
+Q11U11 + Q21U21 + Q12U12 + Q22Ua2,

iii) SG2 est engendrée par Sy, T}, Sz, Ty, Z, H, U1, Uiz, Usy et Usy et les relations suivantes :

7 - Tm,
H* =
HU;;1 = =357 — S3Uq2,
HU;s = 38T — SaUyy,
HUyy = —381Ty — SaUss,
HUsyy = —3537Z — S3Usy,
U121 =
Ul =
UnnUa1 =
UpnUs, = 97°%—128,5,ZH +3ZH?3,
U122 =
UpUsy = 977 —128,S,ZH + 3ZH?3,
U12U22
U221 =
Ua1Uzp =
U222 =
ZUp = T{Us,
ZUyy = T{Usp,
ZUyp = TyUn,
ZUpy = TiUss.

—45%53 —3ZH + 55152H2 — SoUy1 — S1Uss,

1251 82T — 3S,T{H? + 3T Uy,
9ZT] — 128, SoT{H + 3T H?,
125,557 — 352 ZH? + 32Uy,

1282851 — 38, T{H? + 3T|U14,
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12528,7 — 358, ZH?* + 32U,
1251 82Ty — 38Ty H? + 3TyUsy,
92Ty — 1281 SoToH + 3Ty H?,
12828,Ty — 381 Ty H? + 315U,



6.2.2. Reprenons les notations du paragraphe E Par une méthode semblable a celle utilisée pour As,
on montrerait le résultat suivant :

Théoréme 15 i) SP2 est engendrée par S; = a3 + 23, So = 2323, Ty = v} + 43, To = 3393,
Zy = miyr + Tay2, o = T11%aya, Z3 = T1y) + Tayl et Zy = xiy1 + x3ys.

ii) Posons R = C[S1,T1,S2,T5]. Il s’agit d’une algébre de polynomes & quatre variables. Tout élément de
SB2 s’écrit de maniére unique :

Q=D+ PiZy+ P2} + Py Z3 + PoZY + QaZo + Q323 + QuZa,

ot les P; et les Q; sont des éléments de R.

iii) SP2 est engendrée par Sy, T, So, Te, Z1, Za, Z3 et Z4 et les relations suivantes :

S2T2 35T,

72 = 168:Ty — 5817 — 55T, + 7t Z?
S2T S1T?
+ (452T1 - 12 1) Z3 + (4S1T2 — 12 L ) Zy,
SlTl 1 3 Sl Tl

1Ly = A -4y — —Z3— —Z

142 T + 141 14T A
17y = —SiTo+TiZ} — Ti 2o,
IZy = —S3Ty+ 127 — S1 2,

222 - SQTQa

SlT12 T 3 S1T1 T12

Lols = - 515 | Z — 77 — V4 T — V4

243 < 1 S11s ) Z1 + 140 TR + 1 4,

S2T S 52 S1T:
ZyZy = L2 S ) 2y + 22+ (e — 2L ) 2y — 2 2,
4 4 4 4
Z: = —S\TW\Ty+ (T? — To)Z3 + (4Ty — 2T7) Z,,
55,72 5827, 55Ty 1 35T

Z3Z, = 489T5 — LA 7P -7l -2

344 212 1 1 + 1 i34 9 2,

77 = —818yT) + (S — S5) 7% + (4S5 — 25%) Z,.

7 Sous-groupes de (£1)”

7.1. Soit maintenant G un sous-groupe de (£1)" agissant sur S = Clz1,...,Zn,Y1,-..,Yn] €t sur
lalgebre de Weyl A = A,,(C) de la maniére suivante : en notant p1,...,Pn, q1,. .-, gs les coordonnées de
An(C),

(€1, - y€n); = €y, (€1, y€n)Di = €Piy
(€1, s€n)Yi = €Yis (€1, ,6n).Gi = €.

7.2. Nous avouns le théoreme suivant :

Théoréme 16

0 s’il existe i tel que G C (£1)71 x {1} x (£1)"7F,
1 sinon.

dimec HPy(8¢) = {

dime HHo(AS) { 0 si(—1,...,-1)¢G,

1 stnon.

Preuve. Pour tout 1 <i <n, g; = Vect(?, z;y;,77) est inclus dans S est forme une algebre de Lie
isomorphe & s[(2). Par suite, comme dans les exemples précédents, avec g = g1 @ ... D gn, la composante
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isotypique triviale SEG de S¢ sous l'action de g est un complémentaire de {S“, S¢}. D’autre part :

S§ < (Ker({2?, )N [ ) Ker({y?..})

i=1 i=1
- 0 - 0

C — R,

- DKW(Layi)ﬁDKW(%axi)
X 0 X 0

C

- DK6T<ayi>mDK6T<5$i>

C Clz1,...,zx) NCly1, - .-, Yn)

c C.

Donc S§ = C et S9 = C+ {SY, 5¢}. Par suite, dime HPy(S¢)P = 0si 1 € {S%, 5} et 0 sinon.
Supposons qu'il existe i tel que G C (£1)" "1 x {1} x (£1)"7% Alors z; et y; € S¢ et donc 1 = {z;,9;} €
{S¢, SE}. Sinon, G agit sans points fixes sur Vect(z1, ..., Zn,Y1,-- -, Yn) et donc la composante homogene
de S¢ de degré 1 est nulle. Comme {, } est homogene de degré —2, 1 ¢ {S¢, S¢}.
Enfin, rappelons que dim¢c H HO(AG) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant sur
Vect(x1,...,x,) sans points fixes. Le seul élément de (+1)™ agissant sans points fixes étant (—1,...,—1),
le résultat sur dime HHy(A%) est immédiat. O

7.3. Remarque. Dans tous les cas, on a dimc HPy(SY) > dimc HHy(A%). Ces deux nombres ne
sont pas nécessairement égaux, comme le montre le troisieme exemple ci-dessous :

i) Pour G = (£1)""! x (1), alors dimc HPy(S®) = dimc HHy(A%) = 0.
i) Pour G = {(e1,...,€,) € (£1)" /€1 ... €, = 1}, avec n pair, dimc HPy(SY) = dimc HHy(A%) = 1.

iii) Pour G = {(e1,...,€n) € (£1)"/e1 ... €, = 1}, avec n impair supérieur ou égal & 3, dimc H Py (S¢) = 1
et dimec HHo(A%) = 0.

7.4. En particulier, pour Iexemple 7ii), les constantes sont dans [A%, A%]. Voici une maniere de les
exprimer :

Proposition 17 Dans A%, avec les notations de Uexemple iii) ci-dessus :

Z (D)% ¥ [z1 ... 0, Y1 .- Yn) = 2,
(@i,y:)=(pi,q:) OU (gi,ps)
ot oy, désigne le nombre de x; égauz a g;.

Par exemple, pour n =1 et pour n =3 :

2 = [plaql] - [thl]a
2 = [P1p2p3, q1qQQ3] - [Q1p2p3,p1Q2Q3] - [p1Q2p3, Q1P2Q3] - [p1p2Q37 (J1Q2P3]
+[p192a3, @1p2p3] + [q1P243, P192p3] + (919203, P1P2q3] — [91G2q3, P1p2p3)-

Preuve.
Premiere étape. Dans A, on pose, pour tout 1 <i<mn :

_ PiGi t qipi
5 .
Alors g; = Vect(E;, F;, H;) munie du crochet [,] est une sous-algebre Lie de A isomorphe & s((2). En
posant g = g1 + ...+ gn, g est une sous-algebre de Lie de A isomorphe a 5[(2)65". Elle est de plus incluse
dans A%, donc A% est ainsi muni d’une structure de g-module. De maniére semblable & la preuve du
théoreme E, la composante isotypique triviale de A est C.
Deuziéme étape. Considérons 1’élément suivant de l'algebre A ® A :

X=p1@@a —q@p1)...(Pn ® qn — Gn @ Pn)-

En développant :

X = Z (D)% vxy . 2y @Y1 -+ Yn,
(zi,y:)=(pi»q:) OU (gi,ps)
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donc X € A% @ AY. D’autre part, g agit par dérivation sur A et donc agit également par dérivation sur
A ® A. Par suite, pour tout 1 <i<mn:

EX = i —qop).. . Ei(pi®¢G—¢Opi)...(0n ®dn — ¢ Qppn) +0
= M@ —q®p1)... (Eipi®¢+pQFE;.¢i—Eiqi®p;i — ¢ QE;ipi)...(0n ® gn — ¢n @ Pn)
= Mm@ —q®p1)...(0+p; @p; —pi @p; —0)...(Pn @ gn — G @ Pn)

FX = i —qop).. . Fi(pi®¢G—¢opi)...(0n ®dn — ¢ @ppn)+0
= MO —q®p1)...(Fipi® e +pi®Fi.qi — Fi.qi @ pi — ¢ @ Fi.pi) ... (Pn @ Gn — Gn © Pp)
= MOa—®p1).. (G ®G+0-0—¢®¢)...(Pn @ n — Gn @ Pn)
= 0,

HX = m®a—qop).. . Hi.(pi®g—¢®pi) ... (Pn @ dn — qn @ pp) +0

= MO —q®p1)...(Hipi®¢+pi ®Hiqi —H;.q¢; @pi — ¢ @ Hi.pi) ... (Pn @ ¢ — Gn @ Pn)
PO —®p1)...Pi®G—PiRG+GEGRPi — G OP;i) ... (Pn @ n — Gn @ Pn)

donc X est dans la composante isotypique triviale de A ® AC.

Troisiéme étape. L'identité de Jacobi montre que [,] : A9 ® A9 — A® est un morphisme de g-
modules. Par suite, [X] est dans la composante isotypique triviale de A%, c’est-a-dire dans C. Pour
calculer [X], il suffit donc de calculer le terme constant de chacun des [z1...2Zn,¥y1 ... yn] dans la base
(pS* ... p2ngt .. qP")a, pien de A. Trois cas se présentent.

i) Il existe 4,5 € {1,...,n} tel que z; = p; et y; = p;. Alors :

1. Tps Y1 Un] =1 TnY1 - Yn —Y1---YnT1 ... Ty € DA+ DA

€piA €Ep; A

Or une base de p;A + pjA est (p7"...p%"q1" ... 42" )a,>0 ou a,;>0. Par suite le terme constant de
[Z1 ... Zn, Y1 ... Yn] est nul.

ii) Tous les z; sont égaux & p;. Une récurrence montre que pour tout k& € N*, dans l'algebre de Weyl

Ak ((C) :

k—1
[pl...pk,ql...qk]zz Z (—1)k_j_1pil...pijqil...qij.

j=01<is <...<i; <k

Par suite, le terme constant de [py ...pn,q1-..qn] est (—=1)"7170 =1 car n est impair.
111) Tous les x; sont égaux & ¢;. Par antisymétrie de [,], le terme constant de [q1 ... Gn,P1 ... Pn] est —1.

En conclusion, le terme constant de [X] est 1+ (—=1)"(—1) = 2. Comme [X] € C, [X]=2. 0O

7.5. Remarque. On a montré au passage que S et A sont deux 5[(2)®"—modules. On peut montrer
que le morphisme de symétrisation de S dans A est un isomorphisme de 5[(2)®"—modules; comme il
commute & 'action de G, il induit un isomorphisme de s[(2)®"-modules de S¢ dans AS.

8 Sous-groupe de (%Z)n

8.1. Soit n € N, plus grand que 2. Considérons le sous-groupe suivant de (3%)” :

G{(El,...,EH)e <3£Z)n /E1+...+En6}.

Ce groupe agit sur S = Clxy,...,Zn, Y1, ..., Yn] munie du crochet de Poisson standard et sur 'algebre de
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Weyl A = A, (C) de la maniére suivante : en notant p1,...,DPn, g1, - .-, ¢n les coordonnées de A, (C),

(k1. kn)ai = (Mo,
(Ela c . aEn)'y’L = Cikiyi ;
(klvvkn)pz = Ckipiv
(klaakn)ql = C_kiqia
ou( = Pl
8.2. Nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 18
dimec HPy(S¢) = 2" -2,
2
dime HHy(A®) = 3 (2n ! — (-1 ).
Preuve.
Premiére étape. Pour tout ¢ € {1,...,n}, considérons t; = x;y; € SC et posons g = Vect(ti, ... tn);

il s’agit d’une sous-algebre de Lie de S¢. De plus :
{ti, x7* ... xfl‘"'yfl oy = (B — ay)alt .. .xfl‘"'ylﬁl oyl

Donc g agit de maniére semi-simple sur S et donc aussi sur S¢. Sa composante isotypique triviale est

Clt1,...,t,]. Comme dans les exemples précédents, on en déduit :
SG = C[tlv"'vtn]+{scvsc}7
Clt1,...,tn
HPO(SG) [ 1, ) ]

Clt1, ..., tn] N{SE,SC}
De plus, dans S, si (ag,...,a,) € N :

ay an 3 3 _ aq a;+3 an 31,01 an,

{9 toray, gy = el a T e
= 3(a 3) ot a;+2 Qp , 01 a;+2 Qn
= 3(a; + 3z .oyt Ly Ty

_ a1 a;+2 an
= tl "'ti ...tn".

Donc < #2,...,t2 >C Clt1,...,t,] N {SF, SC}. Par suite :

C[tlv s atn]
<312 >
HPy(S9) = L :
"5 = Gt 159,59
<t ... 12>
_ Clty,...,ts] s el s N T TRTo .
On pose R = 2 2 Il s’agit d’une algebre ayant pour base (] ...tn" )o<a,<2, donc de dimen-
1y btn
Clty,..., tn] N{SE, SC
sion 2". On pose J = [ 5 n] N1 }, de sorte que HPy(S%) = R/J.
<tf, ..., t2 >
Deuzieme étape. S¢ est engendrée par les monomes fixés par G. Soient (aq, ..., o) et (By,...,0n) €

N™. Alors :
oSyt yBe € §C
= V(k1,...,kn) €G, ki(ar — 1) + ...+ kn(an — Bn) = 0[3]
— Ine{0,1,2},Vie{l,...,n}, a; — Bi = A[3].
On a donc :
Clty,...,to] N {SY S}
Vect ( o X ﬁl{x?l ; x%jylﬁl .%.ygln,xylé. ..x%"g‘fl yf{?}/ B )
it xdryt oyt yt g € SY, Y ap — B+ — 6, =0

i(ai% =BGt gt
i=1

HOSZASQ, Vi, o5 — Bi = N3], oy — Bi +7 — i =0

= Vect
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Supposons qu’il existe i, tel que a;, B;, v; ou §; soit supérieur ou égal a 3. Alors tous les monomes

apparaissant dans {z{" .. xf{"yfl P a :L.;Ylnyfl ...y} sont dams < 2,...,£2 >. Par suite :
n
+ ityi—1 ntTn
J = Vect Z(Oéi% — Bt T T/

=1

F0<AN<2, Vi, 0 = Bi=AB], o = Bi+7i —0i =0, 0 <, 8,7, 00 < 2
Par la suite, nous noterons J cet espace. Considérons un élément générateur de J pour lequel A = 0.
Comme pour tout i, a; — 3; = 0[3] et —2 < «; — §; < 2, nécessairement «; = F;. De méme, v; = §;, donc

(aivi — Bid;) = 0. Par suite :

n
Z(O‘i% - 6i5i)tlll1+’h N 't?i‘i"}’i*l N 'tf{n"r'}/n /
1=1

JN<AL2, Vi, 0 —Bi=AB], o — Bi+7 — 0 =0, 0 <y, By, 7, 6 < 2

J =Vect

Troisieme étape. Considérons un élément générateur de J pour lequel A = 1. Comme pour tout i,
a; — i =1[3] et =2 < a; — §; < 2, nécessairement :

a; = B +1, a; = B — 2,
{ Yi=0i —1 Ou{ v =0; +2

a) Dans le premier cas, on obtient («;, 8;,7v:,0;) € ,0,0,1),(1,0,1,2),(2,1,0,1),(2,1,1,2)}. Quatre
D le p i btient Bi, Vi, 0. 1,0,0,1),(1,0,1,2),(2,1,0,1),(2,1,1,2)}. Quat
sous-cas apparaissent :

i) 11 existe j tel que (aj,B4,74,9;) = (2,1,1,2). Alors tous les mondmes apparaissant dans le
générateur ont une puissance en t; supérieur ou égale a 2, donc sont dans < t3,...,t2 > : le
générateur est nul.

i) 1l existe 7, k distincts tels que («;, 55, 7;,0;) et (ak, Bk, i, Ok ) sont des éléments de {(1,0,1,2),(2,1,0,1)}.
Alors tous les monomes apparaissant dans le générateur ont une puissance en t; ou en
supérieur ou égale a 2, donc sont dans < t7,...,t2 > : le générateur est nul.

7’”) il eXiStej tel que (Oé]aﬂjvrij(sj) € {(1507 15 2)7 (25 1705 1)}et sik 7é j7 (akaﬂkvvkaak) = (150705 1)
Alors le générateur vaut 2ty ... t,.

n
iv) Si pour tout j, (e, 55,7;,0;) = (1,0,0,1), alors le générateur vaut Ztl e ti1tiny ..ty

i=1
b) Dans le second cas, pour tout %, (e, Bi,7i, ;) = (0,2,2,0) et donc tous les mondmes apparaissant dans
le générateur ont une puissance en t; ou en tp supérieur ou égal a 2, donc sont dans < t3,... 2 > :

le générateur est nul.

Le cas ot A = 2 se traite de la méme maniére, en permutant les roles de («y, 3;) et (74, d;). On obtient

donc :
n
J = Vect <t1...tn,2t1...ti1ti+1...tn> .
1=1

Il s’agit donc d'un espace de dimension 2. Comme H Py(S%) = R/J, HPy(S%) est de dimension 2" — 2.

Quatriéme étape. La dimension de H Hy(A%) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant
sans points fixes, c’est-a-dire le nombre d’éléments de GG sans composantes nulles. On pose, pour n > 1 :

an = card ({(El,...,ﬁn) e (3% —{6})n /E1+...+En=6}).

On pose également ag = 1. On a alors :

—3n =1 "a,.
G| =3 +; L)a

Par suite, en passant aux séries génératrices exponentielles :

—+o00 1 —+o0 —+o0

3" n n "
Yoo (S (S0
n=1 n=0 n=0
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Par suite :

n=0
—z “+oo
162z+ 2e — a‘_’ﬂ n
3 3 n!
n=0

1 2
Donc a,, = dimc HHy(A%) = 3 (2" +2(-1)") = 3 (2t — (- ). O

8.3. Remarque. Par suite,

dime HPy(S) — dime HHy(A®) =

Wl
—~
[\)

3
+
~—
—
~—
i
-
w
~

Cette différence tend donc vers +o0o quand n tend vers +oo.
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