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1 Introduction

1.1. Soit V' un espace vectoriel symplectique sur C, dimc V' = 2[, et soit G un sous-groupe fini de
Sp(V). Lalgebre des fonctions régulieres invariantes C[V]¢ hérite naturellement dune structure d’algebre
de Poisson induite et munit ainsi la variété quotient X = V/G d’une structure de variété de Poisson. On
peut alors considérer la déformation non commutative de X définie par I'algebre des invariants A4;(C)%,
ou A;(C) désigne I'algebre de Weyl de rang [. Il existe une littérature récente abondante sur I’étude des
désingularisations (symplectiques) de X, le calcul des (co)homologies équivariantes de X et les algebres
de réflexions symplectiques qui en fournissent les déformations les plus riches.

1.2. 1l existe deux familles particulieres d’exemples de la situation décrite en 1.1. La premiere consiste
A commencer avec un sous-groupe fini I' de SL(2,C), & considérer V = (C?)", n € N*, et & prendre pour
G le produit en couronne de I' par S,,, produit semi-direct de I'" par le groupe symétrique S,,. Comme
cas particulier, nous avons ici les surfaces dites de Klein, Xr = C?/T", pour I" de type A,,, Dy, Eg 7.5 La
deuxiéme famille consiste & commencer avec une algebre de Lie simple g, une sous-algebre de Cartan b,
considérer V = h @ h* et prendre pour G le groupe de Weyl W avec l'action diagonale, d’ou le titre de
cette note.

1.3. Conformément a ’esprit des déformations algébriques, la question standard consiste a comparer
la_(co)homologie de Poisson de X & la (co)homologie de Hochschild de A4;(C)“. Le théoréme 6.1 de
[ donne le calcul complet de la (co)homologie de Hochschild de A;(C)%. Si a; désigne le nombre
de classes de conjugaison de G agissant dans la représentation V' avec un sous-espace de points fixes de
dimension k, 0 < k < 2I, alors, dimc H Hy(A;(C)%) = aj. Curieusement, le calcul de la (co)homologie de
Poisson de X se révele bien plus compliqué : cela est dii au fait qu’en ce qui concerne A;(C)%, on dispose
d’une équivalence de Morita qui ramene les calculs & ceux relatifs au produit croisé 4;(C)) # G qui se
préte beaucoup mieux aux calculs (co)homologiques. Pour le calcul de la (co)homologie de Poisson, nous
n’avons actuellement que la méthode directe.

1.4. Dans la généralité du paragraphe 1.1, on démontre dans [BEG04] que H Py (X) est de dimension
finie. Le but de cette note est de présenter le calcul du groupe d’homologie de Poisson de X en degré
zéro, H Py(X), dans différents cas ott H Py(X) a méme dimension que H Hy(4;(C)%). Cette coincidence de
dimensions peut étre interprétée comme étant le reflet d’'une bonne déformation. Pour les trois exemples
en rang 2 de la deuxieme famille, on trouve ainsi :

Théoréme. Avec les notations précédentes, on a 1’égalité :
dime HPy(h & b* /W) = dime HHy (4,(C)")

et cette dimension commune vaut 1 en type As, 2 en type By et 3 en type G3. Cette coincidence de
dimensions peut étre interprétée comme étant le reflet d’une bonne déformation, comme c’est le cas pour
les surfaces de Klein ([AL9{]).
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La méthode est la suivante : dans les différents cas étudiés, la composante homogene de degré 2 de
C[V]%, munie du crochet de Poisson, est une algébre de Lie que nous noterons g, agissant sur C[V]“
de maniere semi-simple. De plus, les composantes isotypiques non triviales de C[V]% sous ’action de g
sont inclus dans {g, C[V]“}; par suite, le calcul de H Py(X) se restreint & calculer la composante isotyp-
ique triviale de C[V]“ et son intersection avec {C[V]¥, C[V]¥}. Dans les exemples de la deuxieme partie
(groupes cycliques) et de la derniére partie (sous-groupes de (Z/37)"), I'algébre de Lie g est abélienne.
Dans les exemples de la troisieme partie (groupes de Weyl de rang 2), il s’agit de s[(2). Dans les exemples
de la cinquiéme partie (sous-groupes de (Z/2Z)"), il s’agit de s[(2)®".

1.5. Le papier s’organise de la maniere suivante : nous considérons d’abord un exemple simple, puis
nous continuons en effectuant une étude commune des trois groupes de Weyl de rang 2 en présentant les
détails d’un calcul basé essentiellement sur le pléthysme des représentations de s[(2) ; nous poursuivons
par une remarque-question sur le fait que I'idéal dérivé de Poisson de C[X], algebre de fonctions régulieres
sur la variété quotient affine X', est également un idéal associatif. A notre connaissance, les premiers ex-
emples ou cela ne se produit pas sont les cas Bs et GG2. Nous donnons ensuite une présentation de ces trois
algebres d’invariants. La partie suivante expose une famille d’exemples pour lesquels ces deux dimensions
different. Nous terminons par 1’étude d’une famille d’exemples qui montrent que la différence des deux
dimensions considérées dans le théoreme principal peut étre arbitrairement grande.

Remerciements. Le premier auteur tient a remercier Y. Berest, D. Farkas, B. Fu et T. Lambre pour
des conversations fructueuses a ’origine de ce travail.

2 Une famille d’exemples simples

2.1. Soit n > 2 et soit G = C,, = (o) le groupe cyclique d’ordre n, agissant sur C? par le caractere
¢ = e*™/" et donc sur V = C? @ (C?)*. Soit S = S(V) lalgebre symétrique de V', A I'algébre de Weyl
A5 (C), avec pour coordonnées respectives 1, X2, Y1, Y2 et p1, pa2, g1, q2. L'action de G sur S et A est
alors donnée par :

lon o2 | o | we || oo | @
o ¢ | Coo [ "y | ("l ol ¢ Cp2 [ " T [ " g

On note S¢ et A les algebres d’invariants respectives. Par la structure symplectique standard, S est
une algebre de Poisson et G agit sur S par automorphismes de Poisson, ce qui implique que S¢ est une
sous-algebre de Poisson de S. Autrement dit, S& est une algebre de Poisson commutative et peut étre
considérée comme l'algebre des fonctions régulieres sur une variété de Poisson algébrique affine.

et

2.2. D’autre part, S est (en tant qu’algebre de Poisson) graduée par le degré total, le crochet de Poisson
étant homogene de degré —2. Comme G agit de manieére homogene sur S, S est une sous-algebre de
Poisson graduée de S. On note S&(n) sa composante homogene de degré n. En particulier, S(2) munie
du crochet de Poisson est une algebre de Lie et I'identité de Jacobi implique que S est un S (2)-module.
Remarquons que z1y; et xoy» appartiennent & S¢(2) et que g = Vect(x1y1, 22y2) est une sous-algebre
de Lie abélienne de S¢(2). Par suite, S¢ est un g-module. Pour tout (ay, s, 81, 32) € N* :

{ziyr, 25y 252 yh s = (B — a1)a yl as sy,
{2y, 25y 2525} = (Bo — a2)a yl asys?,

donc S est une somme directe de g-modules de dimension 1 : g agit de maniére semi-simple sur S.
Décomposons S en composantes isotypiques :

S= D Su
(i,5)€22
avec :
Say = 1X eS8/ {my, X} =1iX, {z2y2, X} = j X}
= Vect(a{ y a52ys? | B — ar =i, B2 — aa = j).

De plus, pour tous (i,j), (k1) € 72, S(i,j)S(k,l) C Stivk,j+1) €t {S(i,j)vs(k,l)} C S(igk,j41) @ S est ainsi
Z-graduée en tant qu’algebre de Poisson.

2.3. Décrivons maintenant SC :



Proposition 1 i) Pour tout (i,j) € Z%, posons S(C;j) =59n Sij)- Alors S¢ = @ S(w)
(i,5)€Z?

i) Sii+j #0[n], alors S ;) = 0.
wi) Sii+ j=0[n|, alors S(C;j) = 5(i.5)-
iv) S(%,o) = Clt1, t2], avec t; = x1y1 et ta = Tayo.

v) SC est engendrée par t| = x1y1, ta = T2y, a, yt, b, yh, 2fay T (1 < a < n—1), yys™“
(I1<a<n-1), z1y2 et z2y1.

Preuve. i) Comme g C S&, S& est un sous-g-module de S et donc se décompose selon les composantes
isotypiques de S, d’ou le premier point.
ii) et iii) Pour tout (a1, o, B1, B2) € N4, .ty ag2yl? = ¢on—Prtaa—Bagony oz B pyr guite :

S¢ = Vect(z?lylﬁlzgzy§2 /a1 — P14+ as — B2 =0[n]).

Les points i) et #ii) s’en déduisent immédiatement.
iv) On a :

S(o o) = Vect (x?lyflxg‘QyQBZ /B — a1 =0 — = 0) = Vect ({7152 / (o1, a2) € N?) = C[ty, t].

v) Notons S’ la sous-algebre de S engendrée par les éléments décrits dans I’énoncé de la proposition.
De maniere immédiate, ces générateurs proposés sont dans S¢, donc S’ C S¢.

Soit X = x‘f‘lylﬁlxgzyQ , avec a1 — 1 + ag — B2 = 0[n]. Suivant les valeurs de ay, 31 et de ag, (2, on
peut alors écrire X sous I'une des formes suivantes :

X = tYlthi“:cQZ ou X = tYlthiﬁyég ou X = tYthZyﬁlchZ ou X = t;“tgzyflyg?

En effectuant une division euclidienne par n, on peut écrire X sous 'une des formes suivantes :

//

X = P ()’ ()% x2 ,0< a0 <n
ouX = 't} (y5) ] yé*é’, 0<af,B <n
ou X = 77 (yP)° (xh)% ﬁi/:cQ ,0< 3] ,ah <n
on X = PN )P s, 0 < B8 <,
Dans le premier cas, on a of + af = 0[n] et donc of + o = 0 ou n. Par suite, soit X est de la

forme #7132 (x7)% (25)%2, soit X est de la forme ¢]'#32 (27)% (x5)%2 (m?l Ty 1 ) avec 0 < af < n. Donc
X € S’. De méme, dans le quatrieme cas, Soit X est de la forme ] 32 (y7)% (y5)%2, soit X est de la forme
132 (Y1) (y5)°2 (yl Yo ﬁl) avec 0 < B < n, donc X € §'.

Dans le deuxieéme cas, on a of — 34 = 0[n], donc of = B4 et X s’écrit :
5 5 "
X =t"t37 (1) (y2) " (2192) " -
Par suite, X € S’. De méme, dans le troisitme cas, on montre que X € S et donc S¢ = 5. O

2.4. Soit M un sous-g-module simple non trivial de S¢. Alors g.M est un sous-module non nul de M,
donc est égal & M. Par suite, M = g.M = {g, M} C {S% S}. Donc les composantes isotypiques non
triviales de S¢ sont incluses dans {S¢, S%}. On en déduit :

G G QG
D siy < {595,
(i.9)€22—{(0,0)}

S = S0 +1{595%,

SG

HPy(SC) = ©.0)
(OO)O{S ,SG}

Nous pouvons maintenant montrer que H Py(SY) est de dimension n — 1.

Théoréme 2 dimc HPy(SY) =n — 1.



Preuve. Utilisons 'identité générale suivante, valable pour toute algebre de Poisson, et qui est une
application directe de I'identité de Leibniz :

{ab,c} = {a,bc} + {b, ca}.

En utilisant cette identité autant que nécessaire et le point v) de la proposition :

{SE,8CY = {1,589} + {t2, S} + {@1y, SC} + {way1, SC}
+{al, S} + {y7, S} + {5, S} + {y5, 59}
n—1
+ (fagay ™, 59 + {yfyp >, 59Y) .
a=1

Par homogénéité du crochet de Poisson :

{99, 89YNSG 0 = {t1,5G.0)) + {t2, SG o)} + {w192, SG 1)} + {w2vn, SF 1 1y}
+{z7, S(Cfl,o)} + {71, S(Cin,O)} + {z3, S(%,n)} +{y2, S(C(ifn)}

n—1
+ 37 ({25057, G o} + {505 SC aramy?)
a=1
= {tlﬂ 58,0)} + {tQﬂ 58,0)} + {zly% S(Ci,—l)} + {:L'le, S(G—l,l)}

+ 37 ({2557, G neay} + {0795~ 5 e}
a=0

S(0,0) = C[t1,t2] étant la composante isotypique triviale de S¢, {t1, S(% 0)} = {ta, S(% 0)} = (0). D’autre
part,

Sg,—l) = Vect(aPy ' a5?ys* | B — a1 =1, fo — az = —1)
= Vect(t't5y1x5 | ay, B2 € N)
= y122C[tq, ta].
Calculons :
{z1y2, Y1225 52} = (1 + )19 52T — (1 + )t 1452,
Par suite :

{.leg, Sg,—l)} = Vect ((1 + Oél)t?ltngrl — (1 + OéQ)ﬁ?lJrltSQ /al, o € N) .

Un calcul semblable montre que {z2y1, S(G_1 1)} = {z1y2, Sg _1)}.
Fixons 0 < a < n.

ar, B, a2, B2

S(C;,nfa) = Vect (xl Yt astyst /fi—ar=aq, fa—as=n— a)
Vect (t?ltgzyf‘ygfa /a1,a0 € N)
= yiyy “Clty, ta].

Calculons :
(ol Syl 8 = o+ an)(T TR (0 — a)(n — o ag)g e,
En particulier, pour a =0et a =n:
{ah, ymt 1192} = n(n 4 ag)tgrey 1oz {2, y 1192} = n(n 4 ag )ty Hors,

Par suite,
{212, 8G 1y} + {mavn, SE 1 1y} + D {8257, 5, o}
a=0

= Vect (1 +a)tf 5> — (1 + ao)t' 11452 Jar, a2 € N) + 77 Clty, to] + 5 Clt1, 22).

On obtient un résultat semblable pour {yys ~“, S(Gfa,afn)}'



On a donc :
{59, 99N SG o
@y yao+1 a1+1 a0 n—1 n—1
Vect (14 a7 52 — (1 + ao)t7 7152 Jan, an € N) + 77 Clty, ta] + th ' Clty, to]
= Vect ((1+ a )t — (14 )t TS Jay +ag <n— 1)+ Vect (1552 Jon + oo > n—1).

Une base de 5§ ) /{59, 59} N 5 est done donnée par @, . .,t’f’Q), do 5§ /159, 5) N 5G )

est de dimension n — 1. O
2.5. Remarques.
i) a) Sin =2, {SY S} est I'idéal d’augmentation de SC.
b) Sin =3, S&O)/{SG,SG} N S(CS,O) est Vect(ty — t2) + Vect (1752 / a1 +ag > n — 1) et est donc
I'idéal de 5’80) engendré par t; — to, t%, t% et t1ta.
¢) Sin >4t —ty € {SY 5} ﬁS(%O) et (t; —ta)ta ¢ {59, 59N S(%,oy donc {S%, S} n’est pas un
idéal de S€.

i) Sin >3, alors S%(2) = g. Si n = 2, alors S%(2) = S(2) est isomorphe & s[(2) @ s[(2). On peut alors
en déduire une preuve plus rapide du théorémeﬂ en utilisant la composante isotypique triviale de
S¢ sous l'action de 5[(2) @ sl(2) plutdt que Vaction de g. En effet, cette composante isotypique

Sﬁ(2)$5[(2) vérifie :
SS@eaz S Ker({af, })n Ker({a3,.}) N Ker({y7,.}) N Ker({y3,.})
0 0 0 0
C K )k 2 )k L )nk 2
- er (xl 3y1) N Ker (xg 8y2) N Ker (y1 8x1) N Ker (y2 3$2)
C  Clz1, 22, y2) N Clz1, x2, y1] N Clxa, Y1, y2] N Clay, Y1, Yo
c C,
donc Sg@)@sm) = C. Par suite, S¢ = C+ {S%, S} et on vérifie aisément que CN{SF, S} = (0).

3 Les trois groupes de Weyl de rang 2
3.1 Méthode utilisée

3.1.1. Nous allons, pour ces trois groupes, utiliser ’action d’une sous-algebre de Lie incluse dans S©.
Cette algébre de Lie est isomorphe & sl(2). Plus précisément, nous supposerons maintenant que nous
avons les hypotheses suivantes :

Hypotheéses

a) S = S(V), avec V de dimension 4, graduée avec les éléments de V homogenes de degré 1. La com-
posante homogene de degré n de S est notée S(n). De plus, S est munie d’un crochet de Poisson
{, } homogene de degré —2.

b) G est un groupe fini agissant par automorphismes de Poisson homogenes de degré 0 sur S. On note
S% I'ensemble des éléments de S invariants sous l’action de G'; c’est une sous-algebre de Poisson
graduée de S.

¢) Tl existe trois éléments non nuls de S¥(2) notés E, F, H vérifiant :
(E,F} =H, (H,E} = 2E, {H,F} = —2F

Autrement dit, Vect(E, F, H) muni de {, } est une algébre de Lie isomorphe & s[(2). Alors s[(2) agit
sur S de la maniére suivante : pour tous P € S, X € sl[(2),

X.P={X,P}.

Cette action est homogene de degré 0. Par suite, pour tout n € N, S(n) est somme directe d’espaces

de poids :
S(n) = @S(n)i.

€L



d) S(1) se décompose en deux sous-espaces de poids S(1); et S(1)_1, tous deux de dimension 2.

3.1.2. Notations. Soit M un s[(2)-module. On note Mg(9) sa composante isotypique triviale :
Mgyo) ={P € M /VX €5l(2), X.P =0}

Dans le cas de S, comme FE, F' et H sont G-invariants, action de s[(2) et Paction de G commutent et
donc :

(S9)s1(2) = (Ssi2))°

Nous noterons par la suite Sg@) cette sous-algebre de Poisson.

3.1.3. Soit M un sous-sl(2)-module simple de S¢. Si M n’est pas trivial, alors 5[(2).M est un sous-
module non nul de M, donc est égal & M. Par suite, M C {S% S%}. Les composantes isotypiques non
triviales de S¢ sont donc incluses dans {S%, S“} et par suite :

G G G oG
S - SSI(Q) + {S ,S },
e}
SsI(Q)

HPy(S®) = .
b(57) {89,589} N SG,,

Nous nous intéressons donc maintenant a Sg@) et & {S¢ 891N Sg@).

Proposition 3 i) Il existe un élément non nul D de Sq(2)(2), unique a multiplication par un scalaire
non nul pres.
i) Ssi(2) est la sous-algebre de S engendrée par D.
iti) Il existe N € N*, tel que Sﬁ@ soit la sous-algébre de S engendrée par DV .
Lemme 4 m (produit de S) et {,} sont des morphismes de s\(2)-modules de S ® S dans S.
Preuve. Soient X € s5l(2), P,Q € S.

mX.(P2Q)) = mX.PoQ+P®X.Q)
= {X,P}Q+ P{X,Q}
= {X,PQ}
Xm(P®Q),
{(X.(P2Q)} = {XPRQ+P2X.Q}
= {X, P}/, Q}+{P{X,Q}}
= {X,{P.Q}}
= X{P®Q).

(On a utilisé 1’égalité de Jacobi pour lavant derniere égalité). Donc m et {,} sont des morphismes de
s[(2)-modules. O

Preuve de la proposition f|. Graduons S sur N en mettant les éléments de S(1); homogenes
de degré (1,0) et les éléments de S(1)_; homogenes de degré (0,1). On note S(i,j) les composantes
homogenes de S pour cette graduation. Alors la série formelle de Poincaré-Hilbert ®(z,y) de S est :

Bo) = S dime 8(0.5) o’ = (12 ) (#) =S G 1)+ Dy

0 I—w 1-y 0

On remarque que :

S = 81,00 = P S,
itj=1,i—j=1

i+j=1,i—j=—1

Par suite, comme S(1); = (0) si k # 1 et k # —1, pour tout k € Z :

S(l)k: @ S(’La.j)

i+j=1,i—j=k



Comme m est un morphisme de modules, m est homogene pour le poids. Comme S est engendrée par
S(1), on a donc pour tousn € N, k € Z :

Sk= D  S.9) (1)
i+j=n,i—j=k
On note xy, le caractére du sl(2)-module S(n) :
Xn(q) = Z dime S(n)i, ¢~.
kEZ

On pose alors :

X(@.h) = xn(@h™ =Y dime S(n) h"q".
n=0 n,k

Par ([l]) :

x(¢.h) = > dimc S(n)ih"q"
keZ,neN

= > dime S(i. k"
k€Z,neN i+j=n, i—j=k
= D dimc S, )k g
i,jeN
IR\
— 3 dime sty (%)
i,jeN 4
= ®(hg h/q)
= Z(i +1)(j + )R g,
0,
Comme la dimension de S(n)s(2) est la différence du terme constant et du terme en q* de x,, cherchons
ces deux coefficients. Il faut donc prendre :

i = +1

j = ’ .7 = -1

3

NS NS

n
2
n
2

Par suite, si n est impair, ces deux coefficients sont nuls et donc S(n)g2) = (0). Si n = 2[ est pair, le
terme constant est (I + 1)? et le terme en ¢? est [(I + 2), donc :

dime S(n)sizy = 1+ 1)* = 1(1+2) = 1.

En particulier, dimc S(2)si(2) est de dimension 1, ce qui implique le premier point. Comme m est un
morphisme de s[(2)-modules, pour tout [ € N, D' est un élément non nul de S(2[)42) et donc forme une
base de S(21)g(2). Par suite, Sg(2y = C[D].

Comme G agit de maniere homogene sur Sg((2) et que Ss(2)(2) est de dimension 1, il existe un unique
caractere k de G tel que pour tout o € G, 0.D = k(0)D. Comme Sg@) est une sous-algebre graduée de

Ssi(2)

Sﬁ(g) = Vect(D* /Yo € G, 0.D* = D¥)
= Vect(D* /Yo € G, k(o)F =1)
= Vect(Dk / KR = 1)
= Vect(D* / o(k) | k).

(Comme G est fini, son groupe de caractéres est fini et donc o(k) est fini). Posons N = o(k). Alors
Sﬁ[(g) = Vect(Dk /N |k)= K[DN] O

3.1.4. Par homogénéité, les composantes homogenes de Sg((2) étant nulles ou de dimension 1,
{S9, 99} N &gy = Vect (DN | DN € {§9,9}).

Décrivons maintenant un procédé permettant de construire des éléments de {S¥, S} N Sg@)



Proposition 5 Soit P € S un vecteur de plus haut poids 3 homogéne de degré oy et Q € S¢ un
vecteur de plus haut poids B homogeéne de degré as. On pose o = (a1 + i —2)/2, qu’on supposera entier.
On définit par récurrence surt :

p®B) — P, pB—2i) _ {F7P(ﬂ72i+2)},
Q(B) = Q, Q(B—%) _ {F’Q(B—2i+2)}_

Alors il existe deuz scalaires A, € C tels que pour tout k € N,

B
Z(—l)i{P(ﬁ_Qi), Q—(B—%)Dk} =+ ku)DO"HC.
=0
En particulier, si N | a+k, (A + kup)DoHr € {S¢ @ S9N Sg@).

Preuve.
Montrons d’abord que I’élément suivant est dans (S ® S)s((2) :

B
P = Z(_l)ip(ﬁ—%) ® Q™82
i=0

Comme P et @ sont des vecteurs de plus haut poids 3, pour tout i, P*~29 et Q¥~2) sont des vecteurs
de poids  — 2i et {F, P} = {F,Q(-#} = 0. On a donc :

B B
HP = Y (-1){H PP} Q") 43 (=1)'P¥*) @ {H,Q~ ">}
=0 =0
B _ _ _ B _ _ _
= D (D)(F-20)PU @ QT =} (—1)(5 - 20) PUT) @ Q02
=0 =0
= 0,

B
FP = Y (-HF PO} 0 Qo2 4 Y (1) P g (R Q)

=0

N_
I Mm
)

B
= (=1)IpB=2i=2) g =(F=20) 4 Z(_l)ip(ﬁ—%) ® Q~(B-2i+2)
0 i=1

~.
I

Y

donc P est un vecteur de plus bas poids 0, donc est un élément de (S ® S)g((2). Par suite, pour tout
keEN,PRDFe(S®85®8)0).

Comme m et {,} sont des morphismes de sl(2)-modules, {,} o (Id ® m)(P ® D¥) € Sy ). Par
homogénéité, il s’agit d’un élément homogene de degré o + as + 2k — 2 = 2(a+ k), donc il existe A, € C,
{,}o (Id®m)(P ® D*) = A\, D**. En particulier, posons A = \o.

De la méme maniere, D ® P € (S ® S ® 5)s((2), homogene de degré 2a + 4, donc en appliquant
mo ({,} ® Id), i existe u € C,

B
Y (=)D, PUEQT P = Dt
1=0
D’autre part,
{, } o (Id ® m)(P ® Dk) _ Z(_l)z{P(B—m), Q—(ﬁ—Qz)Dk}
=0
B
— Z(—l)i{P(ﬁ72i), Qf(ﬂ72i)}Dk
=0

B
+ Z(_l)Z{P(ﬁf?L)’ D}ka(ﬂ72i)Dkfl
=0

_ )\DaDk +kﬂDa+1Dk71
= (A +kp)DtF,



donc Ay = A+ ku. O

3.1.5. Remarques.

1) A et pu sont déterminés par :

B
Z(—l)i{P(ﬁ72i),Q7(ﬁ72i)} — )\Da’
=0
8
Z(il)i{P(Bfm),D}Qf(ﬁfﬂ) _ ﬂDaJrl.
1=0

ii) On peut éventuellement prendre P = Q.
iii) Pour k = 0, I'élément S (—1)*{ PB=2) Q= (=20} peut étre représenté & 'aide d’arbres de la maniere
suivante, en utilisant anti-symétrie de {, } :

P F F F F Q P F F F F Q P F F F F Q
& +\% +%</ N
P F F F F Q P F F F F Q
N y | W

3.1.6. Donnons maintenant un critere permettant de montrer que D* ¢ {S¢, S&}

Proposition 6 Soit k € N. On suppose que :

k+1
(Z SC(2k +2 — i) ®SG(¢)> =0.
1=0 s1(2)

Alors DF ¢ {S¢ SCY.

Preuve. Supposons DF € {SY S%}. Comme {,} est un morphisme de sl(2)-modules, {,} envoie
les composantes isotypiques de S¢ @ S¢ sur les composantes isotypiques de S correspondantes, donc
D¥ possede un antécédent dans (S @ SG)S[(Q). Par homogénéité, il possede un antécédent dans (SE ®
SG)S[(Q) (2k 4+ 2). Par antisymétrie de {, }, il possede un antécédent dans :

k+1 k+1
D (892K 42— i) @ S9(i))si2) = <Z S22k +2—i)® SG(¢)> .
s0(2)

=0 =0

Donc I'image par {,} de ce sous-espace de S ® S¢ est non nulle. O

3.2 Calculs pour B,

3.2.1. Soit S = Cl[z1, 22, y1, y2], muni du crochet de Poisson donné par :

LHl e [y |22 |y
z1 | 0O | 1] 0|0
yi |[—-1] 0] 0|0
2 | 0 | 0] 0 |1
y2 | 00| -=1]0

Nel



On prend G = By = (4+1)? x Sy, agissant par automorphismes de Poisson homogenes sur I’algebre S

de la maniere suivante :
x1 Y1 €2 Y2

(e,€,id) | ex1 | eyr | €xa | €'y
(676/7(12)) €z | €ya | ex1 | ey

Lemme 7 Considérons les éléments de S suivants :

af + 3 P Vit
2 2

Alors (E, F, H) vérifie I'hypothese c¢).

Preuve. Calculs directs. O

E = H = —(z1y1 + 22y2).

E, F et H agissent par dérivation sur S. Donnons leur action sur les générateurs :

T Y1 T2 Y2
E 0 T 0 i)
F 0 Y2 0
H |z | —y1|z2| —¥2

Par suite, 'action de FE, F' et H est donnée par :

0 0
E,} = 21— + 25—
{E,.} x18y1+z28y2’
0 0
{F,.} = yla—x1+y2c’9_@’
1o} o0 0 0
{H,.} = xla—leer@—xgiyl@_ylin@—yg'

D’autre part, on a donc S(1); = Vect(z1,22) et S(1)—1 = Vect(y1,y2), donc 'hypothese d) est satis-
faite.

3.2.2. On considere ’élément suivant de S :

Tl T2
Y1 Y2

D = =x1Y2 — Y122

Alors {E, D} = {F,D} = {H, D} = 0. D’aprés la proposition ], S((2) = C[D]. De plus,
(€1,€2,0).D = €1€2¢(0) D,
donc, avec les notations de la proposition E, N =2et Sf[é) = C[D?.

3.2.3. Nous pouvons maintenant démonter le théoreme suivant :
Théoréme 8 dimc HPy(SP?) = 2.

Preuve. On consideére les éléments suivants :

P = aj+a,
Q = aiways +myiay — xiyas — 2iadys.
Alors P,@Q € S52. De plus :
{E,P} =0, {H,P} = 4P, {E,Q} =0, {H,Q} =4Q.

Donc P est un vecteur de plus haut poids 4 homogene de degré 4 et @ est un vecteur de plus haut poids
4 homogene de degré 6. Appliquons la proposition E Par un calcul direct, on trouve :

4

(1P QY = (—288)D,
=0

4

S ()PP DIQTP) = (—48)DP,

=0

10



Donc pour tout k € N, —48(6 + 2k)D**2F ¢ {§B2 §B2}  Autrement dit, pour tout [ pair supérieur ou
égal & 4, D' € {§B2 §B=2},

Reste & étudier le cas de 1 et D?. Graduons S sur N? en mettant 1 et oo en degré (1,0) et y; et yo
en degré (0,1). Soient S(i,5) les composantes homogenes pour cette graduation. On pose :

O(w,y) =Y dime S% (i, j) 'y’
]

Posons H = (£1)? et K = S;. Comme By = H x K, 82 = (SH)K_ Une base de S est donnée

par les monomes xf“yflzg@%, aq, 1 ayant la méme parité, ag, fo ayant la méme parité. Soit &; ; le

caractére du Sa-module SH (i, j) et posons :
{(z,y) = Z&i,j»’ciyj-
4,J

S, agissant par permutation sur les monomes, & (o) est le nombre de monémes de S de degré (i, j)
fixés par o. En conséquence :

a) Pour o = id, les mondmes fixés par id sont les monoémes x‘f‘lylﬁl x5? y§2, a1, f1 ayant la méme parité,

Qa, B2 ayant la méme parité. Donc :

£(id) = (%)2

b) Pour o = (12), les mondémes fixés par (12) sont les mondmes (z122)*(y1%2)?, a, 3 ayant la méme
parité. Donc :
1+ 1.2,y2

§((12)) = A=D1 g

Par suite :
£(id) + £((12)) L+ zy + 22%y° + 2y’ + 25y + 2°%9° + 2'y*

O(z,y) = 2 T+ 2?1 -2+ 221+ )1 -y )

On note y,, le caractere du sl(2)-module SP2(n). On pose alors :
x(g, h) = Z Xn(q)h" = Z dime SP2(n)y, h"q".
n=0 n,k

De maniere semblable a la preuve de la proposition E :
qﬁ + h2q6 + h4q4 + 2h4q6 + h4q8 + h6q6 + h8q6
(h?q* + 1)(h* + ¢*)(hg + 1)*(q — h)*(h + q)*(hg — 1)*

En développant cette fraction rationnelle en série relativement a h :

x(q,h) = ®(hg,h/q) =

xolg) = 1,

x2(q) = +1+q72,

xa(@) = 2¢*+2¢°+3+42¢%+2¢7",

xe(q) = 2¢°+3¢" +4¢®> +4+4¢7 2+ 3¢ +2¢7C.

(Notons que S (n) = (0) si n est impair, donc SP2(n) = 0 si n est impair).

Appliquons la proposition [f pour k& = 0. Le caractére de S(2) ® S(0) + S(1) ® S(1) est x2(q), donc
(5(2) ® 8(0) + 8(1) ® S(1))(z) = (0), done 1 ¢ {§F2, 572},

sl

Appliquons la proposition | pour k = 2. Le caractere de S(6) ® S(0) + S(5) ® S(1) + S(4) ® S(2) +
S(3) ® S(3) est :

X6(@) + xa(@)x2(q) = 4¢° + T¢* + 11¢° + 11 + 11> + 7¢~* + 4¢~°,
donc (S(6) ® S(0) +5(5) @ S(1) + S(4) ® S(2) + S(3) ® S(3))4(2) = (0), donc D* ¢ {SP2, 5P},

En conclusion, seuls 1 et D? n’appartiennent pas & {SB2, 552}, Donc dimc HPy(S52) = 2. O

11



3.3 Calculs pour A,

3.3.1. Soit S’ = C[x1, x2, 3, Y1, Y2, y3], muni du crochet de Poisson donné par :

Lhl e [y | @0 | y2 | w3 | y3
T 0 1 0 0 0 0
vi |10l oOo]o]o0]oO
T2 0 0 0 1 0 0
y2 | 0 lO|l=1]0] 00O
x3 0 0 0 0 0 1
ys | OOl O]O][=1]0

G = As = S3 agit par permutation des indices. S est la sous-algébre de S’ engendrée par x1 — o, T1 — T3,
y1 — Y2 et y1 — y3. C’est une sous-algebre de Poisson graduée et un sous As-module; en fait :

S'=8Slz1+x2+ 23,91 +y2 +y3] @ S.
Comme x1 + x2 + T3 et y1 + y2 + y3 sont As-invariants :
(S/)A2 = Sz + 22 + 3,91 + Y2 + 3] ® 542,

De plus, S est I'algebre des polynémes en les éléments :

ay = 2x1 —To — T3,
az = —x1+ 212 — 3,
bi = 2y1—y2— s,
by = —y1+2y2—ys.
On pose également :
az = —r1 — T3 + 2x3, bs = —y1 — y2 + 2ys,

de sorte que :

a) A agit sur aq, as et ag par permutation des indices.
b) As agit sur by, be et b par permutation des indices.
¢) ag+azs+az3=0et by +by+b3=0.

d) Le crochet de Poisson de S est donné par le tableau suivant :

{,} al b1 as b2
ap | O 6 0 |-3
by | -6 0 0
azg | 0 |=3] 0 6
ba 3 0|—-6| 0

w

3.3.2. Mettons en évidence la copie de s[(2) de S42 :

Lemme 9 Considérons les éléments de S suivants :

B — a%—l—a%—i—a% _ a%—i—a%—l—alag
18 9 ’
P DT b3 4 b3 _ DT b3+ biby
18 9 ’
g o a1y + agbs + agbs _ _ 2a1b1 + aiby 4 biag + 2a2by
9 9 ’

Alors (E, F, H) vérifie I’hypothese c¢).

Preuve. Comme As agit par permutation des indices, F, F' et H sont As-invariants. Le reste se
démontre par des calculs directs. O

12



E, F et H agissent par dérivation sur .S. Donnons leur action sur les générateurs :

aq b1 as b2
E 0 aiq 0 as
F | b 0 [ba| O
H a1 7b1 ag 7b2

Par suite, 'action de FE, F et H est donnée par :

0
{E,.} al(’)bl +a28—bg’
0 0
F = b bo—
{ ) } 18 L + 28(12,
0 0 0 0
{H,.} = a1— tas— —bi— —bo—.

aal 8a2 abl ab2

D’autre part, on a donc S(1)41 = Vect(ar,az) et S(1)_1 = Vect(b1,b2), donc 'hypotheése d) est
satisfaite.

3.3.3. On considere ’élément suivant de S :

1 1 1 1
D= E r1 X2 T3 = albg — blag.
Y1 Y2 Y3

Alors {E,D} = {F,D} = {H,D} = 0. D’apres la proposition , Sei(2) = C[D]. De plus, 0.D = ¢(0)D,
donc, avec les notations de la proposition H, N =2.

3.3.4. Nous pouvons maintenant démonter le théoreme suivant :

Théoréme 10 dimc HPy(S42) = 1.

Preuve. On considere I’élément suivant :

B a? + a% + ag
3

P= = alay + aja3.

Comme Ay agit par permutation des indices, P € S42. De plus, {E, P} = 0 et {H, P} = 3, donc P est
un vecteur de plus haut poids 3, homogene de degré 3. Utilisons la proposition ﬂ, avec P = Q. Par un
calcul direct, on trouve :

3

S ()PP prBTEy = (—144) D7,
=0
> (=P pyp= 0720 = (=36)D7.
=0

Donc pour tout k € N, —36(4 + 2k)D?T2F ¢ {§42 §42} Autrement dit, pour tout ! pair supérieur ou
égal & 2, D! € {S42 §42},

Reste a étudier le cas de 1. On procede comme pour Bs, avec des notations semblables. S est graduée
en mettant les z; en degré (1,0) et les y; en degré (0,1). On pose :

O'(,y) = Y dime (8)*2(i,) 'y, B(x,y) = > dime S, j) 2y’
1,7 1,7
o1, B1,.a2, B2, .as, B3

Une base de " est donnée par les mondmes x7"y)" v5°y5°25°y;°. Soit & ; le caractere du Az-module
S’(i,7) et posons :

§lay) =) & 2.
07

Ay agissant par permutation sur les monomes, &/ ;(o) est le nombre de monomes de S42 de degré (i, )
fixés par 0. En conséquence :

13



a) Pour o = id, les monomes fixés par id sont les monomes x5y 25252 252y Donc :

$tid) = (m)

b) Pour o = (12), les mondmes fixés par (12) sont les mondmes (z122)% (y1y2) 253y

gs. Donc :

1
1-22)1 -y —2)1-y)

¢'((12)) =

¢) Pour o = (123), les monomes fixés par (123) sont les monomes (x1z223)% (y1y2y3)?. Donc :

, - 1
=Ty
Par suite : id) 4 3¢/((12 0¢/((123
(o) - L1 3E02) +2028)
Comme (S")42 = S[xy + 22 + 3, Y1 + Y2 + y3] ® 42, &' = mfb et donc :

1+xy+acy2+x2y+x2y2+x3y3
(x+ D@2 +2+1)1—2)2(y+ D)2 +y+ 1)1 —y)?

(I)(‘T’y) =

Comme pour Bs, en notant Y., le caractere du sl(2)-module $42(n) :

q5+h2q5+h3q4+h3q6+h4q5+h6q5
(hg +1)(h+ q)(h% 4+ hq + ¢?)(h2¢® + hq + 1)(h — q)2(1 — hq)?

> xnlg)h™ = ®(hg, h/q) =
n=0

En développant cette fraction rationnelle en série relativement a h :

xolg) = 1,

xi(q) = 0,

x2(@) = @C+1+4q77

xslg) = CHa+a+q7,

xale) = ¢+ +2+¢ ¢

Xs(@) = ¢©+2¢°+2q+2¢7" +2¢7° +¢7°,

x6(@) = 2¢°+2¢" +3¢° +3+3¢%+2¢*+2¢7F,

xr(@) = ¢ +2¢° +3¢+3¢+3¢7 +3¢7 +2¢ "+ ¢,

xs(q) = 2¢°+3¢° +4¢* +4¢> +54+4¢72 +4¢7* + 3¢ % +2¢78,

xo(q) = 2¢° +3¢" +4¢° +5¢° +5¢+5¢ " +5¢3+4¢7° +3¢7 " +2¢7°,
x10(q) = 2¢"° +3¢® +5¢° +5¢* +6¢° +6+6¢%+5¢ 1+ 5075 + 3¢5 +2¢71°.

Appliquons la proposition | pour & = 0. Le caractere de S(2) ® S(0) + S(1) ® S(1) est x2(g), donc
(S(2) ® S(0) + S(1) @ S(1))4() = (0), donc 1 ¢ {S42, 542}

En conclusion, seul 1 n’appartient pas & {542, S42}. Donc dimc HPy(S42) = 1. O

3.4 Calculs pour G,

3.4.1. On reprend les notations du paragraphe précédent. Comme Gy = Ag x (—1Id), S¢2 = (SAZ)(_M),

par suite :
oo

89 = P 54 (2k).

k=0

Donc E, F,H, D? € §%2. Par suite, S92, = C[D2].
s1(2)

3.4.2. Nous pouvons maintenant démonter le théoreme suivant :

14



Théoréme 11 dimc HPy(S%2) = 3.

Preuve. On considere les éléments suivants de S :

P = af+ad§+a}
= 2a% + 2a$ 4 6aSay + 15a]a3 + 20a3a3 + 15a3a3 + 6a1a3,
Q = a?(GQbQ + agbg) + ag (a1b1 + agbg) + ag(albl + a2b2)

—aibi(aj + aj) — asby(ai + a3) — a3bs(ai + a3)
= —2a8asby — 2a1b1aS — 5adalbs 4+ 2a5biaZ + 5adasby + batbiad + 2a2adby — 5albial.

Comme A, agit par permutation sur les indices, P et () sont As-invariants. Comme ils sont homogenes
de degrés pairs, ils sont dans S¢2. De plus :

{Eﬂp}zoﬂ {HﬂP}ZGPﬂ {E7Q}:Oﬂ {HvQ}:GQ;

donc P et @) sont des vecteurs de plus haut poids 6. Utilisons la proposition ﬂ Par un calcul direct, on
trouve :

6

Z(—Ui{P(ﬁ*%),Q*(ﬂ*%)} = 207360D°,
1=0

6

> (=D)H{PE) DI~ = 25920D7.
1=0

Donc pour tout k € N, 25920(8 + 2k) D642k ¢ {§%2 §%21. Autrement dit, pour tout [ pair supérieur ou
égal & 6, D! € {52 G2},

Reste & étudier les cas de 1, D? et D*. Comme 1 ¢ {S42,842} 1 ¢ {S%, 851, Appliquons la
proposition E pour k = 4. Nous avons calculé le caractere de S42(n) pour n < 10 dans la section
précédente et donc le caractere x,(q) de S¢2(n) :

xolg) = 1,
x2(q) = @+1+q7,
xal) = ¢+ +2+¢7+q 4,
x6(@) = 2¢°+2¢*+3¢> +3+3¢%4+2¢*+2¢76,
xs(@) = 2¢°+3¢° +4¢* +4¢> +5+ 4¢3+ 471 + 3¢ +2¢78,
x10(q) = 2¢"°+3¢°+5¢° +5¢" + 6% + 6+ 6> +5¢ " +5¢° +3¢7% +2¢7 7.

(xn(g) = 0 si n est impair). Par suite, le caractere de S¥2(6) ® S¥2(0) + S (4) ® S92(2) est :
X6 + Xoxa =3¢ +4¢" + T* + T+ 77> + 47" + 3¢7°,

donc (592(6) ® S92 (0) + S92(4) ® SC2(3)) = (0). Par suite, D? ¢ {S%2, 5C2},

s0(2)

Appliquons la proposition ] pour & = 4. Le caractere de S2(10) ® S2(0) 4+ S (8) ® S%2(2) +
SG2(6) @ S92 (4) est :
x10(q) + xs(2)x2(q) + x6(q)x4(q)
= 6% + 12¢% + 23¢5 + 28¢* 4+ 35¢% + 35 + 35¢ 7% + 28¢* +23¢ 6 + 12¢78 + 647 1°,

donc (592(10) ® S¢2(0) + S2(8) ® S92 (2) + S92(6) ® 5> (4))5[(2) = (0). Par suite, D* ¢ {S%2 §%21.
Enfin, seuls 1, D? et D* n’appartiennent pas & {S%2,5%2}. Donc dimc HP,(S%) = 3. O
3.4.3. Remarques.

a) {542,542} est un idéal : c’est 1'idéal d’augmentation de S42.

b) {SP2,5P2} n'est pas un idéal de SP2. En effet, E = 1{H,E}, F = —1{H,F} et H = {E, F}, donc
E, F et H appartiennent & {S?2 552}, Un calcul direct montre que :

H? + 4EF = D>,

Or D? ¢ {SB2, 852} qui n’est donc pas un idéal.
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¢) {5%,5%} nest pas un idéal de SC2. En effet, E = :{H,E}, F = —1{H,F} et H = {E, F}, donc
E, F et H appartiennent & {S%2, S92}, Un calcul direct montre que :

-1
H? + 4EF = — D2
27

Or D? ¢ {S%2,8%2}, qui n’est donc pas un idéal.

4 Présentations des algebres d’invariants par générateurs et re-
lations pour les trois groupes de Weyl de rang 2

4.1 Cas de A,

4.1.1. Reprenons les notations du paragraphe @ Rappelons que 542 est N2-graduée en mettant ay,
az homogenes de degré (1,0) et by, bo homogenes de degré (0,1). La série formelle de Poincaré-Hilbert
de S42 est :
1+ zy + 2y? + 22y + 22y + 239°

(1—2?)(1—2%)(1 —y?)(1—y?)

4.1.2. Considérons les éléments suivants de S42 :

(I)(xay) =

2 2
aiag + agaz + ajas ai + a5+ ajaz

Sl = 9 = 9 )
aiasas ala% + aga%
Tl = - = )
9 9
U = _ alb% + agb% + a3b§ . 2a1b1bs + 2a9b1boy + alb% + agb%
o 9 B 9
bibg + bobs + bibs b2 + b3 + biby
52 = - = ;
9 9
b1b2b3 blb% + bgb%
T2 - = )
9 9
U, — a%bl + a%bg + a%bg . 2a1a9b1 + 2a1a9b1 + a%bg + a%bl
y = — =
9 9
o a1by 4 agby +azbs _ 2a1by + aiby 4 azby + 2a2by
B 9 B 9 ‘

Comme Ay = S3 agit sur (ai, as,as3) et (b1, ba, bg) par permutation des indices, ces éléments sont bien dans
S42_On note R = C[Sy, T}, S2, T»]. Par la théorie des fonctions symétriques, S; et Ty sont algébriquement
indépendants et Sy et T, sont algébriquement indépendants. Par suite, R est une algebre de polyndomes
a quatre variables et sa série de Poincaré-Hilbert est :

1
(1—2?)(1 =231 -y*) 1 -y?)

Lemme 12 Tout élément de S s’écrit de maniére unique :
Py+ PiH + PH? + PyH? + QuUy + Q2Us,

avec Py, Py, Py, P3, Q1, Q2 des éléments de R. Autrement dit, S42 est un R-module libre de base (1, H, H? H>,Uy,Us).

Preuve. Unicité. Supposons que Q € S42 s’écrive :
Q= Py+ P H + PH? + PyH? + Q1Uy + Q2Us,

avec Py, P1, Py, P3,Q1,Q2 des éléments de R. On introduit I’action de Ay par automorphismes d’algebre
sur S suivante : pour tout o € Ss,

O *a; = 0.0; = Qg (s), oxb; =b;.

Comme S7, T1, Sy et Th sont invariants sous cette action, les éléments de R sont invariants sous cette
action. Par suite, pour tout o € S5 :

0xQ=Py+ P (oxH)+ Py(ocx H*) + Ps(0 % H*) + Q1(0 x Uy) 4+ Q2(0 * Us).
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On a donc :

1 H H? JiE U, U, P
(12)x1  (12)xH (12)xH?> (12)xH? (12)xU; (12)*Us Py 12Q
(23)x1  (23)xH (23)%H? (23)«H? (23)xU;  (23) % Us | (123) *Q
(123)x 1 (123)« H (123)x H? (123)x H? (123)xU; (123)% Uy J (132)*Q
(132)« 1 (132)« H (132)« H2 (132)« H3 (132) %0, (132) % U 0, (13)*Q
(13)«1  (13)xH (13)xH2 (13)xH® (13)%U; (13)%Us Qs (13)*Q

Le déterminant de la matrice du membre de gauche est :

-1
o7 (@1 — a2)°(a1 = ag)*(az — az)* (b1 — b2)* (b1 = b3)” (b2 — b3)”
-1
= ?(al — a2)3(2a1 + a2)3(a1 + 2@2)3(b1 — b2)3(2b1 + bg)s(bl + 2b2)3.

Il est donc non nul. Par suite, les P; et les (); sont entierement déterminés en multipliant le vecteur du
membre de droite par 'inverse de la matrice du membre de gauche.

Ezistence. D’apres ce qui précede, le R-module M engendré par 1, H, H?, H3, U; et Us est libre de
base (1, H, H?, H3,Uy, Us). Par suite, sa série de Poincaré-Hilbert est :
1+ 2y + 22 + 22y + 229 + 25y°
(1-22)(1-2%)(1-y?) (1 —y?)

C’est également la série de Poincaré-Hilbert de $42. Comme M C S42, M = S42. O

4.1.3. Remarque. La preuve du lemme précédent est algorithmique et permet donc de calculer ex-
plicitement la décomposition des éléments de S“42 dans la base (1, H, H?, H3, Uy, Us).

4.1.4. Nous pouvons maintenant donner une présentation de S42 :

Théoreme 13 S42 est engendrée par Si, Ty, Uy, Sz, Ta, Uy et H et les relations suivantes :

H* = —48%S82 —3T\ToH + 55,5 H? — T1SoU; — S1ToUs,
HU, = —38Ty— SyUs,
HU, = -3T1Sy— S.Ui,

U = 128,52 — 35,H? + 3T5Us,

U3 = 12828, —3S,H? 4+ 3T U\,
UUy = 91Ty —1251S,H + 3H?.

Preuve. D’apres le lemme précédent, S42 est engendrée par Sy, Th, U1, Sa, Ts, Us et H. Les relations
entre ces éléments sont données en décomposant les produits des éléments de la base (1, H, H?, H®, Uy, Us)
du R-module $42 dans cette méme base. Des calculs directs utilisant 1’algorithme de la preuve du lemme
précédent donnent le résultat annoncé. O

4.1.5. Le tableau suivant donne le crochet de Poisson entre les générateurs de S42 :

St So T T H Uy Uy
S1 0 —H 0 U —257 20U 3T
So H 0 —-U, 0 255 =315 —2U,
T 0 Us 0 —65155 +3H2 -3T4 —651H 6512
> | —=Uh 0 6515, — 3H? 0 3Ts —653 6S.H
H | 25 | —25; 3Ty 3T 0 -Uy Us
Uy | —2Us | 3T% 651H 652 U 0 —30515, + 3H?
Us | =31y | 2U, —6512 —6SoH —U, | 308,5, —3H? 0

En particulier, H = {Sg, Sl}, U, = {SQ,TQ} et Uy = {Tl, SQ}

4.1.6. Enfin, on peut aisément montrer que les formules précédentes définissent un crochet de Poisson
sur lalgebre de polynémes C[Sy,,T1,Us, S2,To, Us, H|. (Il suffit de vérifier I'identité de Jacobi sur les
sept générateurs, ce qui se fait par un calcul direct long, mais sans difficulté).
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4.2 Présentations de 5S¢ et SB2

4.2.1. Reprenons les notations du paragraphe @ Comme S est la somme directe des composantes
homogenes de degré pair de S42, on déduit immédiatement les résultats suivants :

Théoréeme 14 i) S est engendrée par Sy, T| = T2, So, Ty = T2, Z = T\ T, H, Uy = TWU,
Uiz = T1Us, Uay = 13U; et Uz = ToUs.

ii) Posons R' = RN S = C[S1, T}, S, Ty, Z]. Tout élément de S¢2 s’écrit de maniére unique :

Q= Py+ PiH + PoH? + PsH? + Q11U11 + Q21U21 + Q12U12 + Q22Uss,

ou les P; et les Qji sont des éléments de R'.

iii) SG2 est engendrée par Sy, T}, Sz, Ty, Z, H, U1, Uiz, Usy et Usy et les relations suivantes :

Z: = T\Ty,
H* = —48282 —3ZH + 551SoH? — SoUy; — S1Uss,
HU;1 = —351Z — S3Uss,
HU;;, = —3ST] — SoUi,
HUy; = —387T5— SoUsa,
HUsyy = —3537Z — S3Usy,

U = 128,S2T] — 38T H? 4 3T |Usy,
UnUa = 9ZT] —125,SyT{H + 3T H?,
UnUsy = 1281527 — 389 ZH? + 3ZUsy,
UpnUs, = 97°%—128,5,ZH +3ZH?3,

UL = 12828, —3S,T{H? 4 3T|U14,
UpUsy = 977 —128,S,ZH + 3ZH?3,
UpUpy = 128287 —38,ZH? + 32Uy,

U2, = 128,S2Ty — 3SyTyH? 4 3TyUss,
UnUs = 92Ty —128,SoTyH + 3TyH?,

Ui, = 1282815 —3S,TyH? + 3T5U1;.

4.2.2. Reprenons les notations du paragraphe @ Par une méthode semblable & celle utilisée pour As,
on montrerait le résultat suivant :

Théoréme 15 i) SP2 est engendrée par Sy = x? + 23, So = 2323, Th = vy} +y3, To = yiu3,
Zy = xyr + Tay2, o = T11%2Ya, L3 = 11y + Tayl et Zy = xiy1 + 13y

ii) Posons R = C[S1,T1,S2,T5]. Il s’agit d’une algébre de polynomes ¢ quatre variables. Tout élément de
SB2 s’écrit de maniére unique :

Q=P+ PiZ1+ P22} + P32} + Py Zt + QoZo + Q375 + QuZy,

ot les P; et les QQ; sont des éléments de R.
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iit) SB2 est engendrée par S1, Th, Sa, Ts, Z1, Za, Z3 et Z4 et les relations suivantes :

S2r2  38,T
7 = 168,Ty — 5S5T2 — 55T + 12 Ly #Z?
S2T, S1T?
- <4S2T1 - =5 1> Zs+ <481T2 - 12 1 > Zy,
SlTl 1 3 Sl Tl
I1Zy = Z -4y ——Z3s— — 7
122 1 A + 141 12T A
7173 = —SiTo+TZ? — T\ 2o,
21 Zy = =S+ S1Z7 — S1 2,
Z22 = S2T27
S, T? T, ST T2
Zolis = — 5115 | Z —7z Z3 T —— | Z
243 ( 1 Sily )| 21y + — 11 1 277 4,
S27y 51 S? STy
ZyZy = L= ST ) Z Sy —=L) Zs - Z
244 ( 1 2 1) 1+ — 4 2 1 3 1 2
72 = —S\TW\Te+ (T? — To)Z3 + (4Ty — 2T7) Zs,
5872 58Ty 58T, 1., 3T
Z3Zy = 45515 — — 77 — =71 — A
344 242 1 1 + 1 i34 9 2,
72 = —S$18,T + (S? — S5)Z% + (45, — 252)Z,
5 Sous-groupes de (+1)"

5.1. Soit maintenant G un sous-groupe de (+1)™ agissant sur S = Clx1,...,Zpn,Y1,...,Yn] €t sur
Palgebre de Weyl A = A,,(C) de la maniére suivante : en notant p1,...,pn, q1,- - -, ¢n les coordonnées de
AH(C>5

(€1, . y€n); = €y, (€1, y€n)Di = €Piy
(€1,--€n)yi = €Yis (€1,.. - €n)@ = €.

5.2. Nous avons le théoreme suivant :
Théoréme 16

.. ) ) i—1 n-v
dime HPO(SG) _ { 0 S.Zl existe i tel que G C (£1) X {1} x (£1)
1 stnon.
. G B 0 51(71,,71)¢G7
dimc HHo(A™) = { 1 sinon.

Preuve. Pour tout 1 < i <n, g; = Vect(2?, z;y;, 2?) est inclus dans S est forme une algebre de Lie
isomorphe & s[(2). Par suite, comme dans les exemples précédents, avec g = g1 @ ... ® gy, la composante
isotypique triviale SgG de S¢ sous l'action de g est un complémentaire de {S“, S¢}. D’autre part :

S¢ C ﬁKer({wf,-)ﬂﬁKer({yf,-})
c fyre ()i (o)
< e ()0 e (52)
C (E[:L‘l,...,xn]ﬁ(C[yl,---vyn]

c C.

Donc 5§ = C et S¢ = C+ {59, 5°}. Par suite, dimc HPy(S9)P = 0si 1 € {S¥, S} et 0 sinon.
Supposons qu’il existe i tel que G C (1) x {1} x (£1)"~%. Alors x; et y; € S€ et donc 1 = {x;, 5} €
{S%, SE}. Sinon, G agit sans points fixes sur Vect(zy, ..., Zn, Y1, ..., Yyn) et donc la composante homogene
de SY de degré 1 est nulle. Comme {, } est homogene de degré —2, 1 ¢ {S¢, S,
Enfin, rappelons que dimc HHy(A®) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant sur
Vect(zy,...,oy,) sans points fixes. Le seul élément de (+1)™ agissant sans points fixes étant (—1,...,—1),
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le résultat sur dimc HHo(A%) est immédiat. O

5.3. Remarque. Dans tous les cas, on a dimc HPy(S%) > dimc HHo(A%). Ces deux nombres ne
sont pas nécessairement égaux, comme le montre le troisieme exemple ci-dessous :

i) Pour G = (£1)"~! x (1), alors dimc HPy(S%) = dimc HHy(A%) = 0.
i) Pour G = {(e1,...,e,) € (£1)" /€1 ... €, = 1}, avec n pair, dimc HPy(S¢) = dimc HHy(A%) = 1.

ii) Pour G = {(e1,...,€n) € (£1)"/e1 ... €, = 1}, avec n impair supérieur ou égal & 3, dimc H Py (S¢) = 1
et dime HHy(A%) = 0.

5.4. En particulier, pour I’exemple 7ii), les constantes sont dans [A%, A%]. Voici une maniere de les
exprimer :

Proposition 17 Dans A%, avec les notations de l'exemple iii) ci-dessus :
Z (D)% ¥[zy ... Zn, Y1 .- Yn) = 2,
(zi,y:)=(pi,q:) OU (gi,pi)
0l gy désigne le nombre de x; égauz a g;.

Par exemple, pour n =1 et pour n =3 :

[pl, (h] - [(h,pl],
[P1P2P3, q1G293] — [q1P2p3, P12q3] — [P1q2ps, 1p2q3] — [P1P2qs, 4192ps3]
+[P142q3, q1p2p3] + [q1P243, P12ps] + [q192p3, P1P2q3] — (919243, P1P2p3]-

2
2 =

Preuve.
Premiere étape. Dans A, on pose, pour tout 1 <i<n:

2 2 1 .M.
Bl g % g Pt
2 2 2

Alors g; = Vect(E;, F;, H;) munie du crochet [,] est une sous-algebre Lie de A isomorphe & s((2). En
posant g = g1 + ...+ gn, g est une sous-algebre de Lie de A isomorphe a 5[(2)69". Elle est de plus incluse
dans A%, donc A% est ainsi muni d’une structure de g-module. De maniére semblable & la preuve du
théoreme E, la composante isotypique triviale de A est C.

Deuziéme étape. Considérons 1’élément suivant de l'algebre A ® A :

X = (pl@ql —q1 ®p1)"'(pn®QH_Qn®pn)'
En développant :
X = Z (D)% vxy ... QY1 - Yn,
(zi,yi)=(pi,q:) OU (qi,ps)

donc X € A ® AY. D’autre part, g agit par dérivation sur A et donc agit également par dérivation sur
A ® A. Par suite, pour tout 1 <i<n :

EX = @0 —qa®p).. . E(pi®¢G—¢Opi)... 0n @ ¢n — ¢ @ppn) +0
= MQa—q®p1)...(Eipi®¢+pi@FEiqi—Ei.qi®pi —q; @ Eipi)...(0n @ ¢n — qn @ P)
= MmOa—q®p1)...(0+p; @p; —p; @p; —0) ... (Pn @ gn — Gn @ Pr)
= 0,

FiX = moa—qa®p).. . Fpi®6G—q¢Opi). .. (0n @ an—Gn ®@pn)+0

Il
)

POG—q®p1)... Fipi®¢+pi @F.qi — Fiqi ®pi — ¢ Q@ Fy.pi) ... (Pn @ Gn — gn @ Pn)
MO —@®p1) ... (Gi®¢G+0—-0—¢¢)...(Pn Q@ dn — @n @ pn)

)

Il
O/—\

=
S
\

PO —qOp1).. . Hi(pi®e¢G —q¢@pi)...([0Pn @ an — Gn @®pn) +0
PO —qOp1)... Hipi®q+piQH;qs —Hi.qi®pi — ¢ @ Hipi) ... (Pn ® gn — ¢n @ Pn)
MO —®p1).. Pi®G—PiDG+GRDi— G RDi) - (Pn @ G — G @ Pr)

(I .
O M/~
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donc X est dans la composante isotypique triviale de A @ AC.

Troisiéme étape. L'identité de Jacobi montre que [,] : A9 ® AY — A% est un morphisme de g-
modules. Par suite, [X] est dans la composante isotypique triviale de A%, c’est-a-dire dans C. Pour
calculer [X], il suffit donc de calculer le terme constant de chacun des [z1...2Zn,¥y1 ... yn] dans la base

(P .. perg? . qP), pen de A. Trois cas se présentent.
i) Il existe 4,5 € {1,...,n} tel que z; = p; et y; = p;. Alors :

[T1. Tps Y1 Un] =1 TnY1 - Yn —Y1---YnT1...Tn € PiA+ DA

€piA €Ep; A

Or une base de p; A+ p; A est (p7* .. .pf{anl @) ai>0 ou a;>0- Par suite le terme constant de
[Z1 .. Zn, Y1 - .. Yn] est nul.

ii) Tous les z; sont égaux & p;. Une récurrence montre que pour tout k¥ € N*, dans l'algébre de Weyl

Ak ((C) :

k-1
[p1-..pr,q1 - - - qi] :Z Z Dy NP 1Y AR 3

§=01<i1 <...<i; <k

Par suite, le terme constant de [p1 ...pn,q1 ... qn] est (—1)?7170

=1 car n est impair.
iii) Tous les x; sont égaux a ¢;. Par antisymétrie de [,], le terme constant de [q1 ... ¢n,p1...pn] est —1.

En conclusion, le terme constant de [X] est 1 + (—1)"(—1) = 2. Comme [X] € C, [X]=2.0O

5.5. Remarque. On a montré au passage que S et A sont deux 5[(2)@n—modules. On peut montrer

que le morphisme de symétrisation de S dans A est un isomorphisme de 5[(2)®"—m0du1es; comme il
commute & I'action de G, il induit un isomorphisme de s[(2)®"-modules de S¢ dans A°.

6 Sous-groupe de (3%)”

6.1. Soit n € N, plus grand que 2. Considérons le sous-groupe suivant de (3%)” :

G:{(El,...,En)e (312) /E1+...+En=6}.

Ce groupe agit sur S = Clz1,...,2Zn, ¥1,- .-, Yn) munie du crochet de Poisson standard et sur l'algebre de
Weyl A = A,(C) de la maniére suivante : en notant p1,...,Pn, q1,- .-, ¢y les coordonnées de A, (C),
(k1o k) = (Fa,
(k1o kn)ys = My
(klv . ) kn)p’b = gkipia
(kla' akn>% gikiqiv
ou (= e’
6.2. Nous avons le théoreme suivant :
Théoréme 18
dimc HPy(S¢) = 2" -2,
2
dime HHo(A®) = 3 (2nt = (—1)" ).
Preuve.
Premiére étape. Pour tout i € {1,...,n}, considérons t; = z;y; € S et posons g = Vect(ty, ..., tn);

il s’agit d’une sous-algebre de Lie de S¢. De plus :
{ti, a7 . ..J;g"yfl oyl = (B — ay)alt .. .xf{”yfl oyl
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Donc g agit de maniere semi-simple sur S et donc aussi sur S“. Sa composante isotypique triviale est

Clt1,. .. ,ty]. Comme dans les exemples précédents, on en déduit :
S¢ = Clty,...,tn] + {S%, S},

Clt1,. .-y tn

HPy(S%) = by, bl

Clt1, ..., to] N{SE, SC}
De plus, dans S, si (ag,...,a,) € N* :
{t ot yly = el R
3(ay +3)at X2 Oyt @it yon

_ (e %1 a;+2 Qo
= g0 o

Donc < #2,...,t2 >C Clt1,...,t,] N {SF, S}. Par suite :

C[tlv s atn]
<32 >
HPy(S) = Lo .
"= Gt (59,59
<t ... 12>
_ Clty,...,ts] e s . T ra—Te :
On pose R = 2 2 Il s’agit d’une algebre ayant pour base (] ...tn" )o<a,<2, donc de dimen-
1y btn
Clty,...,tn] N{SE, SC
sion 2". On pose J = [ 5 n] 01 }, de sorte que HPy(S%) = R/J.
<tf, ..., t2 >
Deuzieme étape. S¢ est engendrée par les monomes fixés par G. Soient (aq,..., o) et (By,...,0n) €

N". Alors :

oSyt yBe € §C

<~ V(El,...,En)GG, kl(al—ﬁl)—i—...—l—kzn(an—ﬁn)z()[?)]
<~ 3INe{0,1,2},Vie{l,...,n}, oy — B; = A\[3].
On a donc :
C[tla"'vtn]m{scasc}
{aSr xS 0y
= Vect o 8 o 3 s G s
oyt oy )yt YO € SOV — B+ i — 6 =0
i — Bid )T it gt
v | e s sy

=1
F0<A<2, Vi, 0 — B = A8l ai — B+ — 6 =0

Supposons qu’il existe i, tel que «;, B;, 7; ou §; soit supérieur ou égal a 3. Alors tous les monomes
apparaissant dans {z$7 .. 2%yt P 20 xrmy® L y0n) sont dans < ¢2,...,t2 >. Par suite :

n

Z(O&Z’}% — 6i5i>t?1+71 N t?iJr’Yiil e tf{"Jr’Y" /

=1
F0<ALS2, Vi, 0 =B =AB], s — Bi +7i — 0 =0, 0 <y, By, v, 6 < 2

J =Vect

Par la suite, nous noterons J cet espace. Considérons un élément générateur de J pour lequel A = 0.
Comme pour tout i, a; — 3; = 0[3] et —2 < o; — §; < 2, nécessairement o; = F;. De méme, v; = §;, donc
(aivi — Bid;) = 0. Par suite :
n
i i—1 n n
Z(ai% — ﬁi(si)t?l—i_vl .. .t? + . .ﬁ% At /

i=1
<AL, Vi, 0 —Bi =3, s — i +7 — 6 =0, 0 <, Bi,7i,0; <2

J =Vect

Troisieme étape. Considérons un élément générateur de J pour lequel A = 1. Comme pour tout i,
a; — B =1[3] et =2 < ; — B; < 2, nécessairement :

oy = B + 1, a; = B — 2,
{ vi=0; —1 Ou{ vi=0; +2
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a ans le premier cas, on obtient (o;, 5;,7vi,0;) € . Quatre
) D ]‘ p i ) b i ( aﬁa’Yaé) {(13030)1)’ (13031)2)7 (2)170)1)7 (2)1)172)} Q
sous-cas apparaissent :

i) 1l existe j tel que (ay,55,75,0;) = (2,1,1,2). Alors tous les monémes apparaissant dans le
générateur ont une puissance en t; supérieur ou égale a 2, donc sont dans < t2,...,t2 > : le
générateur est nul.

i) Il existe j, k distincts tels que (o, 85,75, 0;) et (ak, Bk, Y&, 0k ) sont des éléments de {(1,0,1,2),(2,1,0,1)}.
Alors tous les monomes apparaissant dans le générateur ont une puissance en t; ou en
supérieur ou égale & 2, donc sont dans < t3,...,t2 > : le générateur est nul.

”Z) Il existe j tel que (aja ﬁja Vi 5]) € {(15 0,1, 2)? (25 1,0, 1)} etsik 7é Js (aka Bk, V&> 6k) = (15 0,0, 1)

Alors le générateur vaut 2ty ...%,.

n
iv) Si pour tout j, (e, 55,7;,0;) = (1,0,0,1), alors le générateur vaut Ztl coti1tiin ..ty
i=1
b) Dans le second cas, pour tout 4, (a;, B;, ¥4, ;) = (0,2,2,0) et donc tous les monoémes apparaissant dans
le générateur ont une puissance en t; ou en to supérieur ou égal a 2, donc sont dans < t3,... 2 > :
le générateur est nul.

Le cas ot A = 2 se traite de la méme maniére, en permutant les roles de («y, 5;) et (74, d;). On obtient
donc :

n
J = Vect <t1...tn,2t1...ti1ti+1...tn> .
1=1

1l s’agit donc d’un espace de dimension 2. Comme HPy(S¢) = R/J, HPy(SY) est de dimension 2" — 2.

Quatriéme étape. La dimension de HHy(A%) est le nombre de classes de conjugaison de G agissant
sans points fixes, c’est-a-dire le nombre d’éléments de G sans composantes nulles. On pose, pour n > 1 :

ancard<{(a,...,m e (%{6})” STt T 6})

On pose également ag = 1. On a alors :

=3 1= "a,.
G| =3 +;<l a

Par suite, en passant aux séries génératrices exponentielles :

+oo 3n—1 +oo an +oo "
> (S (S5)

n=1 n=0 n=0

Par suite :

1 2
Donc a,, = dimc HHy(A) = 3 (2" +2(-1)") = 3 (2"t = (-1 1).o
6.3. Remarque. Par suite,

dime HPy(SC) — dime HHo(A%) = = (2" + (=1)" "1 = 3).

wil N

Cette différence tend donc vers +o0o quand n tend vers +oo.
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