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Résumé : 

Dans cet article, on propose une méthode de synthèse modale robuste des structures stochastiques en élastodynamique non-
linéaire. La stratégie proposée consiste à coupler la méthode des éléments finis stochastiques (SFEM) et une méthode de 
condensation dynamique de type Karhunen-Loève enrichie vis-à-vis des modifications paramétriques stochastiques en vue de 
construire un modèle aléatoire réduit robuste. 
L’utilisation d’une méthode des perturbations basée sur une approche modale permet d’obtenir une synthèse rapide de la réponse 
aléatoire. Le couplage de cette approche avec la méthode de condensation robuste permet de traiter des structures complexes dont 
le modèle éléments finis est de grande taille. L’intérêt de la méthode proposée et ses performances, sont illustrés par un exemple 
de simulation numérique. 

Abstract : 

In this article, one can propose a robust modal synthesis of stochastic structures in non-linear elastodynamic. The proposed 
strategy consist in coupling the stochastic finite elements method (SFEM) and a dynamic condensation method of enriched 
Karhunen-Loeve type vis-a-vis of the stochastic parametric modifications in view to construct a robust reduced uncertain model.  
The exploitation of a perturbation methods based on a modal approach permits to obtain rapid modal synthesis of the random 
response. The coupling of this approach with the robust condensation method allows the treatment of the complex structures of 
which the finite elements model is of large size. The interest of the proposed method and its performances will be illustrated by a 
numerical simulation example. 

Mots clefs : 

Eléments finis stochastiques ; Transformation de Karhunen-Loève ; Méthode des perturbations modale. 

1 Introduction 
Les calculs prévisionnels des systèmes mécaniques ou des structures en phase d’avant projet ou de projet 
présentent souvent des écarts entre les résultats des modèles mathématiques et les essais. Ces écarts 
proviennent principalement des phénomènes complexes mal modélisés (loi de comportement des matériaux, 
frottement, glissement et jeux aux jonctions,…) ; des incertitudes sur les caractéristiques géométriques et 
mécaniques (paramètres géométriques, caractéristiques du matériau, conditions aux limites, ...) et des non-
linéarités non prises en compte aux interfaces entre les sous-structures. Par conséquent, l’extension des 
méthodes de synthèse modale aux structures non-linéaires est donc très utile dans l’amélioration de l’étude 
du comportement dynamique des structures non-linéaires. 
En plus la prise en compte de l’influence des incertitudes des paramètres de modification permet 
d’améliorer d’avantage les calculs  prévisionnels  du comportement dynamique de ces structures. 
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Dans cette étude on exploite la SFEM et les méthodes stochastiques en vue de faire une analyse de 
variabilité de la réponse dynamique des systèmes à partir des propriétés aléatoires des paramètres de la 
structure. 
Par ailleurs, les méthodes d’analyse stochastiques des structures sont généralement classées en trois 
catégories : les méthodes de simulation type Monte Carlo qui sont souvent considérées comme des 
méthodes de référence, les méthodes de perturbation [1] et les méthodes spectrales et le chaos polynomial 
en particulier [2].  
Dans cette étude, on exploite une approche très récente dite approche perturbative modale [3] basée sur des 
méthodes exactes [4,5], qui permet un calcul efficace des modes propres aléatoires et une synthèse rapide de 
la réponse aléatoire. On obtient des valeurs moyennes, des statistiques extrêmes et des écarts types qui 
donnent une bonne estimation de l’enveloppe de variabilité des solutions. 
En conclusion, dans le but d’obtenir une réduction considérable des coûts de calcul et une bonne 
prédictivité des modèles non-linéaires, on propose une stratégie permettant de coupler la SFEM et une 
méthode de condensation dynamique robuste vis-à-vis des modifications paramétriques stochastiques [6-8] 
en vue de construire un modèle aléatoire réduit robuste. Cette méthode de condensation est basée sur 
l’approche de Karhunen-Loève et permet d'attribuer à des zones ou à des sous structures des d'incertitudes 
spécifiques de niveau faible, moyen ou grand. De plus, l’extension de cette méthode de condensation 
robuste au cas des structures complexes dont le modèle éléments finis est de grande taille et présentant des 
non-linéarités localisées permet d’obtenir une synthèse modale robuste et rapide pour ce type de structure. 

2 Modèle non-linéaire stochastique 

La décomposition de Karhunen-Loève d’un champ aléatoire ( )�H  sur la base des fonctions propres ( )rf x  

est donnée par forme tronquée : 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ∑
q

r =1
r r rH x,θ = µ x + f x ξ θλ  (1)

où ( ){ }rξ θ ,r = 1, ...q  sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes et ( )r r, fλ  

représentent respectivement les valeurs et les fonctions propres d’une fonction de covariance connue. 
La matrice stochastique de masse est l’assemblage des matrices élémentaires : 

( ) ( ) ( )[ ]∪ ∑∫
q

e r =1

T
e r r0

e
M = H x, N N d M  + Mθ θ ≈ ξ θΩ Ω   (2)

De la même manière, la matrice stochastique de rigidité s’écrit : 

( ) ( )∑
q

r=1
r r0K K  + Kθ ≈ ξ θ  (3)

D  est la matrice des coefficients élastiques. 
Pour un niveau d’incertitude, l’équation d’équilibre stochastique de la structure non-linéaire amortie soumise 
à une excitation harmonique déterministe, s’écrit sous la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�⎡ ⎤⎣ ⎦0Z ω + Z ω, U ω, + f U,U = f ωenl
θ θ∆  (4)

avec : ( ) ( )( )2
0 0 0Z ω = -ω M + 1 + i Kη , la matrice moyenne de raideur dynamique ; 

( ) ( )( )∑∆
q

r=1

2
r r rZ ω, = -ω M + 1 + i Kθ η ξ , la matrice stochastique de raideur dynamique ; ( )U ω,θ , le vecteur 

réponse stochastique du modèle ; ( )�f U,U
nl

, le vecteur des forces non-linéaires et ( )ef ω , le vecteur des 

forces appliquées. 
L’équation (4) peut être réécrite sous la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
∆ e0Z ω U ω, + f U,U = f ω, + f ω  

nl
θ θ  (5)

( ) ( ) ( )∆f ω, = - Z ω, U ω,θ θ θ∆  est le vecteur des forces aléatoires associées aux modifications inconnues de 

la structure initiale. La relation (5) est alors interprétée comme l’équation d’équilibre dynamique du modèle 
initial non-linéaire soumis aux sollicitations ( )∆f ω,θ . 

Dans la pratique, la résolution du problème non-linéaire (5), utilisant la simulation de Monte Carlo (MC), est 
très coûteuse. On propose alors de développer une méthode de condensation dynamique adaptée aux 
modèles stochastiques [7]  et utilisant une procédure itérative de Newton-Raphson pour la résolution. 
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3 Méthode de synthèse modale robuste vis-à-vis des modifications 
structurales et des incertitudes 

Le modèle stochastique condensé par une base de réduction du modèle nominal 0T  s’écrit, dans le domaine 

fréquentiel, sous la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
∆

c c c c c c c
e0Z ω U ω, + f U ,U = f ω, + f ω  

nl
θ θ  (6)

On propose de construire la base de réduction 0T  à l’aide de l’approche de Karhunen-Loève (KL) dans le 
contexte de la sous structuration dynamique. 
Les modes optimaux sont extraits des réponses fréquentielles échantillonnées de chaque sous-structure 
soumise aux forces de jonctions aux interfaces. Ces modes ( 1 k M, ... , , ... ,φ φ φ ) sont déterminés par la 

méthode des « Snapshots » dans le domaine fréquentiel, où l’on suppose que ( ) ( )1k x k = , ... ,Mφ  est une 

combinaison linéaire des échantillons : 

1

i,k i=  U
M

k

i=
∑φ α  (7)

où : i ,kα  sont les vecteurs propres du problème : aveck k kC A =  A k = 1, ... ,Mλ  ; C est la matrice de 

covariance de terme générale : ( )T
ij i j

1
C = U  U i , j = 1, ... ,M

M
 et T

k 1,k M ,kA = ...⎡ ⎤⎣ ⎦α α . 

Les réponses ( )iU  i = 1, ... ,M  intervenant dans (7) sont obtenues à partir de l’équation du mouvement 

d’une sous structure soumise aux seules forces de jonctions Fj  : 

( ) ( ) ( )2
0 0 jK -ω M U ω = F ω  (8)

Ces forces étant a priori inconnue, la méthode proposée dans [9] utilise la technique «Single Composite 
Input » pour exciter la sous-structure au niveau des j DDLs de jonctions. Ainsi, à chaque fréquence kω , on 

introduit une force d’excitation ( ) ( ) T

j j kF ω = F ω 0⎡ ⎤⎣ ⎦  sous la forme : 

( )
T

j k
k 1 k 2 k j

1 1 1
F ω = ...

iω i iω i iω i

⎡ ⎤
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦Ω Ω Ω
  avec   2

i = -1  (9)

Les fréquences kΩ  (k=1,2,…,j) sont choisies arbitrairement dans la plage d’échantillonnage [0, Ω].  
Les modes kφ  servent comme base de condensation et la transformation de KL prend la forme suivante : 

[ ]KL 1 kT = ... k M≤φ φ  (10)

L’enrichissement de la base KLT  par les résidus statiques aléatoires utilise les M réponses 
M1

0 0U ,...,U . Pour 

chaque pulsation kω  (k=1,…,M), le vecteur force de modification paramétrique incertain s’écrit : 

( ) ( )
k

2
k 0 kf = - K -ω M U ω∆ ∆ ∆  (11)

La suite de vecteurs 
k

f∆ permet de générer la base de force F∆  et la matrice des résidus statiques 

-1
R = K F∆ ∆  associée aux forces de modifications stochastiques permet de construire la base optimale de 
KL enrichie : 

[ ] KLT = T R∆  (12)

On dispose finalement d’un modèle stochastique condensé pour calculer la réponse de la structure 
stochastique en utilisant la méthode de perturbation modale pour réduire les temps de calcul. 

4 Calcul des réponses aléatoires par la méthode de perturbations modale 
Pour résoudre le problème de mauvaise prédictibilité des réponses stochastiques aux voisinages des 
résonances, on utilise la méthode de perturbation modale. 

La non-linéarité introduite est de type raideur quadratique et cubique ( ) 2 3
f U,U =  U +  U
nl

� β γ , qui peut 

être réécrite sous la forme : ( ) ( )2
f U,U =  U +  U U = K U
nl nl

� β γ . 
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Le problème généralisé 2
0 j j 0 jY = ω M YK  est résolu en premier lieu en vue d’identifier les fréquences 

propres jω  de la structure moyenne et leurs vecteurs propres associées ( )j     Y j=1,....,N . 

Pour évaluer la réponse aléatoire ( )U ω,θ  du modèle non-linéaire, on utilise une suite tronquée de modes 

propres aléatoires ( �N' N ) : 

( ) ( ) ( )∑
N'

j=1
j jU ω, = ω, Yθ α θ θ  (13)

Les coordonnés normales ( )α θj ω,  sont exprimées par : 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

.
T

ej

j 2 T
2

j j nl j

Y f ω
ω, =

-ω + 1 + i ω + Y K Y

θ
α θ

η θ θ θ θ
 

(14)

La décomposition des modes propres aléatoires à l’ordre 1, s’écrit : 

( ) ( ) ( )
q

r=1
r rj j jω = ω + ω∑θ ξ ξ θ∂ ∂     ;     ( ) ( ) ( )

q

r=1
r rj j jY = Y + Y∑θ ξ ξ θ∂ ∂  (15)

Pour calculer les sensibilités du problème propre au premier ordre (sensibilités des fréquences propres et 
des modes propres), on utilise les travaux proposés par Adelman et al [4] qui exploitent les approches 
classiques de Fox et Kapoor et de Nelson [5]. La sensibilité des valeurs propres est donnée par : 

( ) ( )( )T
r r rj j j j= Y . K - M .Y∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂λ ξ ξ λ ξ        et      ( ) ( )∂ ∂ ∂ ∂r rj j jω = 1 2ω .ξ λ ξ  (16)

La sensibilité vecteurs propres est donnée par :        rj jY = V + cY∂ ∂ξ  (17)

où V est la solution du système modifié obtenue en appliquant une méthode de pénalisation à la kième ligne et 

colonne de ( )0 j 0K M-λ  telle que Vk = 0 : 

( ) ( ) ( ) ( )( )r r r0 j 0 j 0 j jmod
K M .V = - K - M - M .Y-λ ξ λ ξ λ ξ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  (18)

L’expression de c  est donnée par la relation :       ( )T T
rj j j 0

1
c = - Y M Y + Y M V

2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∂ ∂ξ  (19)

5 Simulation Numérique 
La structure est constituée d’un assemblage de deux sous structures de plaque encastrée - encastrée (figure 
1). Le MEF comporte 3132 DDLs répartis en 792 DDLs interne de SS1, 1944 DDLs interne de SS2 et 198 
DDLs de jonctions pour chaque sous-structure. Les caractéristiques géométriques et mécaniques sont : 
h=1×10-3m; E0 = 2,1×1011 N/m2 ; ρ0 = 7800 kg/m3. Le long de l’interface des deux sous-structures, on considère 
une ligne de 33 non-linéarités de raideurs localisées aux ddl de jonction, de valeurs : k=103 N/m ; β=0 ; γ=1012. 

 
 

FIG. 1 – MEF de la plaque 

Zones de modification - paramètres incertains  E, h et ρ 

Zones de modification - paramètres incertains  E, h et ρ 

Encastrement 

Encastrement 

Non linéarités de Raideur  

420 mm 

500 mm 

320 mm 

300 mm 

k, β, γ

SS2

SS1
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L’analyse dynamique est réalisée dans la bande fréquentielle [0 –100 Hz] comportant les 13 premiers modes. 
Par la méthode de Karhunen-Loève (KL), on considère 300 échantillons avec 200 modes pour SS1 et 220 
modes pour SS2 dans la bande fréquentielle utile. Le modèle initial est alors ramené à un modèle condensé 
de 420 DDLs. 
On examine le comportement de la structure soumise à des fortes modifications paramétriques incertaines. 
On considère le cas (figure 1) où la structure est soumise à trois types de modifications paramétriques 
incertaines (module d’Young, épaisseur et masse volumique) (tableau 1).  

Sous-structure 1 Sous-structure 2 
 

module d’Young épaisseur masse volumique module d’Young épaisseur masse volumique 

Modifications par 
zones 

X  100 X  5 X  20 X  100 X  5 X  20 

incertitudes 5 % 5 % 5 % 5 % 5 % 5 % 

TAB. 1 – Modifications paramétriques incertaines 

L’enrichissement de la base de transformation (KLE) se fait par 60 résidus statiques (20 résidus pour SS1 et 
40 résidus pour SS2). 
Les vecteurs propres aléatoires calculés à partir des modèles réduits perturbés sont reconstitués à l’aide des 
bases de réduction respectives puis comparés aux vecteurs propres aléatoires obtenus à partir du modèle de 
référence. On illustre la distance en forme entre ces vecteurs pour la méthode KL et KLE. Le tableau (2) et 
la figure (2) présentent respectivement les erreurs relatives sur les fréquences propres et la distance en forme 
entre les vecteurs propres aléatoires exacts et les vecteurs propres du modèle initial déterministe (figure 2 a) 
ainsi que les vecteurs propres aléatoires reconstitués obtenus par les méthodes KL (figure 2 b, figure 2 c) et 
KLE (figure 2 d). 
La figure (3) montre qu’on obtient une bonne correspondance des courbes de la moyenne de la réponse 
aléatoire non-linéaire calculée par la méthode de perturbation modale pour 400 tirages (échantillonnage par 
Hyper Cube Latin), du modèle modifié de référence et du modèle modifié condensé. 

Fréquence propre (Hz) KL KL KLE 

déterministe 
(sans 

modification 

aléatoire 
(1er moment) 

(avec modification)

 f %ε   U %ε   f %ε   U %ε    f %ε    U %ε   

3132 DDLs 420 DDLs 480 DDLs 480 DDLs 
1 6.65 1.81 1.57 0.86 0.44 0.28 0.03 0.04 
2 12.96 5.15 15.47 9.44 7.74 5.04 0.02 0.08 
3 24.79        16.84 9.40 13.47 6.08 8.67 0.04 0.19 
4 33.32        25.76 22.30 22.69 12.34 15.53 0.04 0.27 
5 35.11        48.13 27.33 35.08 14.29 15.46 0.08 0.14 
6 47.42        52.44 17.80 83.95 14.45 41.69 0.09 0.70 
7 57.04        60.47 14.75 93.59 6.47 40.81 0.11 0.86 
8 61.66        72.71 8.57 89.33 3.06 36.58 0.17 0.59 
9 70.49        96.62 8.47 22.43 5.11 13.60 0.21 1.42 
10 79.36        99.74 7.96 71.97 4.93 39.55 0.41 2.26 
11  88.46        105.61 43.27 47.44 24.84 103.92 0.29 1.85 
12 93.28        116.40 35.19 106.70 14.67 106.35 0.92 7.41 
13 102.41        124.75 27.77 189.72 16.10 117.41 0.73 10.51 

TAB. 2 – Précision des fréquences propres et des vecteurs propres. Modèle avec incertitudes 

    

FIG. 2 – Distance en forme entre la structure perturbée exacte et la structure initiale (a), la structure 
perturbée condensée par la méthode de KL classique avec 420 DDLs (b), avec 480 DDLs (c) et par la 

méthode de KLE enrichie (d). 

(a) (b) (c) (d) 
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FIG. 3 – Moyenne de la réponse aléatoire non-linéaire. 
Modèle de référence et condensé (avec modification) 

6 Conclusion 
Dans cet article on propose une nouvelle méthode de synthèse modale des structures linéaires et non-
linéaires. Cette méthode consiste à coupler la méthode des éléments finis stochastiques et une méthode de 
condensation de modèles robuste vis-à-vis des modifications structurales et des incertitudes. Cette méthode 
de condensation est fondée sur l’approche de Karhunen-Loève. 
L’analyse des résultats de simulation montre que cette méthode constitue une alternative intéressante aux 
méthodes de réduction classiques qui sont inadaptées à la condensation de modèles éléments finis 
stochastiques et aux structures non-linéaires. Par ailleurs, la comparaison des coûts de calcul a permis de 
mettre en évidence les performances de la double condensation par la méthode de Karhunen-Loève 
enrichie suivie de la méthode de perturbation modale. 
Cette méthode permet la réduction des temps de calcul tout en gardant un bon niveau de prédicvtivité pour 
répondre aux besoins de réanalyse rencontrés dans les procédures itératives d’optimisation ou d’analyse 
dynamique des problèmes non-linéaires de structures complexes. 
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