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Résumé :

Dans le domaine de I'élastodynamique stochastique, les codits associés aux méthodes de simulation de Monte Carlo (MC) ponr
[évalnation des réponses probabilistes sont somvent prohibitifs. Pour remédier a cet handicap, on propose dans ce papier,
Lemploi de la méthode des surfaces de réponses stochastiques (SRSM) qui est une antre alternative efficace et robuste pour
[évalnation de la propagation des erveurs. Cette méthode est une extension des surfaces de réponses classiques (RSM).
Lefficacité et la robustesse des SRSM sont étudiées et comparées a celles da la méthode MC a travers des études de cas de
dynamique des structures impliquant la propagation des incertitudes.

Abstract:

In the stochastic elastodynamic domain, the calenlation costs associated to the Monte Carlo methods (MC) are often prohibitive
in the evaluation of the probabilistic risks. To remedy to this situation, one can propose in this paper the employment of the
Stochastic Responses Surfaces Method (SRSM), which is another efficacious and robust alternative in the evalnation of the
errors propagation. This method is an extension of the Responses Surfaces Method (RSM). The efficacions and the robustness
of the SRSM will be studied and compared to those of the MC method through the studies of dynamics structures cases
including the propagation of the uncertainties.

Mots Clés :

Surface de réponse, Incertitudes, Dynamique Stochastique, Monte Carlo

1 Introduction

La prévision du comportement dynamique des structures peut étre améliorée en prenant en compte
I'influence des incertitudes qui sont d’origines trés diverses. En effet, elles découlent des tolérances de
fabrication, des conditions aux limites, des propriétés des matériaux, des instruments de controle et de
mesures, etc. Pour prendre en compte ces incertitudes dans les problemes d’ingénierie mécanique, plusieurs
méthodes ont été menées dans ce sens et qui sont généralement classées en trois catégories : la méthode de
simulation MC qui est souvent considérée comme la méthode de référence [1], les méthodes analytiques
(de perturbation) qui sont basées sur une expansion en série de Taylor des réponses autour des moyennes
des variables aléatoires [2] et les méthodes spectrales qui utilisent des fonctions de base de I'espace de
Hilbert associé aux problemes aléatoires. Ces fonctions peuvent étre des polynéomes orthogonaux d’une
facon générale, et un chaos polynomial en particulier [3]. Seulement, les méthodes analytiques et de Monte
Carlo présentent des inconvénients qui peuvent limiter leurs utilisations. En effet, les méthodes analytiques
sont en général basées sur des approximations, ce qui peut rendre leurs emplois limités a des cas simples.
La méthode de simulation de Monte Carlo est la technique la plus employée pour l'analyse d'incertitude
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statistique / probabiliste, avec des applications diverses. Etant donné les distributions des incertitudes, cette
méthode donne des générations répétées d’échantillons aléatoires des entrées suivies de 'application du
modele pour obtenir ensemble de réponses qui seront analysées statistiquement plus tard. L’inconvénient
majeur de cette technique est le grand nombre de simulations exigées pour arriver a un niveau de confiance
acceptable de la sortie désirée, bien que la procédure est simple a réaliser.

Pour remédier a cet inconvénient majeur de la méthode MC, on propose dans ce papier 'emploi de la
Méthode de Surfaces de Réponses Stochastiques (SRSM). Cette méthode permet de réduire le nombre de
simulations exigées pour l'évaluation adéquate des incertitudes, analyser les incertitudes systématiques et
fournir des ordres de grandeurs sur les niveaux de confiance du modéle estimé. L’intérét de la SRSM et ses
performances sont mis en évidence sur un exemple mécanique issu de la simulation numérique.

2 Analyse des incertitudes

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été proposés pour caractériser les classes d’incertitudes et leurs
sources. En effet, ces incertitudes sont globalement classées en deux catégories [4]:

e Les incertitudes sur les paramétres qui comportent plusieurs types:
- Les parametres aléatoires (les cotes de bureau d’études) ;
- Les parametres mal connus (conditions aux limites) ;

- Les parameétres variables qui peuvent évoluer au cours du temps et qui sont mal maitrisés (le
vieillissement d'un matériau) ainsi que les paramétres dont on peut connaitre la valeur 2 un moment
donnée.

e Les incertitudes de modele qui sont en général difficiles a évaluer (les lois de comportement qui
représentent mal ou de facon incomplete les phénomenes physiques, les erreurs dues au maillage
éléments finis, etc.)

Pour décrire les incertitudes sur les parametres, on emploi dans cette étude des distributions probabilistes.

Par exemple, la propagation des variables incertaines fi, f» et f3 par le modele F(fy,f,,f3) est décrite

schématiquement par la figure (1).

Variable 1 Variable 2 Variabla 3
Modile

G =Fonctionif,, fz, f5)

Prédiction de G

FIG. 1 — Propagation probabiliste des incertitudes par un modele

3 La méthode des surfaces de réponse stochastiques

3.1 Principe de la méthode

La Méthode de Surface de Réponse Stochastique (SRSM) est une extension de la Méthode des Surfaces de
Réponse déterministe (RSM) [5]. La différence principale réside dans la nature des parameétres d’entrée de
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chacune des méthodes. En effet, les entrées de la SRSM sont aléatoires alors que celles de la RSM sont
déterministes. La réduction du nombre de simulation exigé pour I'évaluation adéquate des incertitudes est
basée sur 'approximation des entrées et des sorties des systemes incertains par des séries d’expansions de
variables aléatoires standard. Les séries d’expansions des sorties contiennent les coefficients inconnus qui
peuvent étre calculés par un nombre limité de simulations [4].

La mise en oeuvre de la méthode SRSM repose sur les étapes suivantes :

1- Expression des variables aléatoires d'entrée en termes d'un ensemble de variables normales standard,
2- Expansion spécifique pour la variable de sortie aléatoire,
3- Détermination des parametres de l'expansion.

Les variables aléatoires standard sont choisies dans un ensemble de variables normales, aléatoires qui sont

n
i=1’

indépendantes, et chaque &; est de moyenne nulle et de variance égale a 1 (ZV (0,1)).

indépendantes et identiquement distribuées notées {&} ou n est le nombre de variables d’entrées

Quand les variables d'entrée aléatoires sont indépendantes, lincertitude sur la ## entrée X; est exprimée
directement en fonction de la 7 variable aléatoire standard &; . Une telle transformation est utile pour la
représentation standard des entrées aléatoires, dont chacune pourrait avoir des propriétés de distribution
tres différentes. La figure (2) donne les étapes nécessaires pour mener une analyse des incertitudes en
employant la méthode SRSM.

Distribution de
la sortie

Distribution
d’entrée

Mode¢le I—

A

A 4
Choix d’un ensemble de variables
aléatoires standard.

Expression des entrées en fonction
des variables aléatoires standard

A\ 4
Expression des sorties en fonction Générer un ensemble [ Estimer les coefficients de ]

des variables aléatoires standard et de points de régression. Papproximation de la sortie

des coefficients inconnus.

FIG. 2 — Etapes de génération des SRSM

Sile modele d’entrée - sortie est représenté par 'équation (1) :
Y=F(X); X=h(¢) (1)

Alors la représentation fonctionnelle pour la variable de sortie aléatoire est de la forme :

Y=f($a) ®
Ou X est le vecteur qui représente ensemble des entrées aléatoires et le vecteur ¥ représente 'ensemble
des sorties. & indique le vecteur des variables normales standard choisies et a représente le vecteur des

parametres a estimer.

3.2 Représentation des entrées aléatoires

La premicre étape dans l'application des SRSM est la représentation de toutes les entrées en termes de
“variables aléatoires standard', choisies dans 'ensemble des vatiables aléatoires indépendantes qui sont
identiquement distribuées {fi};’zl. Le tableau (1) représente une liste des transformations de quelques

distributions de probabilité qui sont généralement employées.
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Type de distribution Transformation
Uniforme (a, b) a+0.5(b—a)(1+erf(§/«/§))
Normale (y,0) u+og

Log-normale (u,0) exp(u+o.&)

TAB.1 — Transformations de distributions de probabilité

3.3 Modélisation des sorties aléatoires

11 s’agit d’estimer les incertitudes sur les sorties du systeéme physique a partir des entrées stochastiques. La
représentation des sorties se fait par une expansion des variables normales aléatoires qui emploient les
polynémes d’Hermite. Cette expansion est dénommée « 'expansion du chaos polynomial » [3]. La réponse
estimée est de la forme :

n n i n i i
Feag+ Y 4Ty (&)+ 2 Y a2 (&8, )+ D D Y aja;,a;, 13 (fi,:éiz’gt} )+ 3)
i=1 ir=1iy=1 iy=liy=1is=1

Ou yest la sortie aléatoire du modele, a; (k=1,..,p)des constantes déterministes a évaluer et

r, (‘fiz ’---’fi,, ) sont des polynémes d’Hermite multidimensionnels d’ordre p donnés par la relation :
e (g e 0T Mher
Ty (8, )= (1) 7267 o, 05, ° @

ou £ est un vecteur de p variables normales aléatoires.

4 Simulation numérique

La structure présentée dans la figure (3) est une plaque encastrée libre. Le MEF comporte 1980 DDLs. Ses
caractéristiques géométriques et mécaniques sont : g =1x10m; Ey = 2,1x10"" N/m?; pp = 7800 kg/m3;
v = 0,3. Cette structure présente trois variables incertaines E', pz et ps (Tableau 2) dont les fonctions de
distributions sont connues. L’objectif est de caractériser I'incertitude du déplacement aléatoire du premier
mode de la plaque au point d’observation « N, » suivant Z , vis-a-vis des incertitudes sur les parametres de
conception. Dans ce cas, la méthode SRSM est appliquée pour estimer le déplacement du premier mode de
la plaque et ses distributions de probabilité.

Module d’Young E Masse volumique p, Masse volumique p;
Incertitudes 2% et 5 % 2% et 5 % 2% et 5 %
TAB.2 — Paramétres incertains.

I’équation d’équilibre stochastique de la structure soumise 2 une excitation harmonique déterministe s’écrit:
2 .
(0*M(0)+(1+jn)K(0))y(0)= fe (@) ®
ou M(0)~ M,+ $ M (0), K(0)~ K, + 5 K.£(0),y(,8) et f.(®) représentent respectivement les
i=1 i=1

matrices masse , raideur et le vecteur réponse exacte stochastiques de la structure ainsi que le vecteur des
forces appliquées.
En introduisant la relation (3) dans ’équation (5) du modéle et en projetant cette équation sur les
polynémes I, (m =9....N ), on obtient le systéme linéaire suivant :

&( 2 . &2 2 .

g)(-w Mo+(1+j77)K0)an (F,,rm>+"§“§(.w M, +(1+j77)Ki) an<§ifnpm>=fe<pm> ™
L’équation (7) pour m =9...N , conduit a un systeme de (Q+1) équations matricielles linéaires, dont la
solution correspond aux vecteurs a,, .

(D+A)a, =b ®)
avec D est une matrice diagonale par blocs, et A4 est matrice creuse telles que :

D; = (-0?M, +(1+j77)K0)<Fi2> i Ay =3 (-0’ M; +(1+ jn)K,) <5qrirj>

q=1
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La figure (4) montre que le domaine de variabilité du déplacement du premier mode de la plaque croit si les
incertitudes sur les parameétres augmentent. La méme figure montre que la fonction de répartition et la
densité de probabilité du déplacement du premier mode de la structure sont bien représentées par la
méthode SRSM d’ordre 2 (par comparaison avec celles produites par la méthode MC) pour les niveaux
d’incertitudes sur les parametres de conception de 2% et 5%. Ceci prouve efficacité et la robustesse de la
méthode SRSM pour les structures caractérisées par une propagation des incertitudes. Pour mettre en
évidence l'intérét de cette méthode, on compare son temps CPU avec celui de la méthode de Monte Catlo.
L’examen du tableau (4) montre et justifie 'intérét de utilisation de la SRSM. De Plus, 'examen du tableau
(3) qui illustre la variation de 'erreur au sens des moindres carrés MSE (8) pour les niveaux d’incertitudes
cités précédemment montre que ces erreurs sont tres faibles devant la valeur pratique [6]. Cela prouve que
la SRSM a une excellente qualité de prédiction a colt numérique tres limité.
N 2
MSE =(1/N).>"." (VE — Vsrsm) ®)

ou yg et ygpsm sont respectivement la réponse exacte et estimée et IV est le nombre de points pour
lesquels les valeurs sont évaluées.

MSE patigue= 0.09028 MSE3,= 1.046 x 105 MSEj;.;,= 6.81 x 10°-73
TAB.3 — La variation de Perreur au sens des moindres carrés MSE.

La détermination des coefficients inconnus par Papplication du SRSM d’ordre 2 permet I'obtention du
polynéme stochastique (9) qui conduit a la surface de réponse de la figure (5).

j=10" (233 +11.6&,+11.6&, + 11.6&5 + 0.6(;,2 - 1) + 1288, +0.6E1E; + 1.2(55 - 1) +1.25,8; + 0.6(532 - 1)) )

Encastrement \

Point d’excitation et
d’observation « No»

| Zone avec le paramétre incertain E

Zone avec le parametre incertain p; | | Zone avec le parameétre incertain p,

FIG.3 — MEF de la plaque

= 1 T T T T - 1 T
g — MC H — MC
= 08} ——- SRSM |1 E 08 --- SRSM |1
~
g 06} 1 @ 06} 1
Q [-1]
= X J = L ]
.E 04 E 04
S 02} - T 0.2} -
=] =]
[ =
0 L 0 A
2 2.2 24 2.6 2.8 3 1.8 28 3
x10™
x 10* x 10° X 10
10 T T . T T 10
= " — MC =
E 8 --- SRSM |] E 8 1
[} =
= =
S 6} 1 2 6 1
= =
2 a4} . 2 a4} ]
2 2f 1 I 2 :
a a
0 . . . . 0 . .
2 2.2 24 2.6 28 3 1.8 2 2.2 24 2.6 28 3
(a) Déplacement du mode 1 [m] x 107 (b) Déplacement du mode 1 [m] x 107

FIG. 4 — La Densité de probabilité et la fonction de répartition en fonction du déplacement du premier
mode : Niveau d’incertitude sur les parameétres : (a) : 2% - (b) : 5%
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Temps CPU (min)

MC SRSM ordre 2
10000 tirages 10000 tirages
36 1

TAB.4 — Performances des méthodes SRSM et MC

x 0

Déplacement du premier mode {m)

= 8200
8000

7800

2 2
E (N/'m7) 7600 o, {Kga"rr? ]

19 7400

FIG. 5 — Variation du déplacement du 1¢r mode en fonction de p; et E pout p, constante

Le niveau d’incertitudes sur les parametres de conceptions et ordre des SRSM influent sur la qualité de la
prédiction.

5 Conclusion

Une méthode basée sur les surfaces de réponses stochastiques est proposée dans ce papier pour Iétude de
la propagation des incertitudes en mécanique. Elle permet de représenter les réponses stochastiques des
systemes physiques complexes par des polynomes faciles a évaluer dans des problemes non linéaires ou des
procédures itératives d’optimisation multi criteres. Il en découle une réduction significative des couts de
calcul en comparaison avec une méthode standard de type Monte Carlo ou éléments finis stochastiques ou
perturbations tout en conservant un bon niveau de prédictivité des réponses.
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