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Email:diallomh@yahoo.fr

February 8, 2006

RÉSUMÉ : le but de ce papier est de montrer qu’un drapeau riemannien
complet stable d’une variété compacte connexe est conjugué à un drapeau de
feuilletages homogènes (cf. Définitions).

ABSTRACT. The aim of this paper is to show that any closed complete
Riemannian flag on a compact and connected manifold is conjugated to a flag
of homogenus foliations ( see Définitions).

Dans tout ce qui suit les objets sont C∞, la variété M est connexe et
orientable, et les feuilletages considérés sont supposés orientables.

1 Généralités sur les drapeaux riemanniens

1) Un drapeau de feuilletages (ou tout simplement un drapeau) sur une va-
riété M est la donnée sur cette variété d’une suite croissante de feuilletages
D =(F1, ...,Fp) telle que dimFi = i. L’entier p est la longueur du drapeau. Le
drapeau est dit complet si le feuilletage Fp est de codimension un. Un drapeau
de longueur un est réduit à son flot.

2) Un drapeau est dit riemannien ( de Lie, minimal , parallélisable) si cha-
cun de ses feuilletages est riemannien (de Lie, minimal, transversalement par-
allélisable).

3) Un drapeau surM = Rn ou Tn est dit linéaire si chacun de ses feuilletages
est linéaire.

4) Etant donnés un drapeau D = (F1, . . . ,Fp ) sur une variété M et une
submersion π d’une variété M# sur M , un relèvement du drapeau D sur M#

est, s’il existe, un drapeau D# = (F#
1 , . . . ,F

#
p ) sur M#, tel que pour tout

i ∈ {1, . . . , p− 1}, le feuilletage F#
i se projette sur le feuilletage Fi par π.

5) Un drapeau D = {F1, . . . ,Fp} sur une variété M et un drapeau
D′ = (F ′

1, . . . ,F
′
p ) sur une variétéM ′ sont dits conjugués s’il existe un difféomorphisme

de M sur M ′ échangeant Fi et F ′
i .
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Proposition 1.1 Etant donné un drapeau riemannien , il existe une métrique
quasi-fibrée commune à tous les feuilletages.

Preuve. Il suffit de prouver que si F et F ′ sont deux feuilletages rieman-

niens d’une variété M tels que F
′

soit une extension de F , alors , il existe sur
M une métrique riemannienne quasi-fibrée à la fois pour F et F ′. Et on achève
par récurrence.

Soit (Ui)i∈I un recouvrement de M formé d’ouverts distingués à la fois pour
F et F ′ de sorte que les feuilletages riemanniens soient définis respectivement
par les cocycles (Ui, T, fi, gij)i∈I et

(
Ui, T

′, f ′
i , g

′
ij

)
i∈I

. Pour chaque i ∈ I, il

existe une submersion locale θi de fi(Ui) dans T ′ telle f ′
i = θi◦fi. Si Ui∩Uj 6= ∅

, on a le diagramme commutatif suivant :

Ui ∩ Uj
fi
→ T

θi→ T ′

IdUi∩Uj ↓ ↓gji ↓g
′

ji

Ui ∩ Uj
fj

→ T
θj

→ T ′

Et si h et h′ sont les métriques riemanniennes respectives de T et T ′définissant
les feuilletages riemanniens F et F ′, comme g′ji ◦ θi = θj ◦ gji , et que gji est
une isométrie locale, alors

Tgji(KerTθi) = KerTθj et Tgji((KerTθi)
⊥) = (KerTθj)

⊥

Sur chaque ouvert fi(Ui) modifions la métrique induite par h de la façon
suivante: tout en la préservant sur KerTθi et en gardant l’orthogonalité des
sous-fibrés KerTθi et (KerTθj)

⊥, on la substitue sur (KerTθi)
⊥ par l′image

réciproque par θi de la métrique riemannienne h′de T ′ . Avec ces nouvelles
métriques sur les fi(Ui), les θi deviennent par construction des submersions rie-
manniennes, et les gij restent encore des isométries . Comme la variété trans-
verse modèle T du feuilletage riemanien F , est par construction , la somme
disjointe des fi(Ui) , alors la somme disjointe de ces nouvelles métriques sur les

fi(Ui) définissent sur T une métrique h̃ . A cette nouvelle métrique de T, il est
loisible d’y associer des métriques F−quasi-fibrées. Et chacune de ces métriques
est aussi quasi-fibrée pour F ′.

Ainsi , étant donné un drapeau riemannien, il existe toujours une métrique
quasi-fibrée commune à tous les feuilletages. On dira d’une telle métrique qu’elle
est quasi-fibrée pour le drapeau.

Le résultat qui va suivre est une généralisation du théorème de Y.Carrière
sur les flots riemanniens minimaux d’une variété compacte [3], qui montre la
rigidité des drapeaux à flot riemannien minimal
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Théorème 1.2 Tout drapeau d’une n-variété compacte et connexe dont le flot
est riemannien minimal est conjugué à un drapeau linéaire du tore Tn.

Preuve. Puisque , d’après le théoème de Y.Carrière sur les flots riemanniens
un tel flot est conjugué à un flot linéaire du tore Tn[3], il suffit de monter que
sur le tore Tn, tout drapeau dont le flot est linéaire minimal est un drapeau
linéaire.

Soit D =(F1, ...,Fp) un drapeau de Tn de flot linéaire et minimal, et
Y1, .., Yn un parallélisme linéaire de Tn tel que Y1 engendre le flot F1 et Y2,..,Yn
un parallélisme du fibré normal de F1 qu’on identifiera à (TF1)

⊥ si on munit
Tn de la métrique riemannienne dont une base orthonormée en chaque point a
de Tn est (Y1(a), .., Yn(a)) .

TF2\TF1 étant un sous -fibré de rang un de T Tn est trivialisable et est donc

défini par un champ de vecteurs complet Z=
n∑
i=2

biYi avec des bi dans l’anneau

A des C∞ - fonctions numériques sur Tn. (Y1, Z) réalise un parallélisme de TF2

et puisque les feuilletages sont supposés orientables , on peut toujours prendre
Z comme un champ unitaire orienté. Comme le crochet [Y1, Z] est tangent à F2,

il vient que [Y1, Z] =
n∑
i=2

(Y1bi)Yi = kZ2 = k
n∑
i=2

biYi où k ∈ A est évidemment

fonction de Z, donc des bi. D’où l’on tire que pour tout i = 2, .., n,

(Ei) : Y1bi = kbi

L’existence et de l’unicité de Z assurent aussi l’existence et l’unicité des
solutions globales de ce système suivant les conditions initiales imposées par le
champ unitaire orienté Z. Ensuite puisque le champ Z est supposé unitaire, si
a ∈ Tn, l’un des bj , qu’on notera b , est nécessairement non nul en a. Mais,
comme la fonction nulle est une solution de Y1b = kb, pour des raisons d’unicité
évidentes , cette solution b ne s’annulera en aucun point de Tn.

En posant alors αi = bib
−1, on a : bi = αib

kbi = Y1bi = Y1(αib) = αiY1b+ (Y1αi).b =

= αikb+ (Y1αi).b = kbi + (Y1αi).b

D’où l’on tire, puisque b ne s’annule nulle part sur Tn, que pour tout i,
Y1αi = 0 ; i.e les fonctions αi sont des fonctions F1-basiques. Le flot F1 étant
à feuilles denses, alors les αi sont toutes des constantes réelles.

Soit Z̃2 =
n∑
i=2

αiYi , on a Z̃2 = b−1Z ; ce qui montre que le champ linéaire Z̃2

est tangent à F2. En posant Z̃1=Y1, alors ( Z̃1, Z̃2) est un parallélisme linéaire
de TF2 et par suite le feuilletage F2 est linéaire.

Ensuite si pour 2 < i < n , le feuilletage Fi est supposé linéaire et si

(Z̃1 = Y1, .., Z̃i) est un parallélisme linéaire de TFi et (Z̃i+1, .., Z̃n) un par-
allélisme linéaire de son fibré normal, en utilisant encore le fait que le flot est à
orbites denses, on trouve comme précédemment un champ linéaire
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Z̃i+1 =
n∑

k=i+1

αkỸk de sorte que (Z̃1 = Y1, .., Z̃k+1) soit un parallélisme linéaire

du fibré tangent de Fi+1 . D’où le résultat par récurrence.
Ce théorème généralise aussi le résultat établi dans [2] où l’on trouvera des

exemples qui montrent que l’hypothèse sur la minimalité du flot est essentielle
même dans le cas d’un drapeau de Lie sur un tore.

Corollaire 1.3 Les drapeaux minimaux complets de même flot riemannien d’une
n+ 1−variété compacte connexe sont conjugués à un même drapeau linéaire du
tore Tn+1.

Preuve. D’après le théorème précédant, on peut supposer que les deux

drapeaux sont des drapeaux linéaires d’un tore Tn+1 . Il suffira de montrer
que ces drapeaux sont conjugués à un même modèle. Soit Dn=(F1, ...,Fn)
un drapeau minimal linéaire de Tn+1, de flot dirigé par un vecteur v1, et soit
A la matrice carrée d’ordre k + 1, de determinant un , à coefficients entiers,
diagonalisable et à valeurs propres toutes positives, associée au flot Fv1 [1].

Soit (u1 = v1, u2, . . . , un+1) une base de Rn+1 adaptée à Dn i.e telle que pour
tout i, 1 ≤ i ≤ n, < u1 = v1, . . . , ui > soit une direction du feuilletage linéaire
Fi. Soit (u1 = v1, v2, . . . , vn+1) une base de Rn+1 formée de vecteurs propres de
A, soit F

′

i le feuilletage linéaire de Rn+1 de direction < u1 = v1, . . . , vi >, soit
L l’isomorphisme linéaire de Rn+1 défini par L (vi) = ui et L l’isomorphisme
de variétés de Tn+1 sur N = Rn+1�L(Zn+1) rendant commutatif le diagramme
des projections

Rn+1 L
→ Rn+1

↓ ↓

Tn+1 L
→ N

Alors si F♦
i est le projeté de F

′

1 sur N ∼= Tn+1, L̄ conjugue les drapeaux
(F1, ...,Fn) et (F♦

1 , ...,F
♦
n ) .

On peut noter pour la suite que si Dn est le drapeau linéaire adapté à
la base (v1, . . . , vn+i) , la projection linéaire σi de Rn+1 sur le sous-espace
< vi+1, . . . , vn+1 > ∼= Rn−i+1 suivant la direction< v1, . . . , vi > est une développante
de Fi et qu’ensuite, puisque A laisse invariant le feuilletage relevé de Fi sur
Rn+1et le sous-espace< vi+1, . . . , vn+1 >, il existe une matrice carréeAi d’ordre
n − i + 1, dont l’application linéaire ρAi

associée est telle qu’on ait ρAi
◦ σi =

σi ◦ ρA. Il en résulte que cette matrice Ai est diagonalisable , à valeurs propres
positives et de vecteurs propres vi+1, . . . , vn, de sorte que pour t ∈ R, la matrice
Ati est définie et

ρAt
i
◦ σi = σi ◦ ρAt (⋆)

2 Structure d’un drapeau riemannien complet

Une obstruction à l’existence d’un drapeau riemannien complet sur une variété
(non nécessairement compacte) est donnée par:
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Théorème 2.1 Soit M une variété supportant un drapeau riemannien complet.
Alors le drapeau est parallélisable et la variété M complètement parallélisable.

Preuve. Pour un feuilletage F de M , on désigne :
- ΞF le module des champs de vecteurs tangents à F ,
- υ(F) le fibré normal de F ,
- l(M ,F), l’algèbre de Lie des champs de vecteurs feuilletés transverses,
- (TF)⊥ le fibré orthogonal de TF relativement à une métrique riemannienne

g sur M ,
- si X ∈ ΞF , < X > le sous- fibré de rang un qu’il engendre,
Soit D =(F1, ...,Fp) un drapeau riemannien sur une n-variété M et F un

feuilletage quelconque de D. Soient m=dimF ( i.e. F =Fm ) et g une métrique
quasi-fibrée du drapeau( prop. 1.1 ). Alors pour tout i,m ≤ i ≤ n−2 , les sous-
fibrés (TFi)⊥ ∩ TFi+1 et (TF n−1)

⊥ sont de rang un . Soient respectivement
Yi+1 et Yn les champs de vecteurs unitaires qui les engendrent. D’après ce qui
précède, et puisque g est quasi-fibrée pour F , il est clair que:

1) Ym+1,..,Yn sont (n − m) champs globaux linéairement indépendants en
chaque point de M , formant une base de υ(F)∼= (TF)⊥ .

2) Pour tout k, 0 ≤ k ≤ n−m− 1

TFm+k+1 = TFm+k ⊕< Ym+k+1 > = TFm ⊕ ( ⊕< Yj >)
m+1≤j≤m+k+1

3) Pour tout i ≥ m+ 1 et pour tout X ∈ ΞF , Yi étant unitaire alors on a:

0 = Xg(Yi, Yi) = 2g([X,Yi], Yi).

Il résulte de 2) et 3) que pour tout i ≥ m+1, [ X ,Yi] ∈ ΞFi et est orthogonal
à Yi ; ce qui implique que [X,Yi] est tangent à Fi−1 puisque
TFi = TFi−1 ⊕< Yi >. Ensuite pour tous i, j, m+ 1 ≤ i < j ≤ n, on a

0 = Xg(Yi, Yj) = g([X,Yi], Yj) + g(Yi, [X,Yj ]) = g([X,Yi], Yi)

car [ X ,Yi]∈ ΞFi−1 est orthogonal à Yj puisque Yj ⊥TFj−1 et TF i−1 ⊂ TFj−1.

Ceci montre que [X,Yi] est tangent à Fi−1 et est orthogonal à Ym+1,..,Yn.
Comme TF i−1= TFm ⊕ ( ⊕

m+1≤j≤i−1
< Yk >) alors [X,Yi] est tangent à Fm,

i.e. pour tout i ≥ m + 1, Yj ∈ l(M ,F). Ce qui assure que F est un feuilletage
transversalement parallélisable; par suite le drapeau est parallélisable.

Pourm = 1, soit Y1 un champ unitaire complet tangent au flot F1, (Y2, .., Yn)
le parallélisme tranverse de F1 , alors par construction, (Y1, .., Yn) est un par-
allélisme de TM =TF1 ⊕ (⊕< Yj >)

2≤j≤n

= (⊕< Yj >)
1≤j≤n

et (Yi+1, .., Yn) un par-

allélisme de Fi. Ce parallélisme est alors tel que :
pour tous i, j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, [Yi, Yj ] ∈ ΞFi et pour tout k < i,

g([Yi, Yj ], Yk) = Yjg(Yk, Yi) − g([Yk, Yj ], Yi) = 0

Il en résulte que [Yi, Yj ] ∈ < Y1, .., Yi−1 >
⊥
∩ ΞFi = < Yi > , donc pour tous

i, j, 1 ≤ i < j ≤ n on a [Yi, Yj ] = kijYi et alors la variété M est complètement
parallélisable.

Un tel parallélisme est dit compatible avec le drapeau.
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3 Structure d’un drapeau riemannien complet

stable

Proposition 3.1 Soit (M,F1,..,Fk+1) un drapeau d’une n + 1−variété com-
pacte connexe tel que:

i) le flot est un feuilletage transversalement parallélisable,
ii) la variété basique de ce flot admet pour revêtement universel un groupe

de Lie résoluble,
iii) le feuilletage Fk+1 coïncide avec le feuilletage basique du flot.
Alors la variété M est difféomorphe à une variété homogène d’un groupe de

Lie résoluble et le drapeau est conjugué à un drapeau de feuilletages homogènes.

Preuve. L’entier k étant la dimension de l′algèbre de Lie structurale du flot

(M,F) , si Tk+1 →֒M
πk→W est sa fibration basique , alors, on sait qu’il existe

une matrice A ∈ SL(k + 1; Z) diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres
positives telle que la restriction du flot à chaque fibre soit conjuguée à un même
flot modèle linéaire du tore Tk+1de direction v1 un des vecteurs propres de A; en
plus la matrice A est la matrice unité si et seulement si le flot est isométrique[1].
Des exemples de telles matrices peuvent être trouvés dans[6].

Soit GW le groupe de Lie connexe résoluble (donc simplement connexe [4])
revêtement universel de W et G = Rk+1 ×A GW la structure de groupe de Lie
de Rk+1 ×GW définie par la loi :

(x, g) · (x′, g′) = ( Aρ(g)
−1

x′ + x, gg′)

où ρ est le prolongement linéaire d’une réprésention non nulle de π1(W ) sur
Z[11]. On notera que G est le groupe produit Rk+1 ×GW si et seulement si le
flot est isométrique.

Ensuite, puisque la variété W = GW

π1(W ) est compacte, et π1(W ) s’identifiant

à un sous-groupe discret uniforme de GW ; alors , il est clair que Zk+1×Aπ1(W )
est aussi un sous-groupe discret uniforme de G et par suite P = G

Zk+1×Aπ1(W )

est une n+ 1− variété compacte.
Par ailleurs, comme le groupe produit semi-direct de deux groupes réso-

lubles est résoluble, alors G est résoluble. Ensuite, le groupe résoluble GW ,
étant isomorphe à un Rm[4],est donc contractile; et alors le fibré réciproque du
revêtement universel de W par la projection basique πk est triviale.

Ceci étant, considérons la submersion Φ de G = Rk+1 ×A GW sur π∗
k(GW )

définie par Φ(t, g) = ψ−1(θ(t), g ) où θ est la projection canonique de Rk+1sur
Tk+1et ψ : π∗

k(GW ) → Tk+1 × GW une trivialisation de π∗
k(GW ). Pour tous

s ∈ π1(W ) et (t, g) ∈ Rk+1 ×A GW on a

Φ(s • (t, g)) = s · Φ(t, g)

où la seconde action est l’action canonique de π1(W ) sur π∗
k(GW ); Φ passe au

quotient et définit une submersion surjective ϕ de P = G�Zk+1 ×A π1(W ) sur
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M rendant commutatif le diagramme

G
Φ
→ π∗

k(GW )
p ↓ ↓pr1

P
ϕ
→ M

où pr1 est la première projection de π∗
k(GW ) = M ×W GW et p la projection

canonique de G sur P. En s’aidant du diagramme commutatif suivant ,

G
θ×IdGW→ Tk+1 ×GW

pr2
→ GW

IdG
↓ ↓ψ−1 ↓IdGw

G
Φ
→ π∗

k(GW )
pr2
→ GW

p ↓ ↓pr1 ↓pW

P
ϕ
→ M

πk→ W

on a , pour tout m ∈M ,

((θ × IdGW
)−1 ◦ ψ)pr−1

1 (m) =

(θ × IdGW
)−1{(z0, sg0) ∈ Tk+1 ×GW�pW (g0) = πk(m) et s ∈ π1(W )} =

(θ × IdGW
)−1(π1(W ).(z0, g0)) = (Zk+1 ×A π1(W )).(t0, g0) = p−1(ϕ−1(m)) ,

où
θ(t0) = z0 = (pr1 ◦ ψ)(m, g0);

alors
ϕ−1(m) = p((Zk+1 ×A π1(W )).(t0, g0))

est un singleton et il en résulte que ϕ est une submersion bijective, i.e un
isomorphisme de variétés.

La restriction du drapeau à l’adhérence de chaque feuille du flot , est un
drapeau minimal de même flot riemannien modèle . D’après le théorème1.2 et
le corollaire 1.3, on peut supposer que cette restriction est conjuguée au drapeau
modèle D′

k =(F ′
1, ...,F

′
k) du corollaire 1.3 . Le relevé horizontal du drapeau D′

k

sur G = Rk+1 ×A GW est le relevé par p du drapeau ϕ∗Dk =(ϕ∗F1, ..., ϕ
∗Fk).

Ensuite en s’aidant de la formule (⋆) , il est facile de voir que les feuilletages
ϕ∗Fi , 1 ≤ i ≤ k, sont des feuilletages de Lie dont les developpantes respectives
sont les morphismes de groupes Di : Rk+1 ×A GW → Rk ×Ai

GW définis par

Di(t, g) = (σi(t), g) ,

et que le feuilletage ϕ∗Fk+1 correspond au feuilletage défini par la projection
Rk+1 ×A GW → GW ; et qu’au total le drapeau considéré (M,F1,..,Fk+1) est
conjugué, au moyen de ϕ, à un drapeau de feuilletages homogènes ([7], [8]).

Définition 3.2 Un drapeau de feuilletages riemanniens D est dit stable si tout
feuilletage est soit minimal, soit régulier et d’adhérence dans D .
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Cela signifie que chaque feuilletage à feuilles non fermées est dense dans les
feuilletages suivants ([10]) jusqu’au prochain feuilletage à feuilles fermées s’il en
existe.

Théorème 3.3 Tout drapeau riemannien complet stable(M,D) d’une n+1-
variété compacte connexe est conjugué à un drapeau de feuilletages homogènes.

De façon plus précise:
- La variété M est difféomorphe à un espace homogène quotient d’un groupe

de Lie résoluble G par un sous-groupe discret uniforme Γ, et
- il existe une suite strictement décroissante de sous-groupes distingués dont

les orbites déterminent le drapeau.

Preuve. On pose dimM = n + 1 et on va raisonner par récurrence sur le
nombre l de feuilletages à feuilles fermées du drapeau.

- Si l = 0, le flot est minimal , le résultat est évident (théo.1.2).
Sinon , soit Mn+1 une variété compacte connexe supportant un drapeau

riemannien complet stable Dn=(F1, ...,Fn). On sait que les feuilletages du
drapeau sont tous transversalement parallélisales( théo.2.1). Soit k la dimension
de l’algèbre de Lie structurale du flot de (Mn+1 ,Dn); k ≤ n− 1 .

Soit Tk+1 →֒ Mn+1
πk→ Wn−k sa fibration basique.Comme le drapeau est stable

et l 6= 0, F1 , le feuilletage par les adhérences du flot, cöincide avec le feuilletage
Fk+1 ; leurs fibrations basiques sont alors identiques. Dans la suite excate
d’Atiyah de C0(Wn−k)− modules et d’algèbres de Lie

0 → ΓgWn−k+1
→ l(M,Fk+1)

πk→ Ξ(Wn−k) → 0

associée au feuilletage à feuilles fermées Fk+1[9], le C0(Wn−k)− module
ΓgWn−k

est alors nul ; πk est donc un isomorphisme d’algèbres. Ensuite la vari-
été Mn+1 étant complètement parallélisable (théo.2.1), soit (Y1, .., Yn+1 ) un
parallélisme de Mn+1 compatible avec le drapeau qu’il supporte. Les champs
de vecteurs Fk+1−basiques Yk+2, .., Yn+1 se projettent par πk en n− k champs
complets de Ξ(Wn−k) qui montrent que la variété basique Wn−k des feuilletages
F1, ..,Fk+1 est complètement parallélisable et supporte un drapeau riemannien
complet stable D♭

n−k−1=(F ♭
1, ...,F

♭
n−k−1) où pour tout s, 1 ≤ s ≤ n− k − 1,

F ♭
s = πk(Fk+1+s). Comme précédemment D♭

n−k−1 va se projetter sur la variété

basique de F ♭
1 en drapeau riemannien complet stable qui est aussi le projeté de

Dn sur la variété basique du second feuilletage à feuilles fermées de Dn. Soit
W ′

1 = Wn−k, ..., W ′
l , la suite des variétés basiques ainsi obtenue par projections

successives. La projection de Dn sur W ′
l est un drapeau riemannien dont aucun

feuilletage n’est à feuilles fermées car sinon Dn contiendrait , contrairement
à l’hypothèse , plus de l feuilletages à feuilles fermées. Ensuite puisque ce
drapeau sur W ′

l est stable, ses feuilletages sont nécessairement minimaux ; par
suite on peut considérer que W ′

l = Tq et que le drapeau qu’il supporte est

linéaire (théo.1.2). Comme le revêtement universel W̃ ′
l =Rq est un groupe de

Lie résoluble, alors par la proposition 3.1, la projection de Dn surW ′
l−1 est

un drapeau de feuilletages homogènes et le revêtement universel W̃ ′
l−1 est un
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groupe de Lie résoluble. Par récurrence , toutes les variétés basiques considérées
sont des variétés homogènes provenant de groupes de Lie résolubles. Il vient
donc avec la même proposition 3.1, que la variété Mn+1 est difféomorphe à une
variété homogène provenant d’un groupe résoluble . En clair , il existe une suite
d’entiers strictement positifs k1, .., kl−1 , des groupes de Lie résolubles G1, .., Gl
, et des matrices carrées A1,..,Al−1 tels que:

M ∼=
G

π1(M)
; G = Rk1 ×A1

G1 = Rk1 ×A1
(Rk2 ×A2

G2) = ..,

Gi = Rki ×Ai
Gi+1, Gl−1 = Rkl−1 ×Al−1

Rs, Gl = Rq,

et il est facile de voir que le relévé de chaque feuilletage du drapeau Dn sur G est
soit le relevé d’un feuilletage homogène , soit le produit du relévé d’un feuilletage
basique et du relevé d’un feuilletage homogène. Mais comme les feuilletages
basiques des feuilletages du drapeau sont aussi des feuilletages homogènes, alors
le drapeau Dn est à une conjugaison prés, un drapeau de feuilletages homogènes.

Enfin, la considération de la suite (Hi)1≤i≤n, où Hi = KerDi et les Di des
developpantes de ces feuilletages homogènes, permet de conclure.

1) Le revêtement universel d’une variété compacte connexe supportant un
drapeau riemannien complet stable (donc un drapeau de Lie) est un groupe de
Lie finement résoluble et le groupe d’holonomie de chacun des feuilletages est
finement polycyclique [5].

2) La preuve du théorème3.3 montre que si le flot du drapeau et les différents
flots induits par les feuilletages sur les variétés basiques sont isométriques alors
G = Rn+1, et le drapeau est linéaire.

En particulier un drapeau riemannien complet dont les feuilletages sont à
feuilles fermées est un drapeau linéaire du tore.

3) La preuve de la proposition 3.1, le théorème3.3 et [5] permettent de voir
que tout drapeau riemannien complet d’une 3−variété compacte connexe est , à
une conjugaison près, un drapeau de Lie du tore hyperbolique T3

A(trA ≥ 2);ce
drapeau est un drapeau de feuilletages homogènes , sauf peut-être lorsque le
flot est à feuilles fermées et le second feuilletage minimal.

Il en résulte qu’un flot riemannien sur la sphère S3 ou sur un espace lenti-
culaire de dimension 3 n’admet aucune extension riemannienne propre.

Définition 3.4 Si F est l’adhérence d’une feuille d’un feuilletage Fr d’un
drapeau stable (M,D =(F1, ...,Fp)), les restrictions des feuilletages F1, ...,Fs à
F , où r ≤ s < min(p, dimF ), forment un drapeau qu’on appellera trace de D
sur F .

On peut alors avec cette définition décrire les adhérences des feuilles d’un
feuilletage d’un drapeau riemannien complet stable comme suit:

Corollaire 3.5 Soit (M,D) un drapeau riemannien complet stable d’une va-
riété compacte et connexe, et F un feuilletage de D . Alors:

1) les adhérences des feuilles de F sont isomorphes à une variété homogène
d’un groupe de Lie finement résoluble,
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2) la trace de D sur chacune de ces adhérences est un drapeau de feuilletages
homogènes.

On rappelle qu’une algèbre de Lie de dimension n est dite finement résoluble
si elle contient une suite strictement croissante d’idéaux (Ik)0≤k≤n+1 commençant

par l’idéal nul et se terminant par g. Alors si F est l’adhérence d’une feuille F
d’un feuilletage F d’un drapeau riemannien stable d’une variété compacte et
connexe, et si l’algèbre de Lie structurale l(F ,F) est finement résoluble, il ex-
iste une base de champs de Killing transverses de cette algèbre, permettant
de construire une suite croissante d’idéaux telle que les orbites de chacun de
ces idéaux forment un feuilletage riemannien contenant le feuilletage (F ,F) et
qu’on puisse, de cette suite de feuilletages ainsi construite, extraire une sous-
suite pour compléter la trace du drapeau sur F en un drapeau riemannien com-
plet stable. Ainsi pour de tels drapeaux, on a aussi les mêmes conclusions qu’au
corollaire 3.5.
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