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Hassimiou DIALLO
Eole Normale Supérieure, Département des Sciences,
08 BP.10 , Abidjan, COTE D’IVOIRE.
Email:diallomh@yahoo.fr

February 8, 2006

RESUME : le but de ce papier est de montrer qu’'un drapeau riemannien
complet stable d’une variété compacte connexe est conjugué a un drapeau de
feuilletages homogenes (cf. Définitions).

ABSTRACT. The aim of this paper is to show that any closed complete
Riemannian flag on a compact and connected manifold is conjugated to a flag
of homogenus foliations ( see Définitions).

Dans tout ce qui suit les objets sont C°°, la variété M est connexe et
orientable, et les feuilletages considérés sont supposés orientables.

1 Généralités sur les drapeaux riemanniens

1) Un drapeau de feuilletages (ou tout simplement un drapeau) sur une va-
riété M est la donnée sur cette variété d’une suite croissante de feuilletages
D =(Fi,...,Fp) telle que dim F; = i. L’entier p est la longueur du drapeau. Le
drapeau est dit complet si le feuilletage F, est de codimension un. Un drapeau
de longueur un est réduit a son flot.

2) Un drapeau est dit riemannien ( de Lie, minimal, parallélisable) si cha-
cun de ses feuilletages est riemannien (de Lie, minimal, transversalement par-
allélisable).

3) Un drapeau sur M = R™ ou T est dit linéaire si chacun de ses feuilletages
est linéaire.

4) Etant donnés un drapeau D = (Fi,...,F, ) sur une variété M et une
submersion 7 d’une variété M# sur M, un relevement du drapeau D sur M#*
est, §'il existe, un drapeau D# = (}“f&, e ,f# ) sur M7, tel que pour tout
i€ {l,..., p—1}, le feuilletage .7-'1# se projette sur le feuilletage F; par 7.

5) Un drapeau D = {F1,..., Fp} sur une variété M et un drapeau

D' = (Fi,...,F, ) sur une variété M’ sont dits conjugués s'il existe un difféomorphisme

de M sur M’ échangeant F; et F;.



Proposition 1.1 Etant donné un drapeau riemannien , il existe une métrique
quasi-fibrée commune a tous les feuilletages.

Preuve. Il suffit de prouver que si F et F’' sont deux feuilletages rieman-

niens d’une variété M tels que F "soit une extension de F , alors , il existe sur
M une métrique riemannienne quasi-fibrée a la fois pour F et F'. Et on acheve
par récurrence.
Soit (U;);¢; un recouvrement de M formé d’ouverts distingués & la fois pour
F et F' de sorte que les feuilletages riemanniens soient définis respectivement
par les cocycles (Ui, T, fi, gij) ;e et (UZ-,T’, i/’gzl'j)z‘ef . Pour chaque i € I, il
existe une submersion locale 0; de f;(U;) dans T” telle f/ = 0,0 f;. Si U;NU; # 0
,on a le diagramme commutatif suivant :
vinu; Lo 4o
Tdu;nu; - | |9ii lg;i
. 0.
U, N Uj i T =T
Et si h et b’ sont les métriques riemanniennes respectives de T et T”définissant
les feuilletages riemanniens F et F’, comme g}i of; =0;0gj , et que g;; est
une isométrie locale, alors

Tgji(KerT0;) = KerT0; et Tg;;((KerT;)") = (KerT0;)*"

Sur chaque ouvert f;(U;) modifions la métrique induite par h de la fagon
suivante: tout en la préservant sur KerT6; et en gardant 'orthogonalité des
sous-fibrés KerT; et (KerT6;)*, on la substitue sur (KerT¢;)* par 'image
réciproque par #; de la métrique riemannienne h'de T’ . Avec ces nouvelles
métriques sur les f;(U;), les 6; deviennent par construction des submersions rie-
manniennes, et les g;; restent encore des isométries . Comme la variété trans-
verse modele T' du feuilletage riemanien F, est par construction , la somme
disjointe des f;(U;) , alors la somme disjointe de ces nouvelles métriques sur les
1:(U;) définissent sur T' une métrique L . A cette nouvelle métrique de T, il est
loisible d’y associer des métriques F —quasi-fibrées. Et chacune de ces métriques
est aussi quasi-fibrée pour 7. m

Ainsi , étant donné un drapeau riemannien, il existe toujours une métrique
quasi-fibrée commune a tous les feuilletages. On dira d’une telle métrique qu’elle
est quasi-fibrée pour le drapeau.

Le résultat qui va suivre est une généralisation du théoreme de Y.Carriere
sur les flots riemanniens minimaux d’une variété compacte [H], qui montre la
rigidité des drapeaux a flot riemannien minimal



Théoreme 1.2 Tout drapeau d’une n-variété compacte et connexe dont le flot
est riemannien minimal est conjugué a un drapeau linéaire du tore T".

Preuve. Puisque, d’apres le théoeme de Y.Carriere sur les flots riemanniens
un tel flot est conjugué a un flot linéaire du tore T” [H], il suffit de monter que
sur le tore T”, tout drapeau dont le flot est linéaire minimal est un drapeau
linéaire.

Soit D =(F1, ..., Fp) un drapeau de T" de flot linéaire et minimal, et
Y1, .., Y, un parallélisme linéaire de T"™ tel que Y; engendre le flot F; et Ya,...Y,
un parallélisme du fibré normal de F; qu’on identifiera & (T'F;)" si on munit
T™ de la métrique riemannienne dont une base orthonormée en chaque point a
de T" est (Yi(a),..,Y,(a)) .

TF>\TF; étant un sous -fibré de rang un de T T™ est trivialisable et est donc

n
défini par un champ de vecteurs complet Z= >_b;Y; avec des b; dans 'anneau
i=2
A des C™ - fonctions numériques sur T". (Y7, Z) réalise un parallélisme de T'F;
et puisque les feuilletages sont supposés orientables , on peut toujours prendre

Z comme un champ unitaire orienté. Comme le crochet [Y7, Z] est tangent & Fa,
n

il vient que [Y1,Z] = > (V1b,)Y; = kZy = k> b;Y; ou k € A est évidemment
i=2 i=2
fonction de Z, donc des b;. D’ot1 l'on tire que pour tout ¢ = 2,..,n,

(E;) : Yib; = kb,

L’existence et de l'unicité de Z assurent aussi 'existence et 'unicité des
solutions globales de ce systéme suivant les conditions initiales imposées par le
champ unitaire orienté Z. Ensuite puisque le champ Z est supposé unitaire, si
a € T", 'un des b; , qu'on notera b , est nécessairement non nul en a. Mais,
comme la fonction nulle est une solution de Y1b = kb, pour des raisons d’unicité
évidentes , cette solution b ne s’annulera en aucun point de T".

En posant alors o;; = b;b~ ', on a : b; = ayb

kbz = }/117z = Y1 (Oéib) = Oéiylb + (Ylozz)b =

D’ou ’on tire, puisque b ne s’annule nulle part sur T™, que pour tout i,
Yia; = 0 ; i.e les fonctions «; sont des fonctions Fi-basiques. Le flot F; étant
a feuilles denses, alors les «; sont toutes des constantes réelles.

— n — —

Soit Zy = 3" a;Y; ,ona Zy = b~ Z ; ce qui montre que le champ linéaire Z,

i=2
est tangent & F». En posant Z~1=Y17 alors ( Z , Z) est un parallélisme linéaire
de T'F; et par suite le feuilletage F> est linéaire.

Ensuite si pour 2 < ¢ < n , le feuilletage F; est supposé linéaire et si
(Z =Y, ,Z) est un parallélisme linéaire de TF; et (ZJ:, ,ZNn) un par-
allélisme linéaire de son fibré normal, en utilisant encore le fait que le flot est a
orbites denses, on trouve comme précédemment un champ linéaire



— n —~ — —
Ziv1 = >, aiYy de sorte que (Z; = Y1, .., Zk41) soit un parallélisme linéaire
k=it1
du fibré tangent de F;4+1 . D’ou le résultat par récurrence. m
Ce théoreme généralise aussi le résultat établi dans [ff] ot 'on trouvera des
exemples qui montrent que I’hypothese sur la minimalité du flot est essentielle

méme dans le cas d’un drapeau de Lie sur un tore.

Corollaire 1.3 Les drapeauz minimaux complets de méme flot riemannien d’une
n + 1—wvariété compacte connexe sont conjugués a un méme drapeau linéaire du
tore TH1.

Preuve. D’apres le théoreme précédant, on peut supposer que les deux

drapeaux sont des drapeaux linéaires d’un tore T"*! . 1I suffira de montrer
que ces drapeaux sont conjugués & un méme modele. Soit D,=(Fy,...,Fp)
un drapeau minimal linéaire de T"*!, de flot dirigé par un vecteur vy, et soit
A la matrice carrée d’ordre k£ + 1, de determinant un , & coefficients entiers,
diagonalisable et a valeurs propres toutes positives, associée au flot F,, ]

Soit (u1 = vy, ua, ..., Un+1) une base de R™*1 adaptée & D,, i.e telle que pour
tout 4,1 < i <n, <uy =v1,...,u; > soit une direction du feuilletage linéaire
Fi. Soit (uy = v1,v2,...,0,41) une base de R™*! formée de vecteurs propres de
A, soit }“Z-, le feuilletage linéaire de R™*! de direction < u; = vy,...,v; >, soit
L Tisomorphisme linéaire de R"*! défini par L (v;) = u; et L l'isomorphisme
de variétés de T"*! sur N = R*TIN\ L(Z"*!) rendant commutatif le diagramme
des projections

RnJrl g RnJrl

1 l
™ L N
Alors si .7:? est le projeté de .7-'1 sur N = T*+1 [ conjugue les drapeaux
(Fiy oy Fu) et (FO o FO) . m
On peut noter pour la suite que si D,, est le drapeau linéaire adapté a
la base (v1,...,vn4i) , la projection linéaire o; de R™*! sur le sous-espace
< Vitls s Unp1 > = R suivant la direction < vy, ..., v; > est une développante
de F; et qu’ensuite, puisque A laisse invariant le feuilletage relevé de F; sur
R"*let le sous-espace < Vi1 1, ..., Unt1 >, il existe une matrice carrée A; d’ordre
n — i+ 1, dont I"application linéaire p 4, associée est telle qu’on ait p,, o 0; =
oiopy. 1l en résulte que cette matrice A; est diagonalisable , & valeurs propres
positives et de vecteurs propres v;41, ..., U, de sorte que pour t € R, la matrice
Al est définie et

PAt OO =040pxe (%)

2 Structure d’un drapeau riemannien complet

Une obstruction a l’existence d’un drapeau riemannien complet sur une variété
(non nécessairement compacte) est donnée par:



Théoréme 2.1 Soit M une variété supportant un drapeau riemannien complet.
Alors le drapeau est parallélisable et la variété M complétement parallélisable.

Preuve. Pour un feuilletage F de M, on désigne :

- ZF le module des champs de vecteurs tangents a F,

- v(F) le fibré normal de F,

- (M ,F), algébre de Lie des champs de vecteurs feuilletés transverses,

- (TF)* le fibré orthogonal de T'F relativement & une métrique riemannienne
g sur M,

- st X €eZF, <X > lesous- fibré de rang un qu’il engendre,

Soit D =(F1, ..., Fp) un drapeau riemannien sur une n-variété M et F un
feuilletage quelconque de D. Soient m=dimF (i.e. F =F,, ) et g une métrique
quasi-fibrée du drapeau( prop. m ). Alors pour tout i,m < i < n—2, les sous-
fibrés (TF;)* N TFiy1 et (T'F ,—1)* sont de rang un . Soient respectivement
Yit1 et Y, les champs de vecteurs unitaires qui les engendrent. D’apres ce qui
précede, et puisque g est quasi-fibrée pour F, il est clair que:

1) Yiug1,-,Ys sont (n —m) champs globaux linéairement indépendants en
chaque point de M, formant une base de v(F)= (TF)* .

2) Pour tout k,0<k<n—m-—1

TFmsk+1 =TFn4r: @< Ymgrt1 > =TF,, D ( b< }/j >)
m+1<j<m+k+1

3) Pour tout ¢ > m + 1 et pour tout X € =F, Y; étant unitaire alors on a:

Il résulte de 2) et 3) que pour tout ¢ > m+1, [ X,Y;] € ZF; et est orthogonal
a'Y; ; ce qui implique que [X,Y;] est tangent & F;_1 puisque
TF; =TF,—1 & <Y; >. Ensuite pour tous 4,7, m+1<i<j<n,ona

0= Xg(Y;’YJ) = g([va/;]aYJ) +g(Yi’ [Xayj]) = g([Xvi/;]aYl)

car [ X,Y;]€ EF;_1 est orthogonal &4 Y; puisque Y; LTF;_1 et TF ;_1 C TF;_1.
Ceci montre que [X,Y;] est tangent & F;_; et est orthogonal & Y,,,11,..,Y5.

Comme TF ;1= TF,, & ( ® <Yy >) alors [X,Y;] est tangent & F,,,
m+1<<i—1

i.e. pour tout ¢ > m+1,Y; € [(M,F). Ce qui assure que F est un feuilletage
transversalement parallélisable; par suite le drapeau est parallélisable.

Pour m = 1, soit Y1 un champ unitaire complet tangent au flot Fy, (Y2, .., Y,)
le parallélisme tranverse de Fj , alors par construction, (Y1,..,Y,,) est un par-
allélisme de TM =TF, @& (&<Y; >) = (®<Y; >) et (Yiz1,.,Y,) un par-

2<j<n 1<j<n
allélisme de F;. Ce parallélisme est alors tel que :
pour tous i,7,1 <i < j <n,[Y;,Y;] € EF; et pour tout k < i,

9([Ys, Y1, Ye) = Yig(Ye, Yi) — g([Y2, Y51, Yi) = 0

Il en résulte que [V;,Y;] € <Y1,..,Y;4 >Tn EF; = <Y; >, donc pour tous
i,j,1 <i<j<mnonalY;Y;] =k;;Y; et alors la variété M est completement
parallélisable. m

Un tel parallélisme est dit compatible avec le drapeau.



3 Structure d’un drapeau riemannien complet
stable

Proposition 3.1 Soit (M, Fi,..; Frt1) un drapeau d’une n + 1—variété com-
pacte connexe tel que:

i) le flot est un feuilletage transversalement parallélisable,

it) la variété basique de ce flot admet pour revétement universel un groupe
de Lie résoluble,

iii) le feuilletage Fyi1 coincide avec le feuilletage basique du flot.

Alors la variété M est difféeomorphe a une variété homogéne d’un groupe de
Lie résoluble et le drapeau est conjugué a un drapeau de feuilletages homogenes.

Preuve. L’entier k étant la dimension de l'algébre de Lie structurale du flot

(M,F) ,si TFH < M I8 W est sa fibration basique , alors, on sait qu’il existe
une matrice A € SL(k + 1;Z) diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres
positives telle que la restriction du flot & chaque fibre soit conjuguée & un méme
flot modele linéaire du tore T**1de direction v; un des vecteurs propres de A; en
plus la matrice A est la matrice unité si et seulement si le flot est isométriqueffl].
Des exemples de telles matrices peuvent étre trouvés dans[ﬂ].

Soit Gw le groupe de Lie connexe résoluble (donc simplement connexe [f])
revétement universel de W et G = RFt! x 4 Gy la structure de groupe de Lie
de RFt1 x Gy définie par la loi :

(z,9) - (a',g") = (AP9 "2/ + 2, g¢)

ol p est le prolongement linéaire d’une réprésention non nulle de 71 (W) sur
Z@] On notera que G est le groupe produit R¥! x Gy si et seulement si le
flot est isométrique.

Ensuite, puisque la variété W = % est compacte, et 71 (W) s’identifiant
& un sous-groupe discret uniforme de Gyy; alors , il est clair que ZF*! x 4 71 (W)
est aussi un sous-groupe discret uniforme de G et par suite P = m
est une n + 1— variété compacte.

Par ailleurs, comme le groupe produit semi-direct de deux groupes réso-
lubles est résoluble, alors G est résoluble. Ensuite, le groupe résoluble Gy
étant isomorphe a un R™ [E],est donc contractile; et alors le fibré réciproque du
revétement universel de W par la projection basique 7 est triviale.

Ceci étant, considérons la submersion ® de G = R¥1 x4 Gy sur 75 (Gw)
définie par ®(t,g) = ¥ (0(t),g ) ot 0 est la projection canonique de R¥!sur
TrF+let ¢ @ 75 (Gw) — TFHL x Gy une trivialisation de 7} (Gw). Pour tous
semi(W)et (t,g) € R¥* 1 x4, Gy ona

(I)(S b (t’g)) =5 (I)(tvg)

ol la seconde action est 'action canonique de m (W) sur 7 (Gw); ® passe au
quotient et définit une submersion surjective ¢ de P = G /ZF! x 4 71 (W) sur



M rendant commutatif le diagramme

G 2 m(Gw)
Pl lph
r % M

ol pry est la premiere projection de 7} (Gw) = M xw Gw et p la projection
canonique de G sur P. En s’aidant du diagramme commutatif suivant ,

G 0><14d)Gw TkJrl x GW Iig GW
Ide | Lyt lde,,
a 2 ™ (Gw) 3 Gw
pl 1 Lpw
P R M Lt w

on a , pour tout m € M ,
((0 x Idgy, )"t og)pry ' (m) =

(0 x IdGW)_l{(zo,sgo) e T+ x Gw,/ pw(go) = mr(m) et s€m (W)} =
(0 x Idgy, )~ (m1(W).(20, 90)) = (Z"F! x4 11 (W)).(t0,90) = p~ (¢~ (m)) ,
0(to) = 20 = (pr1 o) (m, go);

alors
¢~ (m) = p((Z* x4 w1 (W)).(to, 90))

est un singleton et il en résulte que ¢ est une submersion bijective, i.e un
isomorphisme de variétés.

La restriction du drapeau a ’adhérence de chaque feuille du flot , est un
drapeau minimal de méme flot riemannien modele . D’apres le théor‘eme@ et
le corollaire E, on peut supposer que cette restriction est conjuguée au drapeau
modele D}, =(F}, ..., FL) du corollaire [L.J . Le relevé horizontal du drapeau D,
sur G = RFL x 4 Gy est le relevé par p du drapeau ¢*Dy, =(¢*F, ..., 0* Fr).
Ensuite en s’aidant de la formule (H) , il est facile de voir que les feuilletages
*F; , 1 <1 <k, sont des feuilletages de Lie dont les developpantes respectives
sont les morphismes de groupes D; : RF1 x 4 Gy — RF x4, Gy définis par

Di(t,g) = (oi(t),9) ,

et que le feuilletage ¢*Fiy1 correspond au feuilletage défini par la projection
R¥1 x4 Gw — Gw; et qu’au total le drapeau considéré (M, Fi .., Fri1) est
conjugué, au moyen de ¢, & un drapeau de feuilletages homogenes ([ﬂ], [H]) ]

Définition 3.2 Un drapeau de feuilletages riemanniens D est dit stable si tout
feuilletage est soit minimal, soit régulier et d’adhérence dans D .



Cela signifie que chaque feuilletage a feuilles non fermées est dense dans les
feuilletages suivants ([L]]) jusqu’au prochain feuilletage & feuilles fermées s’il en
existe.

Théoréme 3.3 Tout drapeau riemannien complet stable(M,D) d’une n+1-
vari€té compacte connexe est conjugué a un drapeau de feuilletages homogenes.

De facon plus précise:

- La variété M est difféomorphe a un espace homogene quotient d’un groupe
de Lie résoluble G par un sous-groupe discret uniforme I'; et

- il existe une suite strictement décroissante de sous-groupes distingués dont
les orbites déterminent le drapeau.

Preuve. On pose dimM = n + 1 et on va raisonner par récurrence sur le
nombre [ de feuilletages a feuilles fermées du drapeau.

- Sil =0, le flot est minimal , le résultat est évident (théo[L.d).

Sinon , soit M, une variété compacte connexe supportant un drapeau
riemannien complet stable D,=(Fy,...,F,). On sait que les feuilletages du
drapeau sont tous transversalement parallélisales( théo.ElI). Soit £ la dimension
de l'algebre de Lie structurale du flot de (M, 41 ,Dy);k <n—1
Soit TF+! < M, 44 T8 W,,_s sa fibration basique.Comme le drapeau est stable
et #0, Fi , lefeuilletage par les adhérences du flot, coincide avec le feuilletage
Fr+1 ; leurs fibrations basiques sont alors identiques. Dans la suite excate
d’Atiyah de C°(W,,_j)— modules et d’algebres de Lie

0— Tgw, — UM, Frq1) = EWp_g) = 0

—k+1

associée au feuilletage a feuilles fermées Fj11 ], le C°(W,,_1)— module
Igw, _,est alors nul ; 7 est donc un isomorphisme d’algebres. Ensuite la vari-
6té M, 41 étant completement parallélisable (théo.p.1), soit (Yi,..,Yps1 ) un
parallélisme de M, compatible avec le drapeau qu’il supporte. Les champs
de vecteurs Fj1—basiques Yi4o, .., Yot+1 se projettent par 7w en n — k champs
complets de =(W,,_1) qui montrent que la variété basique W,,_j, des feuilletages
Fi, ..y Frt1 est completement parallélisable et supporte un drapeau riemannien
complet stable D’E],*kflz(f€7 "'7‘7sz71) ou pour tout 5,1 <s<n-—k—1,
F? = 7p(Frt1+s). Comme précédemment D’ , | va se projetter sur la variété
basique de flb en drapeau riemannien complet stable qui est aussi le projeté de
D,, sur la variété basique du second feuilletage a feuilles fermées de D,,. Soit
W] =Wy_k, ..., W/, la suite des variétés basiques ainsi obtenue par projections
successives. La projection de D,, sur W} est un drapeau riemannien dont aucun
feuilletage n’est a feuilles fermées car sinon D,, contiendrait , contrairement
a I’hypothese , plus de [ feuilletages a feuilles fermées. Ensuite puisque ce
drapeau sur W] est stable, ses feuilletages sont nécessairement minimaux ; par
suite on peut considérer que W, = T? et que le drapeau qu’il supporte est

linéaire (théoL.d). Comme le revétement universel W/ =R? est un groupe de
Lie résoluble, alors par la proposition @, la projection de D,, surW/_, est

un drapeau de feuilletages homogenes et le revétement universel W/_; est un



groupe de Lie résoluble. Par récurrence , toutes les variétés basiques considérées
sont des variétés homogenes provenant de groupes de Lie résolubles. Il vient
donc avec la méme proposition , que la variété M,, ;1 est difféomorphe a une
variété homogene provenant d’un groupe résoluble . En clair , il existe une suite
d’entiers strictement positifs k1, .., k;—1 , des groupes de Lie résolubles G, .., G;
, et des matrices carrées A; . A;_1 tels que:

G
M = —iTik G =RF x4, Gi =RM x4, (R* x4, Go) = ..,
G; = Rk’ X A; Gi+1,G171 = Rkl’l XA _4 RS,GZ = Rq,

et il est facile de voir que le relévé de chaque feuilletage du drapeau D,, sur G est
soit le relevé d’un feuilletage homogeéne , soit le produit du relévé d’un feuilletage
basique et du relevé d’un feuilletage homogene. Mais comme les feuilletages
basiques des feuilletages du drapeau sont aussi des feuilletages homogenes, alors
le drapeau D,, est a une conjugaison prés, un drapeau de feuilletages homogenes.

Enfin, la considération de la suite (H;)1<i<n, oU H; = KerD; et les D; des
developpantes de ces feuilletages homogenes, permet de conclure.

1) Le revétement universel d'une variété compacte connexe supportant un
drapeau riemannien complet stable (donc un drapeau de Lie) est un groupe de
Lie finement résoluble et le groupe d’holonomie de chacun des feuilletages est
finement polycyclique [{].

2) La preuve du théorémeB.d montre que si le flot du drapeau et les différents
flots induits par les feuilletages sur les variétés basiques sont isométriques alors
G = R™""! et le drapeau est linéaire.

En particulier un drapeau riemannien complet dont les feuilletages sont a
feuilles fermées est un drapeau linéaire du tore.

3) La preuve de la proposition @, le théoréme@ et [E] permettent de voir
que tout drapeau riemannien complet d’une 3—variété compacte connexe est , a
une conjugaison pres, un drapeau de Lie du tore hyperbolique T3 (trA > 2);ce
drapeau est un drapeau de feuilletages homogenes , sauf peut-étre lorsque le
flot est a feuilles fermées et le second feuilletage minimal.

Il en résulte qu'un flot riemannien sur la spheére S? ou sur un espace lenti-
culaire de dimension 3 n’admet aucune extension riemannienne propre.

Définition 3.4 Si F' est 'adhérence d’une feuille d’un feuilletage F, d’un
drapeau stable (M, D =(F1, ..., Fp)), les restrictions des feuilletages Fu, ..., Fs a
F, ot r < s <min(p,dim F), forment un drapeau qu’on appellera trace de D
sur F .

On peut alors avec cette définition décrire les adhérences des feuilles d’un
feuilletage d’un drapeau riemannien complet stable comme suit:

Corollaire 3.5 Soit (M,D) un drapeau riemannien complet stable d’une va-
riété compacte et connexe, et F un feuilletage de D . Alors:

1) les adhérences des feuilles de F sont isomorphes a une variété homogéne
d’un groupe de Lie finement résoluble,



2) la trace de D sur chacune de ces adhérences est un drapeau de feuilletages
homogenes.

On rappelle qu'une algebre de Lie de dimension n est dite finement résoluble
si elle contient une suite strictement croissante d’idéaux (I )<<, commencant

par 'idéal nul et se terminant par g. Alors si F est 'adhérence d’une feuille F
d’un feuilletage F d’un drapeau riemannien stable d’une variété compacte et
connexe, et si I'algebre de Lie structurale [(F,F) est finement résoluble, il ex-
iste une base de champs de Killing transverses de cette algebre, permettant
de construire une suite croissante d’idéaux telle que les orbites de chacun de
ces idéaux forment un feuilletage riemannien contenant le feuilletage (F', F) et
qu’on puisse, de cette suite de feuilletages ainsi construite, extraire une sous-
suite pour compléter la trace du drapeau sur F' en un drapeau riemannien com-

plet stable. Ainsi pour de tels drapeaux, on a aussi les mémes conclusions qu’au
corollaire B.5.
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