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Produit eulérien motivique et courbes rationnelles
sur les variétés toriques
Eulerian motivic product and rational curves on
toric varieties

David BOURQUI

Abstract : We study the asymptotical behaviour of the moduli space of mor-
phisms of given anticanonical degree from a rational curve to a split toric variety, when
the degree goes to infinity. We obtain in this case a geometric analogue of Manin’s con-
jecture about rational points of bounded height on varieties defined over a global field.
The study is led through a generating serie whose coefficients lie in a Grothendieck
ring of motives, the motivic height zeta function. In order to establish convergence
properties of this function, we use a notion of eulerian motivic product. It relies on
a construction of Denef and Loeser which associates a virtual motive to a first order
logic ring formula.

Résumé : Nous étudions le comportement asymptotique de ’espace des modules
des morphismes de degré anticanonique donné d’une courbe rationelle vers une variété
torique déployée, lorsque ce degré tend vers l'infini. Nous obtenons dans ce cas un
analogue géométrique de la conjecture de Manin sur le nombre de points de hauteur
bornée des variétés définies sur un corps global. L’étude se fait via une série génératrice
a coefficients dans un anneau de Grothendieck de motifs, la fonction zéta des hauteurs
motivique. Afin d’établir des propriétés de convergence de cette fonction, nous utilisons
une notion de produit eulérien motivique, laquelle repose sur la construction de Denef
et Loeser permettant d’associer un motif virtuel & une formule d’anneau logique du
premier ordre.

MSC : 11G50, 14M25, 12E30, 14C05, 11M41

1 Introduction

Soit k un corps, € une courbe projective, lisse et géométriquement integre
définie sur k, et V une variété projective et lisse définie sur k. On fixe un faisceau
L sur V dont la classe dans le groupe de Néron-Severi est située a l'intérieur du
cone effectif.

Si le corps k est fini, un probleme naturel est d’étudier le comportement
asymptotique du nombre de morphisme de € vers X de L-degré donné quand
ce degré tend vers I'infini. Ce probléme est I’analogue géométrique du probleme
arithmétique du comptage asymptotique du nombre de points de hauteur bornée
sur une variété définie sur un corps de nombres. Concernant ces deux problemes,
un série de questions a été soulevée par Manin et ses collaborateurs vers la fin
des années 1980, lesquelles ont depuis été étudiées pour de larges classes de
variétés, notamment dans le cas arithmétique. Le lecteur pourra se reporter a



[Peb] et [Pe6] pour plus de précisions et un état des lieux sur la question en
2001.

Si le corps k est quelconque, on peut plus généralement s’intéresser au com-
portement asymptotique de la variété paramétrisant les morphismes de € vers
V de L-degré donné quand ce degré tend vers l'infini. On peut par exemple es-
sayer d’estimer le comportement asymptotique de la dimension et du nombre de
composantes géométriques irréductibles de ces espaces de modules. Une autre
fagon de formaliser cette question est d’étudier une série génératrice associée
qui est & coefficients dans I’anneau de Grothendieck des variétés (ou des motifs)
sur k, et qui, lorsque le corps de base est fini, se spécialise sur la fonction zéta
des hauteurs classiques. Nous renvoyons a la section 4.3 pour une formulation
plus précise des questions qu’il semble légitime de se poser dans ce cas de figure.
Signalons que nombre de ces questions sont dies a Peyre.

Dans ce texte, nous étudions ce type de questions lorsque V' est une variété
torique déployée (projective et lisse), L est le faisceau anticanonique et la courbe
C est une courbe rationnelle. Nous démontrons alors, si le corps de base est de
caractéristique zéro, un analogue motivique des conjectures de Manin sur le
nombre de points de hauteur bornée (théoreme 4.15). Nous traitons & part le
cas particulier des surfaces de Hirzebruch, pour lequel on obtient la rationnalité
de la fonction zéta des hauteurs, et pour lequel I’hypothese sur la caractéristique
n’est pas nécessaire (théoréme 5.16). On obtient ici une généralisation (dans le
cas d’une courbe rationnelle) du résultat de [Bol] qui traitait, dans le cadre
classique, le cas des surfaces de Hirzebruch définies sur un corps fini.

Signalons que Peyre a démontré un résultat similaire lorsque V' est une
variété de drapeaux, la courbe € étant une courbe quelconque (cf. [Ped]).

Les ingrédients de la démonstration des théoremes 4.15 et 5.16 sont des
versions motiviques de ceux que nous avons utilisés dans [Bo2] pour calculer la
fonction zéta des hauteurs d’une variété torique déployée définie sur un corps
global de caractéristique non nulle. Ce sont :

1. le lemme 5.13, qui décrit la variété paramétrisant les morphismes d’une
courbe rationnelle vers une variété torique déployée a ’aide de la descrip-
tion de Cox du foncteur des points d’une telle variété (cf. [Co2]). Ce lemme
est une version géométrique du lemme 2 de [Bo2], lui-méme inspiré de la
méthode utilisée par Salberger sur les corps de nombres dans [Sa]. Le
point commun du résultat de Cox et des techniques évoquées dans la
phrase précédente réside dans 'utilisation de la description explicite du
torseur universel au-dessus d’une variété torique déployée (bien que ceci
soit implicite dans la preuve du lemme 2 de [Bo2]).

2. une formule d’inversion de MoObius motivique, version motivique de la
formule d’inversion utilisée dans [Bo2], elle-méme adaptée des formules
d’inversion utilisée par Peyre et Salberger pour étudier le probleme de la
répartition du nombre de points de hauteur bornée sur les variétés toriques
définies sur un corps de nombres.

3. une notion de produit eulérien motivique qui nous permet de démontrer
des propriétés de convergence de la série génératrice associée a la formule
d’inversion en question, et de donner une interprétation du terme principal
de la fonction zéta similaire a l'interprétation en termes de nombre de
Tamagawa donnée par Peyre dans le cas classique. Nous faisons ici usage de
la construction de Denef et Loeser permettant d’associer canoniquement



un motif virtuel & une formule logique du premier ordre. Bien que nous
n’utilisons pas ce fait, on peut noter (cf. la remarque suivant le lemme
2.14) que ce produit eulérien motivique correspond & une décomposition
arithmétique de la puissance formelle dans ’anneau de Grothendieck des
variétés, notion définie dans [GuLuMe].

Nous décrivons a présent ’organisation de l'article.

Dans la section 2, apres quelques rappels sur 'anneau de Grothendieck des
variétés et les objets associés, nous rappelons la définition de la fonction zéta
de Hasse-Weil motivique, die initialement a Kapranov, et nous 1’écrivons sous
forme d’un produit eulérien motivique “naif”. Cette notion nous apparaissant
limitée (au vu notamment du résultat de convergence dont nous avons besoin
pour le calcul de la fonction zéta des hauteurs motivique d’une variété torique),
nous introduisons ensuite une notion plus fine de produit eulérien motivique et
nous en démontrons quelques propriétés, notamment le fait que la fonction zéta
de Hasse-Weil s’écrit encore sous forme d’un produit eulérien motivique (ce qui
était tautologique avec I’approche naive, mais n’est pas évident avec la seconde
approche).

Dans la section 3, nous introduisons des fonctions d’inversions de Md&bius
motiviques et montrons que les séries génératrices associées s’écrivent sous forme
d’un produit eulérien motivique, ce qui permet d’en dégager des propriétés de
convergence.

Dans la section 4, apres avoir défini les objets mis en jeu, nous précisons les
questions qu’il semble légitime de se poser sur ’étude asympotique des espaces
de modules des morphismes d’une courbe donnée vers une variété donnée lorsque
le degré considéré devient grand. Les conjectures de Manin raffinées par Peyre
et Batyrev-Tschinkel (dans le cadre classique) servent de fil conducteur. Nous
énongons le résultat démontré dans la fin de cet article : ces questions ont une
réponse positive pour les variétés toriques déployées si la courbe est rationnelle
et le degré est le degré anticanonique.

Enfin, dans la section 5, apres quelques tres brefs rappels sur la géométrie
des variétés toriques, nous décrivons la variété des morphismes de P! vers une
variété torique de degré donné. Utilisant une fonction de Mdébius adéquate et
les résultats de la section 3, nous en déduisons le résultat annoncé.

Remerciements

Je remercie Emmanuel Peyre et Antoine Chambert-Loir pour d’utiles discus-
sions. Je remercie Frangois Loeser pour m’avoir indiqué la référence [GuLuMe].

2 Fonction zéta de Hasse-Weil et produit eulérien
motivique

2.1 Quelques rappels et définitions

Soit k un corps quelconque, et Schie/k la catégorie des schémas de type
fini sur k. On note My, 'anneau de Grothendieck Ky (Schie/k) associé, défini
comme suit : le groupe sous-jacent a My, est le groupe abélien libre engendré
par les symboles [V] ot V est un schéma de type fini sur k, quotienté par les
relations [V] = [F]+ [V \ F] pour tout sous-schéma fermé F de V (en particulier
[V] = [Vzed]) et [V] = [W] si V et W sont k-isomorphes. Le produit est donné

déf

par [V][W] = [V x, W].



Désignons par CHMoty, la catégorie des motifs de Chow sur k (cf. par ex-
emple [Sc] et [Man]) et Ko(CHMoty) son anneau de Grothendieck. Si k est de
caractéristique zéro, il existe d’apres [GiSo, Theorem 4] (cf. aussi [GuNa] et
[Bit]) un unique morphisme

X : My — Ko(Moty)

tel que la classe [X] d’une variété X projective et lisse sur k s’envoie sur la classe
du motif de Chow qui lui est associé. Nous désignerons alors par M} I'image
de My, par ce morphisme.

On note L = [A,ﬂ la classe de la droite affine. On notera encore L I'image
de L par x (i.e. la classe du motif de Lefschetz). On note My, 10 = M [Lfl]
(la question de savoir si le morphisme de localisation My, — M joc €st ou non
injectif est encore ouverte). On sait que L est inversible dans Ko(CHMoty,), ainsi
X se factorise a travers My joc.

Si le corps k est fini, de cardinal ¢, ’application qui a un schéma de type
fini sur k£ associe son nombre de points rationnels a valeur dans k induit un
morphisme d’anneau #j : My 1oc — Z [q ]

On munit My 1. de la filtration dimensionnelle : pour m € Z, F"™ My 10c
est le sous-groupe engendré par les éléments de la forme L_i[V]7 ou V est un
schéma de type fini sur k et ¢ et V vérifient ¢ — dim(V') > m. On définit

—

M, = lim My joc/F ™ Mp loc-

On note My q = M ®Q, Mk 10c,Q = Miloc ®Q, T My loc,q = F " M 10c @
Q et My,q = lim Mi1oe,Q/ T " M joc,q-

Si k est de caractéristique zéro, on note MY . = MF[L™'], F? la filtration

image de F°® par x et M} = lim M 10e/ T M 1oe- On définit de maniere

—_—
analogue & ci-dessus My o, My 1oc.qr T "M joe.q €6 M q -

2.2 Fonction zéta de Hasse-Weil et sa version motivique

Soit k un corps et X une variété sur k. On désigne par X (©) I’ensemble des
points fermés de X et par deg(z) le degré d'un élément  de X(®). Pour n > 1,

on désigne par XT(IO) I’ensemble des points fermés de X de degré n, et par X <"~
la puissance symétrique d’ordre n de la variété X. En particulier, pour toute
extension K de k, 'ensemble X <"~ (K) s’identifie & ’ensemble des zéro-cycles
effectifs K-rationnels de degré n sur X.

Supposons le corps k fini. Pour n > 1, notons k,, 'unique extension de degré
n de k (dans une cloture algébrique fixée de k). La fonction zéta de Hasse-Weil
associée & X est I’élément de Z[[T]] défini par la formule

Xk om
Zx(T)=exp [ > X )l 7
n>1 "
On a les formules classiques
1 X (k) = d x| (2.1)
d|n



et

- | L)
ZX(T):Z|X< >(k)|T - H 1Tdeg(r)H<1—T"> '

n=>0 re X (0) n>1
(2.2)

Revenons au cas d’un corps k quelconque. On définit, suivant Kapranov
([Ka]), une version motivique de la fonction zéta de Hasse-Weil, & savoir une
série formelle a coefficients dans M}, donnée par la formule

Z)n(lot(T) _ Z [X<n>] T

n=>0

En particulier, si k est fini, en applicant #;, aux coefficients de Z2°" on retrouve
la série Zx (T).

Par exemple, si X = P!, on a pour tout n > 0 (P1)<n> = P™ dou
ZpNT) = m Supposons plus généralement que X soit une courbe

C projective, lisse, géométriquement integre, définie sur k et de genre g. Pour
un corps k quelconque, et & condition que Pic'(€)(k) soit non vide, Kapranov
montre alors ([Ka, Theorem 1.1.9], cf. aussi [LaLu2, Theorem 3.7]) qu’il existe
un polynome P a coefficient dans My, de degré 2 g, tel que

1-T)1-LT)Zg°T) = P(T). (2.3)
Par ailleurs P vérifie I’équation fonctionnelle
T*LIP (LT 1) =P(T)

et on a

P (L") = [Jac(€)] LY.

Si k est un corps fini, les résultats de Kapranov se spécialisent via I'application
#1. et permettent de retrouver des propriétés classiques de la fonction zéta de
Hasse-Weil usuelle de C.

Kapranov remarque aussi qu’il est naturel de se demander si Z2°" est encore
rationnelle pour X de dimension supérieure. Larsen et Lunts ont montré que ce
n’était pas toujours vrai des que X est une surface (cf. [LaLul] et [LaLu2], ainsi
que [DeLo3]).

2.3 Produit eulérien motivique : premiere approche

Il est naturel de se demander s’il existe un analogue motivique des rela-
tions (2.1) et (2.2). Ceci peut s’obtenir de la fagon formelle suivante : si X est
une variété sur un corps k, on définit des famille (®,,(X))n>1 et (U (X))n>1
d’éléments de M, q par les relations’

ZRNT) =exp | Y w ™ (2.4)

n>1

LOn peut vérifier que @, (X) est en fait un élément de M, mais ce n’est a priori pas le
cas pour ¥, (X) sin > 2.



et
V=1, u(X) =) d¥(X). (2.5)
d|n

Ainsi ®1(X) = ¥1(X) = [X]. Plus généralement, un calcul élémentaire montre
la formule suivante, valable pour tout n > 1 :

k

Op(X) =D (-1)* > IT[x=m=]. (2.6)
k=1 (m1,..mi)ENE | i=1

mit-my=n

ENl S

De cette formule découle aussitot le lemme suivant.
Lemme 2.1
Pour tout n > 1, ®,(X) et ¥,,(X) appartiennent 4 F~" d‘m(X)Mk,loc,Q.

<n>
SiX=A%ma pour, tout n > 1, (Ad) 2 A™4. On en déduit le lemme

suivant.

Lemme 2.2
Pour tout n > 1, on a

®, (A% =L

On a, par un calcul classique,

ZRNT) =exp [ Y Wn(X) log( ! ) . (2.7)

1-1n
nz1

Plus généralement, on a une notion de produit eulérien motivique : si P est
un élément de My, [[T]] vérifiant P(0) = 1 on peut définir le produit eulérien
motivique associé comme étant I’élément de My, q[[T’]] donné par la formule

RH(T) = exp | Y Wn(X) log(P(T™))

n>1

Ecrivons I (T) = Y- an T™ et soit vp_ la valuation de P —1. Du lemme
n=0
2.1 on déduit le résultat de convergence suivant.

Corollaire 2.3 .
Soit (Vn)7120 une suite d’éléments de My, qg. On suppose qu’il existe une appli-
cation ¢ : N — Z vérifiant

n dim(X)

o) = T T T

et, pour tout n € N,
V,, € 0 My q.

/. -
Alors la série ) a, V,, converge dans My, q.
neN

Démonstration : On se reportera a la preuve du corollaire 2.22, d’énoncé
et de démonstration similaire. (|



2.4 Produit eulérien motivique : seconde approche

L’approche de la section précédente nous semble limitée des qu’il s’agit de
montrer que d’autres séries que la fonction zéta de Hasse-Weil motivique (telles
que celles étudiées a la section 3) s’écrivent sous forme d’un produit eulérien
motivique.

Si on suppose k de caractéristique zéro, on peut utiliser une construction
de Denef et Loeser pour donner une définition plus naturelle de la familles de
motifs (¥, (X)), en tant qu’éléments de M} 5. On notera alors (WX (X)) cette
famille de motifs.

La construction en question, établie par Denef et Loeser pour le développement
de leur théorie de 'intégration motivique arithmétique, permet d’associer canon-
iquement & une formule d’anneau a coefficients dans k un élément de M?;Q On
définit notre famille (¥)(X)) comme étant I'image dans M o dune famille
adéquate de formules d’anneau a coefficients dans k. On montre alors dans ce
cadre que la relation (2.7) est une conséquence de la définition de (¥X(X)) (cf.
proposition 2.17). Ceci entraine d’ailleurs que (¥X(X)) est 'image par x de la
famille (¥, (X)).

Concernant les rappels qui suivent, on renvoie & [DeLol] et [DeLo2] pour
plus de détails.

Une formule d’anneau du premier ordre a coefficients dans k est une formule
logique construite a partir d’'un ensemble dénombrable de variables, d’équations
polynomiales a coefficients dans k, de combinaisons booléeenes et de quantifi-
cateurs universels et existentiels. On abrégera par la suite le terme formule
d’anneau du premier ordre a coefficients dans k en formule a coefficients dans
k voire formule si le corps k est clairement indiqué par le contexte. Pour toute
formule ¢ a coefficients dans k en n variables libres et toute extension K de k on
notera ¢(K) le sous-ensemble de K™ constitué des éléments de K™ satisaisant
0.

Un corps pseudo-fini K est un corps possédant pour tout n > 1 une unique
extension de degré n dans une cloture algébrique fixée et tel que toute variété
géométriquement irréductible sur K a un point rationnel dans K. Deux formules
¢ et ¥ & coefficients dans k en les variables libres (21,...,2m) et (y1,...,Yn)
sont dites logiquement équivalentes s’il existe une formule 6 en les variables
libres (z1,...,%m,¥1,--.,Yn) tel que pour tout corps pseudo-fini K contenant
k, Vensemble §(K) C K™ x K™ est le graphe d’une bijection entre ¢(K) et
B(K).

L’intérét pour la notion de corps pseudo-fini remonte & Ax, qui a démontré
qu’une formule close a coefficients dans Q était satisaite dans tout corps pseudo-
fini de caractéristique zéro si et seulement si elle était satisaite dans tout corps
fini de caractéristique assez grande.

Un exemple important de formule est donné par les formule galoisiennes.
Etant donné un revétement galoisien X — Y de groupe G, ou X et Y sont des
variétés affines normales irréductibles, et C' un sous-groupe cyclique de G, on
note ¢x y,c une formule telle que, pour tout corps pseudo-fini K contenant k,
ox,v,c(K) s'identifie & 'ensemble des éléments de Y (K) qui admette un groupe
de décomposition égal & C. Ce sont exactements les éléments de Y (K) qui se
relevent & un élément de (X/C)(K) mais pas & un élément de (X/D)(K) pour
tout sous-groupe strict D de C, ce qui montre que ¢x y,c est bien une formule
d’anneau.



Le groupe de Grothendieck de la théorie des corps pseudo-finis sur k, noté
Ko(PFF}), est le groupe engendré par les symboles [¢], ot ¢ est une formule a co-
efficients dans k et les relations [¢] = [¢] si ¢ et ¥ sont logiquement équivalentes,
ainsi que [¢ V ] + [¢p A ] = [¢] + [¢)] si ¢ et ¢ ont les mémes variables libres.

Denef et Loeser montrent alors le résultat suivant (cf. [DeLo2, Theorem 2.1])

Théoréme 2.4 (Denef-Loeser)
11 existe une unique application

X : Ko(PFFk) *)M;;Q

qui envoie la classe d’une formule qui est une conjonction d’équations polynémiale
sur la classe de la variété affine définie par ces équations et qui satisfait, pour
tout revétement galoisien X — Y de groupe G, ott X et Y sont des variétés
normales affines irréductibles, et pour tout sous-groupe cyclique C' de G, la
relation

x(Bxvcl) = Tk (I6x.x/e.cl) - 28)

o INc(C)] o

Dans ce qui suit nous aurons besoin d’étendre légerement les hypotheses sous
lesquelles la relation (2.8) est vérifiée : on suppose que X’ et Y’ sont des variétés
affine normales irréductibles, que X’ est munie d’une action d’un groupe fini G
induisant un G-revétement d’un ouvert X de X’ sur un ouvert Y de Y. Alors
on peut définir des formules d’anneau ¢x y,c et ¢x x/c,c pour tout sous-groupe
cyclique C' de G, et on vérifie en prenant des recouvrements ouverts affines que
la relation (2.8) est encore vérifiée. On peut d’ailleurs obtenir une relation du
meéme type pour des variétés X et Y normales quelconques en remplacant la
notion de formule par celle de sous-assignement définissable (cf. [DeLol, partie

4)).

2.5 Construction

Nous donnons a présent la construction de la famille de motifs virtuels
(X(X)). Nous introduisons tout d’abord des notations.

Notations 2.5

Soit n > 1. Pour toute variété X, on note (X™)o l'ouvert de X™ constitué des
n-uplets d’éléments deux & deux distincts, et (X <">)g louvert de X <"~ image
de (X™)o par le morphisme naturel X™ — X <">. Ce dernier morphisme induit
un revétement galoisien (X™)y — (X <"~), de groupe &,,.

Supposons tout d’abord X affine et irréductible. Soit n > 1. On fait usage
des notations ci-dessus et on note m, le &,-revétement (X")y — (X <"7),.

On note o, un n-cycle de &,,, et ¥, (X) une formule telle que, pour tout corps
pseudo-fini K contenant k, 1, (X)(K) s’identifie & ’ensemble des éléments de
X <">(K) qui sont dans (X <"~), (K) et admettent un groupe de décomposition
engendré par o,. Ce dernier ensemble s’identifie naturellement a I’ensemble des
points fermés de degré n sur Xg. L’expression de la formule ,(X) dépend
du choix du plongement de X dans un espace affine, mais 'existence d'un k-
isomorphisme entre deux tels plongements montre que deux tels choix donnent
des formules logiquement équivalentes.

Ainsi ¥, (X) = [th,(X)] ne dépend que de la classe d’isomorphisme de X.



Lemme 2.6
Soit U un ouvert affine de X et F = X \ U. On a, pour tout n > 1,

Pn(X) =0, (F) + 1, (U).

Démonstration :  On note my (respectivement mp) le morphisme naturel
U<"> — X<"> (respectivement F<"> — X<">). La formule t,(X) s’écrit
alors 1/1/ \Y w”, ol w/ (respectivement 1/1//) est une formule dont l'interprétation
dans un corps pseudo-fini K contenant k est 'ensemble des éléments de X <"~ (K)
qui satisfont v, (X) et sont dans I'image de 7y (respectivement 7r). De tels
éléments sont en bijection avec ensemble des éléments de U <"~ (K) satisfaisant
¥, (U). Cette bijection est donnée par le k-morphisme de variétés affines 7y, et
donc ¢ et 9, (U) sont logiquement équivalentes. De méme ¢ et b, (F) sont
logiquement équivalentes, d’ou le résultat. (I

Grace a ce lemme, la définition de 1, (X) s’étend &4 X quelconque par addi-
tivité? : si X s’écrit comme une union finie 'ngi de variétés affines, on pose,

3

&:ﬂ&\U&

ieJ igJ

pour J C I,
et

ce qui ne dépend pas du recouvrement choisi.
Du lemme 2.6, on déduit aussitot le

Lemme 2.7
Soit X une variété sur k, U un ouvert de X et F = X\ U. On a pour tout n > 1

Un(X) =0, (U) + 0 (F).

Corollaire 2.8
Soit n > 1. L’application qui a X associe En(X) s’étend en un morphisme de
groupes

), : My — Ko(PFF},).

En particulier, si A est un sous-ensemble constructible d’une variété X sur k,
1, (A) est bien défini. Si (A;);er est une famille finie de sous-ensembles con-
structibles d’une variété X sur k, on a

¥ <iL€JIAi) = > b, <iQJAi \ingJJAi)

@#£JCI

— Z (=1)HF#T%y, (Q/li) .

g£JCI
Finalement, pour toute variété X sur k et pour tout n > 1, on pose

WX (X) = x(¥, (X))

20n aurait pu aussi utiliser la notion de sous-assignement définissable pour étendre la
définition de 9, (X)




On pose également
OX(X) = d U¥(X).
d|n

On peut donc voir ®X(X) comme 'image par y de la classe d’une hypothétique
formule dont I'interprétation dans tout corps pseudo-fini K contenant k définirait
I’ensemble des points de X a valeur dans 'unique extension de degré n de K
(dans une cloture algébrique fixée de K).

En fait, de la définition de ®X(X) et de la proposition 3.6.1 de [DeLol] (cf.
aussi le paragraphe 3.3 de [DeLol]) on déduit aisément la proposition suivante.

Proposition 2.9
Supposons k de type fini sur Q. Soit R un anneau intégre et normal de type fini
sur Z, de corps des fractions k. Si x est un point fermé de Spec(R), on note F,,
le corps résiduel en x et Frob, le frobenius en x.
1l existe un élément non nul f de R tel que pour tout points fermé x de
Spec(Ry) on ait
Tr Frob, (¢X (X)) = | XF, (Fz,n)| -

2.6 Propriétés

De la définition de ®X découle immédiatement la proposition suivante.

Proposition 2.10
Soit X une variété sur k, U un ouvert de X. On a pour tout n > 1

(X)) = (V) + o3(X\ V)

Si A est un sous-ensemble constructible de X, ®X(A) est bien défini et si (A;);ecr
est une famille finie de sous-ensembles constructibles de X on a une formule
similaire a celle du corollaire 2.8.

Proposition 2.11
Soit n > 1. Soit X et Y des variétés sur k. On a

BY(X x V) = BY(X) BY(Y).

Soit X — Y une fibration localement Zariski triviale de fibre Z. Pour tout
n=>1,ona

(X)) = 25(Y) ©3(2).

L’application qui & X associe ®X(X) s’étend en un morphisme d’anneaux
PX(X) + My — M.

Cette proposition découle aussitot de la définition de ®X et du lemme suivant.

Lemme 2.12
Soit X et Y des variétés sur k. Pour tout n > 1, on a



Démonstration : En prenant des recouvrements ouverts affines et en strat-
ifiant, et grace au lemme 2.7, on peut supposer X et Y affines, normales et
irréductibles.

Dans toute la démonstration, pour tout entier n, on identifie &,, au groupe
des bijections de Z/n Z, et on note o, le n-cycle i — i + 1.

Soit n > 1. Soit d et e des diviseurs de n tels que d V e = n.

Nous faisons usage des notations 2.5.

On note Z, . la variété (X)g x (Y¢)o. L’action naturelles du groupe &, x &,
sur Zg,. induit un &4 x G-revétement

Zd,e _ (X<d>)0 % (Y<e>)0-

Les injections diagonales (X%)g — (X9)d et (Y¢)y — (Y©)*© induisent un
morphisme
Zae — (X xY)5"

que l'on notera mg .

On note Cy. le sous-groupe cyclique d’ordre n de &4 x &, engendré par
(0d,0¢)-

Les formules 94(X) Ae(Y) et ¢z, . (x<i>)ox (v <e>)o,cq. SOt alors logique-
ment équivalentes.

Soit Gg4,. le sous-groupe maximal de &4 x &, tel que le morphisme mg . se
factorise & travers Zy./Gg.. On peut décrire Gg de la maniére suivante. On
note fy (respectivement f.) le morphisme naturel Z/nZ — Z/dZ (respective-
ment Z/nZ — Z/eZ). Alors un élément (01,02) de &4 x S, est dans G, si et
seulement s’il existe un élément o de &,, vérifiant

. orfa(i) = falo(i))
Vi € Z/nZ, {sze(i) = fe(o(d)).

En d’autres termes, si on identifie Z/nZ & un sous-ensemble de Z/dZ x Z /eZ via
fax fe, Ga.c est le sous-groupe de G4 x &, constitué des éléments qui stabilisent
Z/nZ. En particulier G4 . s'identifie & un sous-groupe de &,,, noté &%¢. Notons
que Gy contient Cy . (I'élément de &%¢ correspondant & (04, 0.) est o4).

Soit K un corps pseudo-fini contenant k, K une cloture algébrique de K,
7 un générateur topologique du groupe de Galois absolu de K, et, pour tout
entier d, K4 l'unique extension de degré d de K dans K, et K, Pensemble des
générateurs de Ky, i.e. 'ensemble des éléments de K dont I'orbite sous 7 est de
cardinal d.

Soit z un élément de (X xY)5"” (K) satisaisant 1, (X xY"). Ceci signifie que
z s'identifie & un ensemble du type {(7iz, Tiy)iez/nz}, ou (z,y) est un élément
de (X x Y)(K) tel que I'égalité ('z, 7%y) = (x,%) ait lieu si et seulement si n
divise ¢. Soit d et e tels que z € X (K)) et y € Y(K). On a alors nécessairement
dV e = n. Le couple (d,e) est en fait I'unique couple vérifiant d V e = n et tel
que z se releve a un point géométrique de Zg ..

Montrons que z se releve en fait & un unique élément de (Zg,e/Gaq.e)(K), et
que cet élément admet Cy . comme groupe de décomposition.

L’ensemble des points géométriques de Zg . qui s’envoient sur z est ’ensem-
ble des points ((z;)jez/az, (Uk)rez/ez) € (X x Y)(K) vérifiant : il existe un
élément p de G, tel qu’on ait
() e

e
Vi € Z/nZ, fa(@) .
/ { yfe (Z) — TH(Z)y.
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Un tel élément y est alors nécessairement dans &%¢. On voit donc que w;i(z)
est une orbite sous Gg,. et on vérifie par ailleurs facilement qu’elle est stable
sous 7. Ceci montre que z se releve a un unique élément de (Zg/Ga.c)(K).
Montrons que cet élément admet Cy . comme groupe de décomposition. No-
tons
(@, 9) = (72)jez/az (T*Y)rezsez) € Tgo(2).

11 suffit de montrer que la Cyc-orbite de (z,y) est T-stable et que pour tout
sous-groupe strict C’ de Cy. la C’-orbite de (x,y) n’est pas 7-stable. Ceci
est immédiat compte tenu du fait que (o4,0.)(x,y) = 7.(x,y) et que (04,0.)
engendre Cy .

Montrons & présent qu'un élément de (Zg../Ga.e)(K) admettant Cq . pour
groupe de décomposition s’envoie par 74 sur un élément de (X x Y)5"” (K)
satisaisant ¢, (X xY). Un tel élément se releve & un point géométrique ((x;) x (yx))
de Zg vérifiant : il existe un entier ! premier & n tel que pour tout (k,j) on a
(Xj41, Yk+1) = (T 24,7 y;). Pour un entier m premier & n convenable, cet élément
s’écrit done (7P z) (7™ y)) avec x € X (K)) et y € Y(K), et son image dans
(X X Y)5"” est un point K-rationnel satisfaisant ¢, (X x Y).

On note alors 04, un formule telle que, pour corps pseudo-fini K contenant k,
04,c(K) s’identifie & I'ensemble des éléments de (X x V)"~ (K) qui se relevent &
un élément de (Zy,/Gq,)(K) admettant Cy . comme groupe de décomposition.

Ce qui précede montre que, d’'une part, pour tout (d,e) avec dV e = n, les
formules 04.c et ¢z, . z,./Gq.,Ca. SO0t logiquement équivalentes et d’autre part
que les formules (04¢)dve=n forment une partition de 1, (X x Y).

D’apres (2.8) et ce qui précede, on a

X([od,e]) = X([(’bzdﬁazd,e/Gd,e,Cd’e])
|NG Se (Cd,e)|
B WX([%dvevxﬁbXY0<E>,cd,e])

= Rewxe Ol yy ) wy(y),
‘NGd,e (Cd,€>|

Il suffit donc pour terminer la démonstration de montrer que

|INsyxs,(Cae)|l  de

INg,.(Cae)| n°

Un élément (01,02) de &4 x &, est dans Ng,xa.(Ca.e) si et seulement s’il
existe un élément [ de (Z/nZ)* tel que (01,02)(04,0.) = (04, 0.) (01,02) i.e. si
et seulement si on a

Vi€ Z/dZ, o1(j+1) = o1(j)+1
VkeZ/eZ, o3(k+1) = o2(k)+1.

Un tel élément est ainsi entierement déterminé par la donnée de | € (Z/nZ)*
et du couple (01(0),02(0)). Il sera dans G, si et seulement si on a en outre
(01(0),02(0)) € Z/nZ. Ainsi on a

INeuxe.(Cae)l = de [(Z/nZ)"],

NG, (Cae)| =n [(Z/nZ)"]

12



et le résultat annoncé. O
De la définition de ®X découle la relation

PX(X 1
exp Z#T" = exp Z\I/%(X)log<1_Tn>

n>1 n=1

Il s’agit maintenant de montrer que cette derniere expression est égale & Z% (T').

Notations 2.13
Pour tout élément x de MX k.q €t tout n = 1, on pose

n—1

[ (z 1)

() ==

Soit r > 1 et f=(f1,...,fr) € N, tel qu'on ait f; < --- < f. On définit

une partition {1,...,r} = [[ I, par la condition
vel

Vi,je{l,....r}, fi=fi<= Ty, i,j€l,.
Pour v € T, on pose fy = f; ol ¢ est un élément de v, et n, = |I,|. Enfin on
pose
T (X)
(v3x) =11 ( 20,
~el gl
Un calcul élémentaire montre alors le lemme suivant :

Lemme 2.14
Soit P une série formelle a coefficients dans M?g Q s’écrivant

P:l—f—ZanT".

n>1

exp Z\IIX ) log(P(T" —1+Zame

n>1 m>1

avec, pour m > 1, la formule

T
WYY (Bw) Y e
r>1 f:(f17~~~afr)eN;0 (77’17“';77/7“)61\];0 i=1

Plus généralement, soit E2 un ensemble fini non vide et

P=1+ Z anT™
neNF\{0}

un élément de M [[Te]leep- On a

exp Z\I/ ) log(P(T) | =1+ Z amT™

n>1 meNF\{0}
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o1, pour m € N¥\ {0}, on a la formule

Om =3 > (X)) > [Lan:
rzl  f=(f1,....fr)ENZ, (n1,...,n.)e(NP\{opm =1
fi<-<fr > n; fi=m

Remarque :  Soit P(T) une série formelle & coefficient dans My, de terme

constant 1. Ecrivons P(T) =1+ > a,T". et supposons que pour tout n a,
n>1
s’écrit [A,] ou A,, est un k-schéma de type fini.

Rappelons que I (T") désigne la série exp (zn>1 TX(X) 1og(P(T”))).

On peut montrer que HT(?IB(T) coincide, au moins apres application du mor-
phisme x, avec la “puissance [X]-eme de P(T')” définie par les auteurs de
[GuLuMe]. C’est une série formelle qu'ils notent P(T)X! et qu’ils définissent
par la formule

o 14 14
Lo X | () DDA I | et 29
k=1 | p>1 by EN® R j=1

Y iki=k
k,#0

ol (XZJ' kf) est I'ouvert de X2 % constitué des > kj-uplets d’éléments deux

0
& deux distincts et ] j Sy, agit de maniere diagonale sur chacun des facteurs

Tk, k;
(XZJ 7)0 et H?:l A]-J .
Par ailleurs, comme déja indiqué, TIR% (T') s’écrit

L+ 92 > (W5 (X)) > [Tan ¢ " (2.10)
k=1 | r21  f=(f1,....fr)ENT, (n1,.ne)ENT,  i=1

et expression (2.10) découle (au moins apres application du morphisme x) de
Pexpression (2.9) via la “décomposition arithmétique” (donnée par la relation
de Denef et Loeser (2.8)) des motifs des quotients de variétés apparaissant dans
Pexpression (2.9).

Il est facile d’expliciter ce qui se passe au niveau de la partie correspondant
a I'image des points rationnels dans le quotient : il s’agit, pour k£ > 1 donné, de
comparer d’une part I’expression

DS (ijkj)oxli/xff /f[lkj!

P21 (ki kp)ENP
> iki=k
kp#0
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qui s’écrit encore (cf. lemme 2.16)

[XT(1X] = 1) ... ([X] = X, ks + 1) [T0_, @

j=1%;
> e (2.11)
p=l (ki,...,kp)EN? J=1"
> jki=k
kp#0

et la partie de (2.10) correspondant au cas ou tous les f; sont égaux a 1, soit

Z \I](l,...,l)(X) Z li[am

r>1 N—— (n1,...,n)ENL, =1

r répétitions

ce qui s’écrit aussi

v K- ore) s L, e

r>1 (n1,...,n)ENZ, =1

Z ni:k

et Dégalité de (2.11) et (2.12) découle d’un argument combinatoire élémentaire
(si(k1,...,k,) € N?aveck, # 0, soit r = > k; ; il existe HT—]L], r-uplets distincts
(n1,...,n,) de N3, vérifiant k; = [{i, n; = j}|). O

Lemme 2.15

Soit X et Z des variétés affines, normales, irréductibles, et Z — Y un revétement
galoisien de groupe H et Y — X un revétement galoisien de groupe G. Soit
(Ci)ier une famille finie de sous-groupe cycliques de H, deux & deux non con-
jugués dans H.

Soit G’ le sous-groupe de G formé des éléments de g de G vérifiant la pro-
priété suivante : pour tout corps pseudo-fini K contenant k, I’ensemble des
x € Y(K) admettant pour groupe de décomposition I'un C; est stable sous g.

Soit ¢ une formule telle que pour tout corps pseudo-fini K contenant k, ¢(K)
s’identifie a I'ensemble des éléments de X (K) qui se relévent & un élément de
Y (K) admettant pour groupe de décomposition I'un des Cj.

On a alors

1
x([¢]) = @ Z x([¢zy.c.])-
il
Démonstration : On commence par supposer que Z — X est galoisien de

groupe I'. Soit IV le sous-groupe de I" formé des éléments ~y vérifiant la propriété
suivante :

Viel, 3heH, 3Jjel, ~Ony '=hC;h? (2.13)

Alors TV contient H et G’ est I'image de I'V dans G.

On suppose en outre que G’ = G soit encore IV = I'. On note J C I un
sous-ensemble de I tels que les (C})e s forment un systéme de représentants des
classes de conjugaison sous I' des C;. Pour j € J, on note I; C I ’ensemble des
indices ¢ tels que C; est conjugué dans I' & C;. Par la propriété (2.13), 'orbite
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de C; sous 'action de I' par conjugaison est réunion des orbites des C; pour
i € I; sous I'action de H par conjugaison, d’ou I’égalité

L 3 =
INe(C)I - 7 INe (G
Les formules (¢z x,c,)jes formant une partition de ¢, on a

) => x(6z.x.,)

jeJ
C;
= Z INlr | x([¢z,x/0,,0,])
|C|
Z Z x([¢z,2/0,.c.])
]EJ i€l
Z > x(bzy.c))
je€J iel;
x([¢
|G| ZGZI ZYC

d’ou le résultat dans ce cas.

Supposons & présent G’ quelconque. Soit ¢ une formule telle que pour tout
corps pseudo-fini K contenant k, ¢(K) s’identifie & 'ensemble des éléments de
(Y/G")(K) qui se relevent a un élément de Y (K) admettant pour groupe de
décomposition C; pour un i. Alors le morphisme Y/G’' — X fait de ¢ et ¢ deux
formules logiquement équivalentes (si x € X (K) vérifie ¢, il existe exactement
|G’ (K) qui admette un des C; pour groupe de décomposition et
s’envoient sur y, et il en est de méme pour 2’ € (Y/G')(K) vérifiant 1). On en
déduit le résultat en applicant ce qui précede a .

Supposons & présent Z — X non nécessairement galoisien. Soit Z' — X
une cloture galoisienne de Z — X, IV le stabilisateur de Y, 7 : IV — H le
morphisme quotient. Soit (D;);es une famille de sous-groupes cycliques de I",
deux a deux non conjugués dans I, tel que tout sous-groupe cyclique de I
dont I'image par m est I'un des C; est conjugué a un D;. Alors les formules
ié\l(bz’y’ci et jé\J(bZ/’Y’ D, sont équivalentes, d’ott le résultat d’apres le cas traité

précédemment. O
Lemme 2.16
Soit n > 1 et ¢ une formule d’anneau a coefficients dans k en les variables libres
(z1,...,2n). On pose 1 = ¢. Pour m > 2, soit ¥, la formule d’anneau en les
variables libres (z; ;) i=1,....n donnée par

j=1,...'m

/\¢($1,j,---,$nj) /\ /\ (1450 s @) 7 (T1ky oo Tny)
j=1

Ji.k€{l,...m}
J#k

16



On a alors, pour tout m > 1,

1/}m = H ¢] 7.]
Démonstration : Soit m > 2. Les formules en les nm variables libres
(1,...,Tm)
1/}m71(m1; ceey mmfl) A ¢(mm)
et

m—1
bV Gma (@1, @) A (T = 1))
j=1
sont logiquement équivalentes. Pour j = 1,...m — 1 la formule
’l/)mfl(mla sy m’I’nfl) A (mm = m])

est logiquement équivalente a 1,,,_1. On a alors

[wm] + (m - 1) ["/)mfl] = [wmfl] [¢]

soit
[m] = [hm-1] ([¢] —m + 1))

d’ou le résultat en raisonnant par récurrence sur m. (I

Proposition 2.17
On a I'égalité (dans M o[[T1])

ZY(T) = exp | ) UX(X) log (1 1T”)

n>1

Démonstration : D’apres le lemme 2.14, ceci revient a démontrer qu’on a
pour tout m > 1

([ =3 > (W) el (219)
>0 f=(f1,....fr)ENT,
<<

ou pour r > 1 et f € N, on note Ag ,,, 'ensemble

{(nlv"'a >07 anfz* }
Cette formule est le pendant motivique de 1’écriture3

X< () = 3 S (X)) el )

r>0 f:(fl ----- fr)eN;()

i< fr
3 ~ . (0) 'X(O)
On pose, avec les méme notations qu’en 2.13, (‘Xf D =TI1 ("~ 1).
Ty

yer’
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valable si k est un corps fini. La relation (2.15) est une conséquence de la relation
(2.2), mais elle peut aussi se retrouver via un argument combinatoire direct.
La preuve de la relation (2.14) qui suit est une adaptation motivique d’un tel
argument combinatoire.

Posons

Ix(T) =exp | > ¥X(X) log (1 1Tn)

nz=1

Soit F' un fermé de X et U = X \ F. D’apres le lemme 2.7, on a
x(T) =y (T)Up(T).

Par ailleurs, pour tout m > 1, on a une stratification de X <™> en sous-variétés
localement fermées

X<m> — ﬁ U<p> X F<m—p>
d’ou . i
(X)) = 2 x ([U=7]) x ([F=7r])

On en déduit la relation Z% (T') = Z$(T') ZX(T') . Ainsi, en prenant des recouvre-
ments ouverts affines et en stratifiant, on est ramené a démontrer la proposition,
ou, ce qui revient au méme, la formule (2.14) pour tout m, dans le cas o X est
affine, normale, irréductible.
On fixe donc m > 1. Soit © > 1 et (f1,..., fr) € Ny avec fi <--- < f.
On utilise les notations 2.13.
On a une action naturelle de &p = [I &n, sur A(s),m> ainsi que sur
vel
T
<fi>
JINC TS

Soit Z(4,) 'ouvert Gr-stable de [] (X<fi>)0 donné par

i=1
I IT (x=7=),
~eT \iel,

0

Soit ¢(y,) une formule telle que pour tout corps pseudo-fini K contenant k
b(f,)(K) s'identifie a 'ensemble des éléments (y1,...,y,) de Z,)(K) tels que,
pour tout ¢, y; satisfait & la formule vy, (X).

D’apres le lemme 2.16, on a donc

hy—1

ool =TT T ([vr,(X)] =4)- (2.16)

yel' j=0

Soit (n;) € A(f,),m- On note &, le cardinal du stabilisateur de (n;) sous
Paction de Gr.
On a un k-morphisme naturel

T(fims) © 2y — X7
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qui envoie le r-uplet de zéro-cycles (C1,...,C,) sur ), n; C;. Ce morphisme se
factorise a travers Z(4,)/&pn,)-

Soit alors 9y, »,) une formule telle que, pour tout corps pseudo-fini K con-
tenant k, ¥y, n,)(K) s’identifie & 'ensemble des éléments de X <"~ (K) qui
sont I'image par m(y, ,,,) d’'un élément (y1,...,y,) de Zs;(K) satisfaisant ¢(y,).
Un élément de X <™ (K) satisfaisant 1y, ,,) est donc un zéro-cycle s’écrivant
>oi_,n; Py ou, pour tout i, P; € XI(?)’f", et P, # P; si fi = f;. L'ensemble
des préimages de cet élément par my, ,,,) forme alors une &, )-orbite. Ainsi
le morphisme Z(4,)/&,,) — X <™~ induit une bijection entre les éléments de
X <> (K) satisfaisant ¥y, ,,,) et les éléments de (Z,)/S (»,)) () qui se relevent
a un élément de Z,)(K) satisfaisant ¢y,).

Notons en outre que tout élément de X <™~ (K) satisfait 1y, »,) pour un
unique (f;) et un (n;) € Ay,),m unique modulo 'action de &r.

Soit G = [[&y,. Pour i € I on note p; la projection de G sur Sy,. Soit

i€l
(C;)jes une famille de sous-groupes cycliques de G, deux & deux non conjugués
dans G vérifiant : si C est un sous-groupe cyclique de G tel que, pour tout ¢,
pi(C) =< oy, >, alors C est conjugué a 'un des C;.
Si on note ngi) — Z(f4) la restriction a Z(y,) du G-revétement

[T =TT x2),

les formules ¢(y,) et _/\quz(rf 12 Z5):C sont équivalentes.
JE€ i ‘

D’apres ce qui précede et le lemme 2.15, on a donc

(n]) = g e (o)

En notant A?fi) m un systeme de représentants de Ay, ,, modulo I'action de
Gr, on en déduit que

1

Yo x(laamd) = X Sl ([ecsa])
(R)EAY},) 1 (n)€AYy,) , 1 )
|A(7).m|

= e X ([¢0])

d’ott, d’apres (2.16),

Z X ([Yginn]) = (w}C(X)) |A(t).m] - (2.17)

. 0
() €Ay m

Ceci joint au fait que les formules

(Vfomy) o0,
(fl 7777 f’r‘)eN;ov
fi<-<frs
(ni)e‘A(()fi),m'

forment une partition de X <™> montre la relation (2.14). O
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Corollaire 2.18
Pour tout n > 1 on a ®X(X) = x (P,(X)) et TX(X) = x (¥ (X)).

Démonstration :  Ceci découle aussitot de la proposition 2.17 et des définitions
de @,(X) et U, (X). O

Corollaire 2.19
Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a ®X(A?) = L™,

Démonstration : Ceci découle du corollaire 2.18 et du lemme 2.2. O

Corollaire 2.20

Pour tout n > 1, UX(X) est un élément de F~" 4mX) Afx o

Démonstration : Ceci découle du corollaire 2.18 et du lemme 2.1. O
Notons qu’on pouvait aussi obtenir le corollaire 2.20 de maniere directe, sans
utiliser le fait que ¥X(X) = x (¥,(X)), grace a la définition méme de UX(X)
et au lemme suivant.

Lemme 2.21
Soit X — Y un revétement galoisien de groupe G entre variétés affines normales

et irréductibles. Pour tout sous-groupe cyclique C de G, x([¢x,v,c]) est un
élément de F~4mY) A(X Q

Démonstration : On a, d’apres (2.8),

ICIxX([X/C)) = > |Alx ([éx,x/a,4])
A<C

et x([X/C)) € F-HmXIMY o = F-HmEIME . Le résultat découle alors de
(2.8) et d’une récurrence sur le cardinal de C. O

Soit P € My o[[T]] une série formelle s’écrivant 1+ - a,, T". Soit
’ n>1

(an) € (Miq)

définie par
exp Z U, (X) log(P Z o, T™.
n>1 n>0
Soit vp_1 la valuation de P — 1. Du corollaire 2.20 on déduit le résultat de

convergence suivant :

Corollaire 2.22 o
Soit (V, )n>0 une suite d’éléments de /\/l . On suppose qu’il existe une appli-
cation ¢ : ‘N — Z vérifiant

n dim(X)
¢(n) - Up_1 n—>4+)oo +OO,

et, pour tout n € N,
Ve 5O MY,

Alors la série Y ay, V,, converge dans M, r.Q
neN
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Démonstration :  Ceci découle du fait suivant : il existe une suite (k,) € ZN
vérifiant, pour tout n,

n dim(X)
K‘n = -
vp—1
et
n AX
an € T My q.
On a en effet la relation
T
e Y () Y e
>0 f:(f17"'7f7‘)eN;[) (nl,...,nT)EN;() =1
fi<<fr > ni fi=n
Les f = (f1,..., fr) intervenant dans la somme vérifient tous

vp_1 Zfi < n.
i

Comme (\IV]E(X)) cF-&E ) dim(X)M;Q, on en déduit le résultat.
Un raisonnement similaire permet de déduire le corollaire 2.3 du lemme 2.1.
O

3 Une formule d’inversion de Mobius motivique

Dans cette section, nous introduisons un analogue motivique de fonctions
d’inversion de Mobius utilisées pour traiter des problemes de comptage de points
de hauteur bornée sur les variétés toriques (cf. [Pel], [Sal, [d1Brl], [Bo2]).

Soit E un ensemble fini non vide. On munit {0, 1}¥ de I'ordre partiel usuel.

On fixe B un sous-ensemble de {0,1}¥ vérifiant : sin € Bet n’ > n
alors n’ € B. On note B™" I'ensemble des éléments minimaux de B. Soit

A={0,1}*\ B.
On définit une fonction p% : {0,1}¥ — Z par la relation
Vne{0,1}7, la(n)= ) uh(n), (3.1)
osn’<n

On vérifie qu'une définition équivalente de p% est la suivante. Pour n €
{0,1}F on pose _
((n) = |{(n) € B™™, n’'<n}.

On a alors

1 si n=0
vn € {0,1}F, u%n)=< 0 si neA\{0}
(-4 i nmeB\{0}

On définit un élément Pp de Z[T.].cr par

Pp(Te) = Z pp(n) H e

ne{0,1}F e€E
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et un élément de @Qp de Z[[T.]]ccr par

Pp(T.
Qp(Te) = % =Pp(T.) > [T
€ ‘ dENE ccE
Pour d = (d.) € N¥ on définit d = (d,) € {0,1}F par d, = 1 si et seulement si
d, > 1.

Lemme 3.1
On a

Qp(T) = Y 1a(d) [T 7

deNE ecE

Démonstration : Ceci découle immédiatement de la définition de Qp et de
la relation (3.1). O

Soit X une variété sur k. Pour toute extension K de k, On note X% (K) le
monoide des zéro-cycles effectifs K-rationnels sur X, et, pour d € N, Xg’Jr(K )
le sous-ensemble de X%+ (K) constitué des éléments de degré d, qui s’identifie
donc & X <4 (K).

Soit F un sous-ensemble de E. Pour (d.) € N, la variété [] X <9=> des

ecl
E-uples de zéro-cycles effectifs de X de degré (d.) contient un ouvert non vide

défini par la condition ﬁF Supp(Ce) = @ et noté X4,) p.
ec

Pour (d.) € N¥ on note alors X(Efle) l'ouvert de [] X <?¢> défini par
eclk

B
XGoy = Xaoin=1y = [ Xdo).n=1}-

neB n€ Bmin

On a donc en particulier, pour toute extension K de k,

XG(K) =S (Co) e [[ X3 (K), vneB, (1 Supp(Ce) =2
eckE ecFE, n.=1

3.1 Le cas ou le corps k est fini
Soit
B _ 0,+ E —
AR =S (C) e (X"F(k)", vneB, () Supp(C.)=2
ecFE, n.=1

Il existe alors une unique fonction
~ E
gy o (X0 (k)" - Z

vérifiant la condition*

V(Co) e (XOHR)T, 1amCo= Y. AR(C)). (32
0<(CL)<(Ce)

e

40On munit (XO’+(I<:))E de 'ordre partiel usuel.
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Posons

Ziz (Te)) = > A% ((Ce)) T Teese?

(Ce)e(XO* (k)P e€lb
et
Z)B;((Te)) = Z 1A§ (Ce) H Tedeg(ce)-
(Ce)e(XO0F (k)" €l
On a alors
Z3((T0) = Zzp(T) ] 2x(T0). (3.3)
ecE

Proposition 3.2
On a la décomposition en produit eulérien

Zip(T) = ] P (=)

X
e X (0)

ou, de maniére équivalente,

281y = ] @ (@e==)).

e X ()

Démonstration : Le “de maniére équivalente” vient de la relation (3.3). La
preuve est classique, et se base sur le fait que ¥ est une fonction multiplicative.
La proposition 1 (p. 180) de [Bo2] (elle-méme inspirée de la proposition analogue
dans le cas des corps de nombres que l'on trouve dans [Sa] ou [Pe2]) traite le
cas particulier d’une fonction d’inversion de Mébius associée & un éventail (cf.

section 3.5) et la preuve est la méme dans le cas général. ]
Définissons & présent une fonction % : N — Z en posant
pR(de)) = Y ER(Ce).
(Ce), deg(Ce)=dc
On a alors
vd € N¥, ’X(ﬁe)(k)’ - Y BB I] ’X<de‘d@>(k:) (3.4)

0<d’'<d ecE

De la proposition 3.2, on déduit les relations
| X ©
> uk@ ]z = [T o) (3.5)
deNFE ecE n>1

et

> |xé, o] TTn = T] @, (3.6)

deNF ecE n>1

Ce sont ces relations dont on veut obtenir une version motivique.
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3.2 Adaptation motivique

On suppose ici le corps k de caractéristique zéro. En d’autres termes, on
va donner des résultats “au niveau de M}”. Le cas général, ou 'on cherche a
obtenir des résultats “au niveau de My”, est discuté a la section 3.3. On mime
la relation (3.4) et on définit une fonction de Mdébius motivique

X s NF o M

par la relation

V(d.) e NZ, X([X&)D: SR Hx<[X<d d>D. (3.7)

0<d, <de ecE
Si on pose
ZR(T)) = > x([xZ]) [] 1
deNFE ecE
et
Z 5 x Z MX,X d) H Td
deNFE ecE
on a donc la relation
ZR((T) = 2,00 ((T) T] 23(T0), (3.8)
eel

qui constitue en fait une définition alternative de uf}’x.

Théoréme 3.3
On a la décomposition en produit eulérien motivique

Zu «((T.)) = exp Z\IIX ) log (P (T2))
n=1
ou, de maniére équivalente,
ZR((Te)) = exp | Y X(X) log (Q5(TT))
n>1

Démonstration : Le “de maniére équivalente” vient de la relation (3.8).
Montrons la deuxieme relation. D’apres les lemmes 2.14 et 3.1, ceci revient
A démontrer, pour d € NZ| la relation

x([XZ]) =] > (U(X)) A% 4] (3.9)

21 f=(f1,...fr)ENL,
i< fr

ou, pour > 1 et f € N{;, on désigne par A 4 l'ensemble

{(nl,...,nr) (N®\{0})", anfzfd et Vi=1...,r ?LEEA}.
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Soit

5 (T) = exp | Y UX(X) log (Q5(T!"))

n>1

Soit F un fermé de X et U = X \ F. On a une stratification de X7 en sous-
variétés localement fermées

Xf H <H U<de> F<ded’e>> ﬂXf

0<d’'<d \e€E
= [[ vixFzi,
0<d'<d

d’ou
Z3(T) = Z{(T) ZE(T).
Par ailleurs le lemme 2.7 entraine que

X () = 115 (T) HE(T).

Ainsi, en prenant des recouvrements ouverts affines et en stratifiant, on est
ramené a montrer le théoréme, ou ce qui revient au méme la relation 3.9 pour
tout d # 0, dans le cas ou X est affine, normale, irréductible.

Fixons d # 0. Soit r > 1 et f = (f1,..., fr) tel que f1 < --- < fr-. On utilise
les notations 2.13 et on reprend les notations et la démarche de la preuve de
la proposition 2.17. Le groupe &r agit sur (N \ {0})" et .A’]Z{d est stable sous
cette action.

Soit n; € A?,d. On note &y, le stabilisateur de n; sous I'action de Gr.

On a un k-morphisme naturel

. de
Tt 2y — | X%
ecF

qui envoie le r-uplet de zéro-cycles (C1,...,Cy) sur (3, nie Ci),cp- Ce mor-
phisme se factorise a travers Z,)/ & mn,)-
Soit alors ¢y, n;) une formule telle que pour tout corps pseudo-fini K con-

tenant k 1f, n,)(K) s’identifie & I'ensemble des éléments de [] X <4>(K) qui
ecE
sont I'image par 7y, »,) d'un élément (y1,...,y,) de Zs; (K) satisfaisant ¢(y,).
La condition n; € A dans la définition de A’}" 4 entraine que de tels éléments
sont en particulier dans X Z(K).
Un élément de [] X <%>(K) satisfaisant ¢y, ;) est donc un E-uplet de

eckE
zéro-cycle s’écrivant (}.;_, n; . C;) ol, pour tout i, C; € XI(?)’fi, et C; # C;

si fi = fj. Les préimages d'un tel élément dans Zy,) forment une orbite sous

S(n,)- En d’autres termes le morphisme Zs,)/&(,,) — [ X <% induit une
eeE
bijection entre les éléments de [] X <9<>(K) satisfaisant ¢y, ) et les éléments
eelE
de (Z(4,)/G(n,))(K) qui se relevent a un élément de Zy,)(K) satisfaisant ¢y,).
En outre tout élément de X2 (K) satisfait Y(f,,m;) POUr un unique (f;) et un
(n;) € Aé‘i) , unique modulo I'action de &r.
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Par un argument similaire a celui de la proposition 2.17, on en déduit

¥ ([Yigmn)]) = ‘Gﬁx ([6esm]) -

L2

Si on note (.A(}i)’d)o un systéme de représentants de A&_)’d modulo I'action
de Gr, les formules
(Q/J(fi,ni)) r>0,
(f1,e0 fr)ENL,
i< fr,

(n)e(A,).q)"
forment une partition de X g. On conclut comme dans la preuve de la proposition
2.17. O

Une adaptation immédiate de la preuve du corollaire 2.22 montre le corollaire
suivant.

Corollaire 3.4 .
Soit vp la valuation de Pp — 1 et (Va)gene une famille d’éléments de My .
On suppose qu’il existe une application ¢ : N — Z vérifiant

¢(n)_ndim(X) C he

VB n—-+00

et pour tout d € N¥,
Va € F22d) MY,

Alors la série Y p™(d) Vg converge dans MY o
deNF 7

3.3 Adaptation motivique : le cas général
Si k est un corps quelconque, on peut toujours définir une fonction
'u/)lé,mot . NE N Mk

par la relation

Vi) eN[XE)| = 3 ugmei) [T [ )
0<d, <de ec

Ainsi, si k est de caractéristique zéro, on a x(uy™"(d)) = p%X(d) pour tout

d, et si k est fini on a # ™" (d) = & (d) pour tout d. Au vu du théoreme

3.3, on peut se poser la question suivante

Question 3.5
Est-il vrai que

o oux™d) [ T = exp | D Wa(X) log (Ps(T)| 2

deNF e€E n>1
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Une réponse positive a la question 3.5 fournirait une autre démonstration du
théoreme 3.3. Elle entrainerait également une réponse positive a la question
suivante :

Question 3.6 -
Soit (Va)gene une famille d’éléments de My, q. On suppose qu’il existe une
application ¢ : N — Z vérifiant

n dim(X) n
2\ L o

VB n—-—+00

¢(n) —
et, pour tout (d,) € N¥,

Vaed (X de) m
Est-il vrai que la série

px " () Va
(d)eNE

—_—
converge dans My, q 7

On montre dans la section suivante que la réponse & la question 3.5 (et donc &
la question 3.6) est positive pour un cas particulier d’ensemble B, ce qui permet
au niveau des fonctions zéta des hauteurs des variétés toriques de traiter le cas
des espaces projectifs et des surfaces de Hirzebruch (& savoir “au niveau de My”
sur un corps k quelconque). Pour traiter le cas d’une variété torique générale,
faute de pouvoir montrer que la réponse est positive, nous devrons nous placer
“au niveau de M?;Q” pour pouvoir utiliser le théoreme 3.3 et le corollaire 3.4.

On peut remarquer que comme X(Z) est une sous-variété de [] X <de>,
.

[X(’fle)} est dans F—dim(X) X de/\/lk,loc. Ceci ajouté & la relation (3.10) mon-

tre immédiatement par récurrence qu’on a

—dim(X) Y de
V(de) S NEv H)%mm((de)) € 3: eck Mk,loc-

Ceci donne un résultat de convergence plus faible que celui du corollaire 3.4,
et insuffisant pour 'application que nous avons en vue de ;L)B;’m(’t a ’étude du
comportement de la fonction zéta des hauteurs au point critique 7' = L.

3.4 Calcul de ;™" dans un cas particulier

On définit une fonction p2°" : N — My, par la relation
ST | 23T = 1.
d>0

On a donc pour tout d > 0

>Rt (r) [x<7] =0 (3.11)
0<r<d
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Si I est un ensemble fini non vide, on définit alors une application puf de N
vers My, en posant

ooy wR(d) si di =d pour tout i € I,
o (di) _{ 0 sinon. (3.12)
Une définition équivalente de uk est d’imposer la relation
> ) 2 (T[5) -+
deN/ iel
Proposition 3.7
On suppose que B = B™" = {(1).cg}. Alors uf}’mm = u¥.
Démonstration : On a dans ce cas Xf = Xgr. On a une fibration en

sous-variétés localement fermées
X<t = |44
= (de),d
e€E 0<d<Min(d,)
ou
~ yd
Wia,y,a = X x X(a,-a),E

est la sous-variété de J] X <9e> des E-uples de zéro-cycles effectifs dont I'inter-
ecE
section est de degré d, en particulier W,y o = X(4.),- On a donc

Min(d,)
H [X <de>} — Z [X<d>} [X(de_d)vE} :
eB d=1

Ecrivons cette relation pour chaque E-uples (dé) avec 0 < del < d., multiplions

la relation obtenue par pf (d,) et faisons la somme de toutes les relations

e )

obtenues, on obtient finalement, au vu de (3.11)

Xaorl = 3wk IT [x=a>].

Ogdégde eckE
o B,mot 1 i Bmot
Vu la définition de py™, on en déduit bien py™" = p%. O

On déduit aisément de ce qui précede le corollaire suivant :

Corollaire 3.8
On suppose que B vérifie ’hypothése suivante : il existe une partition

E=Es[] e

de FE telle qu’on ait
pgmin {(ne) ENE, Fyel, (ne=loec Ew)}.
Alors on a

vde N7, p3md) = [T X1 ] #x ((de)ees,):

eEEﬁ ~el
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3.5 Fonction de Mobius motivique associée a un éventail

Soit N un Z-module libre de rang fini dont on notera r le rang. On rappelle
brievement la notion d’éventail de N.
Un céne polyédral rationnel (en abrégé cone) o de N ® R est une partie de

N ® R qui s’écrit
g = Z R>0 m;
iel

ou I est un ensemble fini et les (m;) sont dans N. Un cone o est dit strictement
conveze si 0 N —o = {0}. Une face d’un cone o est une partie F' de o telle qu'il
existe un élément ¢ de NV ® R positif sur o et strictement positif sur o \ F.
Une face d'un cone est encore un cone.

Un éventail de N est un ensemble fini ¥ de cones strictement convexes de
N ® R, vérifiant les conditions suivantes :

— toute face d’un céne de ¥ est un cone de %,

— Dintersection de deux cones de X est une face de chacun des deux cones.

Un éventail X est dit régulier si tout cone de X est engendré par une partie
d’une Z-base de N, et complet si les cones de Y recouvrent N ® R.

Soit 3 un éventail non réduit & {0}. On note X(1) I'ensemble des rayons de
3, i.e. 'ensemble des cones de dimension 1 de 3. Pour ¢ € X, on note o(1)
Pensemble des éléments de X(1) qui sont des faces de o. Pour o € %(1) on
abrégera les notations a € o(l) et a ¢ o(l) en a € o et a ¢ 0.

Soit By le sous-ensemble de {0, 1}*() défini par

Bg:{(na)e{o,l}z(l), Voey, Ja¢o, nazl}.

11 est clair que si n € By, et n’ > n alors n’ € By,

Lemme 3.9
La valuation de Pp,, — 1 est supérieure ou égale a 2.

Démonstration :  Soit ag € (1) et (ny) € {0,111 vérifiant n,, = 1 et
ne = 0 pour o # ap. Il s’agit de montrer que n, ¢ Byx. Mais ceci découle
aussitot de la définition de By, et du fait que « est une face de «. O
On déduit de ce lemme et du corollaire 3.4 le corollaire suivant.

Corollaire 3.10 o
Soit (Va) gen= une famille d’éléments de M ,, vérifiant

Vd=(d,) e N°D, VyeFdm)Tde

Alors la série Y py™X(d) Vy converge dans M o
deN=1)

Le cas des espaces projectifs Soit n > 1 et X I’éventail de Z" @ R dont les
rayons sont engendrés par les éléments de la base canonique (e;)1<i<n de Z™ et
I'élément ), e;. La variété torique associée est I'espace projectif de dimension
n. On a By = {(1,...,1)} et donc uf}z’mm = ui(l) d’apres la proposition 3.7.
En particulier la réponse & la question 3.5 (et donc & la question 3.6) est positive
dans ce cas.

29



Le cas des surfaces de Hirzebruch Soit m > 0 un entier et X ’éventail de
Z? ®R. dont les rayons sont engendrés par p; = (1,0), p2 = (—1,m), p3 = (0, 1),
pa = —ps. La variété torique associée est la m-eme surface de Hirzebruch. On
voit que B¥™ = {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}. D’apres le corollaire 3.8, on a donc

pR O (A d, g, dy) = Py, do) pE (da, da):

La encore, la réponse a la question 3.5 est donc positive.

4 Fonction zéta des hauteurs motivique

Soit k£ un corps, et C une courbe projective, lisse, et géométriquement integre
définie sur k. Soit K le corps des fonctions de €. Considérons une variété projec-
tive V définie® sur k. Les éléments de V(K s’identifient donc aux k-morphismes
z : € — V. On fixe un fibré en droites L sur V.

4.1 Le cas classique

Si k est fini, de sorte que K est un corps global de caractéristique positive,
la formule

He(z) = deg (¢7L) (4.1)

définit une hauteur d’Arakelov (logarithmique) sur V(K), relative au faisceau
L.

Si on suppose en outre que la classe de £ est a l'intérieur du cone effectif, il
existe (cf. [Pe2, Corollaire 2.7.3 et Remarque 2.7.4]) un ouvert non vide Uy de
V tel que pour tout ouvert U de Uy et tout entier d > 0, I’ensemble

{r e U(K), He(z) = d}

est fini. La fonction zéta des hauteurs associée & un tel ouvert U et L est définie
par
Zevnm, (T)= Y  TH®,
zeU(K)

Si V n’est pas de type général, le comportement attendu de cette série est décrit
par la version géométrique des conjectures de Manin et al.

4.2 Le cas motivique

Si k est quelconque, on peut toujours définir une fonction hauteur Hy sur
V(K), par une formule identique & (4.1).

Si L est une extension de k, on note K, le corps des fonctions de la courbe
C Xk L. Si s est un point d’un schéma S, on notera k4 le corps résiduel en s. Si
¢ est un morphisme de source un S-schéma, on notera ¢4 son tiré en arriere par
Spec(ks) — S.

On notera Homf’d(e, V') le foncteur qui & un k-schéma S associe

{¢ € Homy(Cs,V), VseS, deg(¢s(L)) =d},

50n pourrait en fait considérer des variétés définies sur K, i.e. des familles non constantes,
mais nous nous limiterons ici au cas particulier ou le corps de définition est le corps des
constantes.
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et pour tout ouvert U de V, Homg’L’d(G, V) le foncteur qui a un k-schéma S

associe

{6 e HomP (€, V)(S), VseS, o, eUKL,)}.

Lemme 4.1

On suppose que la classe de L est a I'intérieur du cone effectif. Alors il existe un
ouvert Uy non vide de V' tel que pour tout ouvert U de Uy et pour tout d > 1,
le foncteur Homg’L’d((? , V') est représentable par un k-schéma quasi-projectif.

Démonstration : Si L est supposé ample, on sait d’aprés [Gr, 4.c] que
Homf’d(e, V') est représentable par un k-schéma quasi-projectif. Or, pour tout
ouvert U de V, Homg’L’d(G, V') est un sous-foncteur ouvert de Homf’d(e, V),
d’ou le résultat dans ce cas.

Dans le cas général, V' étant projective, on peut fixer un fibré en droite tres
ample Ly sur V. Comme la classe de L est a l'intérieur du cone effectif, il existe
un entier N > 1 et un fibré en droites effectif L1 tel que L8N = Ly @ L.

Soit Uy le complémentaire des points-base de L1 et U un ouvert contenu
dans Up. Pour toute extension L de k et tout élément ¢ de U(KL) (i.e. tout
morphisme ¢ : € — V dont 'image rencontre U), on a alors deg(¢*(L1)) >
0. Ainsi si un tel ¢ vérifie deg(¢*(L)) = d on a deg(¢*(Lo)) < 4. Donc
le foncteur Homg’L’d(G,V) s’identifie & un sous-foncteur ouvert du foncteur

11 Homf"’d/(e , V). Ce dernier foncteur étant représentable par un k-schéma
<4
quasi-projectif, on a le résultat. O
Remarque : Hormis I'utilisation du théoreme de représentabilité de Grothendieck,
la preuve de ce lemme est formellement la méme que celle de son analogue “clas-
sique”. Notons aussi que si U est un ouvert de V' dont le groupe de Picard est
trivial, U est nécessairement contenu dans 'ouvert Uy de la démonstration, en
particulier Homg’L’d(G, V') est représentable par un schéma quasi-projectif. [

On fixe désormais un fibré en droites £ dont la classe est a l'intérieur du
cone effectif.

Pour tout ouvert U assez petit de V, et tout entier d > 0, on note Ug 4 le
schéma quasi-projectif représentant le foncteur Homg’L’d(G V).

L’idée directrice est d’étudier le comportement asympotique de Ug 4, en un
sens a préciser.

Pour cela, on considerera notamment Zg'¢f 7 (1) 'élément de M[[T] défini
par

Z8U g, (1) = [Ug.al T
d>0

Si k est fini, on a
Ugalk)={x € UK), He(z) =d}
et la série définissant la fonction zéta des hauteurs classique s’obtient en appli-
cant le morphisme #j aux coefficients de la série motivique Zg“{} He
Si k est de caractéristique zéro, on considérera également I’élément de M} [[T7]]
noté 7, é‘,U, 1, (T') obtenu en appliquant le morphisme x aux coefficients de Zg'%; 5 (T').
I est naturel de se demander s'il n’existe pas pour Zg'gf , ou Zg 1y, , des

analogues motiviques des résultats obtenus ou conjecturés pour Ze g, (I'). On
précise cette question dans un cas particulier & la section suivante.
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4.3 Un analogue motivique de la conjecture de Manin

On suppose désormais que la variété V vérifie les hypotheses suivantes :

Hypothese 4.2
1. La classe du faisceau anticanonique de V est située a l'intérieur du céne
effectif.

2. L’ensemble V(K) est Zariski dense. En d’autres termes, pour tout ouvert
non vide U de V, il existe un k-morphisme € — V dont U rencontre
PI'image.

Dans tout ce qui suit, on note Lg le faisceau anticanonique et on considere
la hauteur Hp, associée a Lo, notée Hy. On note aussi Uy g = Ug, 4.

Supposons le corps k fini de cardinal gq. Une partie de la version géométrique
de la conjecture de Manin peut alors se traduire par les deux questions suivantes :

Question 4.3
Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que la série Ze u,m,(q°) converge
absolument pour R(s) > 17

Question 4.4
Existe-t-il un ouvert non vide U satisfaisant aux exigences de la question 4.3 et
un € > 0 tel que la fonction holomorphe sur R(s) > 1 définie par Ze v m,(q~*)

se prolonge en une fonction méromorphe sur R(s) > 1 — e avec un péle d’ordre
rg(NS(V)) ens=17

Supposons a présent k quelconque. Un analogue motivique naif de la question
4.3 serait le suivant.

Question 4.5
Est-il vrai qu’il existe un ouvert non vide U de V tel que, pour tout entier k > 2,

4i MOt —r VR
la série Zg'%; y, (L™") converge dans My, ?

Si I'on se rappelle la définition de ./T/l\k, on voit que ceci équivaut a la question :
existe-t-il un ouvert non vide U tel que pour tout entier x > 2 on a

dlim dim(Upq) —kd=—oc0 7

Ainsi, un analogue plus fidele de la question 4.3 serait en fait la question suiv-
ante : existe-t-il un ouvert non vide U tel que pour tout réel k > 1 on a

lim dim(Upq4) —kd= —0c0 ?

d—oo

soit de maniere équivalente

Question 4.6
Existe-t-il un ouvert non vide U de V' tel que

T dim(Uo,d)

d d sz
— 00
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Pour toute variété X, on note p(X) le nombre de composantes géométriques
irréductibles de dimension maximale de X. Au vu des estimations de Lang-Weil
et de lestimation du comportement asympotique de |Up 4(k)| donnée par des
théoremes taubériens classiques lorsque la réponse a la question 4.4 est positive,
un analogue naturel de la question 4.4 serait la question suivante :

Question 4.7
Existe-t-il un ouvert non vide U de V' vérifiant

E d1m(U07d) -1
d—o0 d

“ — lox(p(Uo)

b log(d) = 18(NS(V)) 7

Un autre analogue est la question suivante :

Question 4.8
Existe-t-il un ouvert non vide U de V vérifiant

H dim(ond)

=1
d—oo d

et tel que la série définie par le produit (1 — LT)*#(NS(V)) Z8'% 1, (T) converge
pour T = Lt

On note k une cloture algébrique de k, et k5P la cloture séparable de k dans
k. Désormais, en plus des hypotheses 4.2, on suppose que la variété V vérifie
les hypotheses suivantes (cf. les hypotheses du paragraphe 2.1 de [Pe3] ot 'on
notera que la variété V est supposée définie seulement sur le corps des fonctions
de @) :

Hypotheése 4.9
1. Les groupes de cohomologie H'(V, Oy ) et H(V,Oy) sont nuls.

2. Le groupe Pic(V x; k*P) est libre de rang fini et coincide avec Pic(V x k).

3. L’action du groupe de Galois absolu sur Pic(V xj, kP) est triviale.

4. Le cone effectif de V' (noté Ceg(V')) est polyedral rationnel, i.e. est engendré
par un nombre fini d’éléments de Pic(V).

5. Sil est un nombre premier distinct de la caractéristique de k, la partie
I-primaire de Br(V xy k) est finie.

Le fait d’avoir supposé la variété V' définie sur le corps des constantes de C
ainsi que 'hypothese 3. ci-dessus signifie que nous nous plagons dans le cas
arithmétiquement le plus simple. Notons que les variétés toriques déployées
vérifient les hypotheses 4.2 et 4.9.
On pose
Z6u(vy,oo(T) = Z Ty, Lo)
yE€Cest(V)VNPic(V)V

En écrivant Cog(V)Y comme le support d’un éventail régulier, on voit que
Z¢ (V.00 (T) est une fraction rationnelle a coefficients rationnels en 7', dont 1
est un pole d’ordre rg(Pic(V)).
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On définit

(V)= 1in%(z — 1) rePic(V)) ZCo(V),00(2)-
z—
C’est un nombre rationnel non nul.
Supposons le corps k fini de cardinal q. Une version géométrique de la con-
jecture de Manin raffinée par Peyre peut alors s’énoncer ainsi :

Question 4.10
Si U est un ouvert satisfaisant aux exigences des questions 4.3, et 4.4 a-t-on

lim (s — 1)®8FCV) 76 5 (g7%) =

s—1

* _ im _s\\rg(Pic(V
o (V)q(l ge) dim(V) (Ress:1Ze(q )) g(Pic(V))

S | U R LELY B
e |k71|
La convergence du produit eulérien apparaissant dans l’expression conjec-
turale du terme principal en s = 1 a été montrée par Peyre en utilisant les
conjectures de Weil démontrées par Deligne. Ainsi, sous les hypotheses énoncées
ci-dessus, Peyre montre que 'analogue de I’hypothese de Riemann entraine I'es-
timation asymptotique

V()] = | ™Y+ xg(Pic(V) o™V 4 0 (kTR (42)

deg(v)—o0

d’ou la convergence.

La réponse a la question 4.4 est positive dans le cas des variétés toriques
([Bo2]) et dans le cas des variétés de drapeaux ([Pe3]).

Au vu de (4.2), on peut se poser la question suivante :

Question 4.11
Est-il vrai qu’on a

vd > 1, (I)d(V) _ Ld dimV I’g(PlC(V) Ld(dimel) e ?d(%fdim(V))Mk ?
Nous donnons a présent un analogue motivique de la question 4.4.

Question 4.12
Si la réponse a la question 4.11 est positive et que U est un ouvert satisaisant
aux exigences de la question 4.8, est-il vrai que la série

(1— LT)rg(PiC(V)) Zg(;}ﬂ(}
converge dans /m pour T = L™ vers

o (V) I, (1=ge) dim(V) ([(1 —LT) ng(T)} (L_l)) rg(Pic(V))

< exp | 30, (€)log (<1_L—n>rg<mc<v»M) )

—n dim(V)
n>1 L
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La convergence du produit eulérien motivique est assurée par la réponse positive
a la question 4.11.

Si le corps k est fini, une réponse positive a la question 4.12 ne permet
pas a priori d’obtenir par spécialisation via #j des résultats sur la fonction
zéta des hauteurs usuelle concernant par exemple le domaine de convergence
ou l'expression du terme principal du pole au point critique. Le terme principal
motivique proposé ici se spécialise formellement sur le terme principal de la
fonction zéta des hauteurs usuelle, mais la fonction #j n’est pas définie sur
M.

Une telle spécialisation sera cependant fructueuse dans le cas ou la série
Zg“[’} 1, (T') est une fraction rationnelle en T'. Cette situation se produit pour
les espaces projectifs et, comme on le montre ci-dessous, pour les surfaces de
Hirzebruch si @ = P'. Cependant, pour une variété torique déployée quelconque,
nous suspectons qu'en général Ze v, m, (T) (et donc Zg'¢f y (T)) n'est pas une
fraction rationnelle en 7.

Supposons a présent k de caractéristique zéro. Une variante évidente des
questions 4.11 et 4.12 est donnée par les énoncés suivants.

Question 4.13
Est-il vrai qu’on a

Vd>1, @Y(V)— LA™Y —rg(Pic(V) LY Wm V=Y g gdG-dim(M) pqx o

Question 4.14
Si la réponses a la question 4.13 est positive et que U est un ouvert satisaisant
aux exigences de la question 4.6, est-il vrai que la série
Pic(V t,
(1= LT)ePetV) Zg 0 (T)

-

converge dans My q bour T =L" vers

o (V) 1, (1—ge) dim(V) ([(1 _ LT) Zé((T)} (L,l)) rg(Pic(V))

. OX(V
X exp Z UX(C)log ((1 — L")rg(P‘C(V))%) ?
n>1

Dans toute la suite de ce texte, on suppose que la courbe C est
rationelle. Nous montrons alors les résultats suivants : la réponse a la question
4.6 est positive si V' est une variété torique déployée, en prenant pour U 'orbite
ouverte (corollaire 5.14); la réponse a la question 4.12 est positive si V est
une surface de Hirzebruch, en prenant pour U orbite ouverte (on a en fait un
résultat plus fort, la rationnalité de la fonction zéta, cf. théoréme 5.16) ; enfin
on a le résultat suivant :

Théoréme 4.15
On suppose k de caractéristique zéro. La réponse a la question 4.14 est positive
si V' est une variété torique déployée, en prenant pour U ['orbite ouverte.
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Les preuves du corollaire 5.14 et des théoremes 5.16 et 4.15 s’appuient toutes
sur le lemme de paramétrisation 5.13. La preuve du théoreme 4.15 utilisent en
outre le théoreme 3.3 et le corollaire 3.4. Une réponse positive a la question
3.5 (en d’autres termes la valididité du théoreme 3.3 “au niveau de My”) per-
mettrait de montrer que la réponse a la question 4.12 est positive pour toute
variété torique déployée. Rappelons que dans le cas particulier d’un ensemble
By, associé a I’éventail 3 d’une surface de Hirzebruch, la réponse a la question
3.5 est positive.

5 Preuve des résultats annoncés

On fixe jusqu’a la fin de cette article un corps de base k.

5.1 Quelques rappels sur les variétés toriques

En ce qui concerne la géométrie des variétés toriques, nous nous contentons
de rappeler les résultats qui nous seront utiles, ce qui nous permet de fixer
quelques notations. Nous renvoyons le lecteur aux références classiques sur le
sujet (par exemple [Od], [Fu], [Ew]) pour plus de détails.

Soit 7 > 1 un entier et U = G/, un tore déployé de dimension r défini sur k.
Soit X* (U) son groupe des caracteres et X, (U) son groupe des cocaracteres. Ce
sont des Z-module libre de rang r, chacun s’identifiant naturellement au dual de
Pautre. On note (., .) Paccouplement naturel entre ces deux Z-modules. A tout
éventail ¥ de X, (U) est associé une variété normale irréductible Xy définie sur
k, munie d’une action de U et possédant une orbite ouverte isomorphe a U, en
d’autre termes une variété torique déployée définie sur k.

On considere désormais un éventail ¥ projectif et régulier. La variété Xs
associée est alors projective et lisse.

Pour a € (1) nous notons p, € X, (U) le générateur de o, D, le diviseur
U-invariant associé et D,, sa classe dans le groupe de Picard de Xx. Un diviseur

anticanonique est alors donné par Y. D,.
aex(1)
Le morphisme qui a un élément m de X* (U) associe ((m, pa))aex(1) induit
une suite exacte

0— X*(U) — : )z D, — Pic(Xs) — 0. (5.1)
acX(1

5.2 Paramétrisation des morphismes

On conserve les notations de la section 5.1. Considérons ’espace affine AkE (1),

et soit 7y le complémentaire du fermé

N {0 -of.

ocX \ado

La suite exacte (5.1) induit une suite exacte de tores

0 — TPic(Xz) e Gi(l) i? U — 0 (52)
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et donc en particulier une action de Tpic(xy) sur Ts., via laction diagonale de
G,En(l). 1l existe alors d’apres [Col] un morphisme 7y, — Xy qui identifie Xy, au
quotient géométrique de 7y, par I'action de Tpic(xy)- Signalons que le morphisme
quotient fait de 7y un torseur universel au-dessus de Xy (cf. [Sa, proposition
8.5] et [Mad, Appendix]). Ce morphisme fournit un systéme de coordonnées
homogenes sur Xy, ceci généralisant le cas classique de ’espace projectif. Le
terme homogene s’entend ici par homogene sous I'action de Tpjc(xy,)-

Cette description de Xx comme un quotient géométrique permet a Cox
de donner dans [Co2] une description du foncteur des points de Xy. Cette
description peut étre vue comme une généralisation du fait bien connu que
I’espace projectif de dimension n sur k représente le foncteur qui a un k-schéma
S associe 'ensemble des faisceaux inversibles sur S qui sont quotients d’'un Og-
module libre de rang n + 1.

On a en particulier une description simple des morphismes de P,lc dans Xy,
et plus généralement une description des k-morphismes de Pls dans Xy ou S est
un k-schéma. Dans cette section, nous utilisons cette description pour expliciter
le schéma quasi-projectif qui représente le foncteur Homg’LO’d(Pl,Xg) défini
a la section 4.2.

Nous rappelons tout d’abord la description de Cox du foncteur des points
de XE.

Définition 5.1

Soit S un k-schéma. Une 3-collection sur S est la donnée pour tout o € 3(1)
d’un fibré en droites (L) sur S et d’une section globale v, de L, ainsi que
d’une famille (¢ )mex+ vy d’isomorphismes

Cm ®L(<lm,pa> - 0g,

ces données étant astreintes a vérifier les conditions suivantes :

1. Pour tout m,m’ dans X* (U), on a
Cm Q Cm/ = Cmtm/-

2. Pour tout o € 3(1), la section v, induit un morphisme Og — L et par
dualité un morphisme L1 — Og Le morphisme induit

P =Lt —o0s
[ ago
est surjectif.

Un isomorphisme entre deux Y-collections ((La,va), (em)) et ((£,,5)),(c,))

(a2 «
est une famille d’isomorphismes L, — L! envoyant s, sur s!, et ¢, sur c,.

Cox montre alors le théoréme suivant ([Co2, Theorem 1.1]).

Théoréme 5.2
Le foncteur qui & un k-schéma S associe I'ensemble des Y.-collections sur S
modulo isomorphisme est représenté par la variété torique Xy.

Cox démontre ce théoreme en utilisant sa description de Xy comme quotient
géométrique de T par Tpic(xy,)-
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Tres grossierement, I'idée est la suivante : a la X-collection ((La,va), (¢m))
on fait correspondre le morphisme qui a s € S associe le “point de coordonnées
homogenes (vq4(s))”. La condition 1. et la suite exacte (5.1) montrent que le
¥(1)-uple (va(s)) est bien défini modulo I'action de Tpic(xy,). La condition 2.
assure que (v,(s)) est dans 7s. On obtient ainsi un morphisme S — Xx.

Réciproquement, a un morphisme 7 : S — Xy, on associe la X-collection
(m*0(Dq), ™ Va, T Crm) Ol V4 est la section canonique de O(D,,) et les triviali-
sations ¢, sont données par la suite exacte (5.1).

Notations 5.3
On note N?*()l) le sous-monoide de N*) constitué des éléments (d,) vérifiant

VmeX*(U), > (m,pa)da=0. (*)
aex(1)

En d’autres termes, N(E*()l) est lintersection de N*) et Pic(Xyx)VY, ces deux

monoides étant naturellement identifiés & des sous-monoides de (DZD,)" (la
seconde identification étant obtenue en prenant le dual de la suite exacte (5.1)).

Soit (do) € Z¥M. On note Hom,g’(d“)(Pl,Xg) le foncteur qui & un k-
schéma S associe ’ensemble des éléments ¢ de Homy (Pls, Xy), tels que, pour
tout s € S, @5 € U(ks(t)) (i.e. 'image de ¢, rencontre U) et pour tout « € 3(1),
deg ((b: (Qa)) =dq.

Si L est une extension de k, on a une suite exacte
U(L(t)) — Hom(X* (U), Div(P})) deg, Hom(X™* (U),Z) — 0.

Si ¢ est un élément de U(L(t)), son image dans Hom(X* (U),Div(P7])) est

mi— Z (m, pa) ¢"(Da).

aeX(1)

(1)

La suite exacte ci-desus montre alors que (deg(¢*(D,,)) est un élément de N

Ainsi HomkU’(da)(Pl, Xs) est vide si (d,) n’est pas un élément de N?*()l).

Si (do) € N(E*()1 ), nous allons utiliser le théoreme 5.2 pour expliciter une

variété représentant Homg’(d“) (P!, Xx).
Si S est un k-schéma, on note py s et p2 s les projections de Pfg vers P,lC et
S respectivement. On a alors un isomorphisme

pis —|—p§7s : Z ® Pic(9) & Pic(P}g).

Définition 5.4
Soit S un k-schéma et (do) € N1y Une (P, 3, (dy))-collection non dégénérée
sur S est la donnée d’une -collection (Mg, ua), (¢m)) sur Pg telle que pour
tout «, u, est non nulle et telle que la projection Pic(P}S) — Z envoie la classe
de M, sur d,.

Un isomorphisme entre deux (P, 3, (dy))-collections non dégénérées sur S
est un isomorphisme entre ces deux objets en tant que Y-collections sur Pls.
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Un examen de la démonstration du théoreme 5.2 montre aisément le lemme
suivant (le point est que I'image réciproque de U dans Tx, est Vouvert [[ z, # 0).

Lemme 5.5
A toute (Pl, %, (da))-collection non dégénérée sur un k-schéma S on peut as-
socier un k-morphisme de Pig vers X, ceci de maniére fonctorielle en S.

Ceci induit un isomorphisme entre le foncteur qui a un k-schéma S associe
Pensemble des (P',%, (d,))-collections non dégénérées sur S modulo isomor-
phisme et le foncteur Hom,g’(d“)(Pl, Xy).

Définition 5.6
Soit S un k-schéma et (d,) un élément de N(Z*()l) Une (3, (dy))-collection du
second type sur S est la donnée pour tout o € (1) d’un fibré en droites L, sur
S et d’'un (ds + 1)-uple (8a.4)i=o.....q, d’éléments de H°(S,L,), tels que, pour
tout a € X(1), les (sq,i) engendrent L.

Un isomorphisme entre deux (3, (da))-collections du second type (Lq, (Sa,i))

et (L., (sl,;)) est une famille d’isomorphismes Lo — L/, envoyant sq,; sur s, ;.

Définition 5.7

Une (%, (dq))-collection du second type ((Lq, (Sa,i)) sur S est dite non dégénérée

si elle vérifie la condition suivante. Soit s € S. Pour tout o € (1), fixons

un isomorphisme H(ks,s*Lo) = ks. On identifie alors I'image de (s, ;) dans

H(ky, 5*L4)%+1 & un polynéme P, s homogeéne en deux variables de degré d.
La condition s’énonce alors ainsi : les polynémes

e
ago ocEY

n’ont pas de zéro commun non trivial dans une cloture algébrique de k.

Un isomorphisme entre deux (X, (d,))-collections du second type non dégénérées
est un isomorphisme entre ces deux objets en tant que (X, (d,,))-collections du
second type.

Définition 5.8
Soit M un sous-module de Z*Y) tel que le quotient de z=W par M soit sans
torsion.

Une (%, (dy))-collection du second type (Lo, (Sqa,:)) sur un k-schéma S est
dite M-triviale si elle est munie d’une famille (¢, )menm d’isomorphismes

Cm ®L7an" AN Og,
(07

telle que, pour tout m et m’ dans M, on a
Cm @ Cm/ = Cm4-m/ -

Un isomorphisme entre deux (X, (d,,))-collections du second type M-triviales
(Las (Sai)s (em)) et ((LL,8h.4), (ch,)) est une famille d’isomorphismes Lo = L7,

a2,
envoyant So; Sur s, ; et cpy, Sur c,,.
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Soit (da) € Ny .

Le tore G- agit diagonalement sur [] (A,gl‘*Jrl \ {0}), induisant un G2(1)-

torseur
I (A& \q0r) — IJ Pi-
ae(1) ae(1)

On a défini au début de la section 3 un ouvert (Pl)if) de ] Pz“ (cf. la sous-

section 3.5 pour la définition de I’ensemble By, associé & 1’éventail ¥). On note

1nBs . " 1\ 8= do+1
(P )(da) image réciproque de (P )(da) dans ael;[(l) (Ak \ {0})

Il est bien connu que le foncteur qui a un k-schéma S associe 'ensemble des
(X%, (dqa))-collections du second type sur S modulo isomorphisme est représenté
par [] P¢e.

L’ouvert (Pl)ff) s’identifie au sous-foncteur ouvert de Hom(S, [[ P%*) qui
a un k-schéma S associe I’ensemble des (%, (dy))-collections du second type sur

S non dégénérées modulo isomorphisme.
Ceci découle de la définition de (P")

Bx
(da)

et du lemme suivant.

Lemme 5.9
Soit (P,) une famille de polynémes homogeénes en deux variables a coefficients
dans un corps L. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout n € By, les polynémes (P,), , _; n'ont pas de zéro commun
non trivial dans une cléture algébrique de k.

(i)

n’ont pas de zéro commun non trivial dans une cloture algébrique de k.

2. les polynémes

Démonstration : Sl existe n, € By et un zéro commun aux (Py), , _i,
) o
alors, pour tout cone o, un tel zéro est un zéro de [] P, par définition de Bs.
ag¢o

ag¢o
ne € 90, 1}2(1) par n, = 1 si ce zéro commun est un zéro de P,. Alors n, € By
et ce zéro commun est également un zéro commun des (Fa),, , _;- O
De méme le foncteur qui a un k-schéma S associe ’ensemble des (3, (dq))-
collections du second type sur S Z>M triviales (respectivement Z=M _triviales

Réciproquement, si les polynomes ( 11 Pa> ont un zéro commun, on définit
ceX

non-dégénérées) modulo isomorphisme est représenté par [] (A,glC‘Jr1 \ {0})
a€eX(1)

By,
(o))
Plus généralement, on a le résultat suivant.

(respectivement (Pl)

Lemme 5.10
Soit M un sous-module de Z=) tel que le quotient de z>M) par M, noté P, soit

sans torsion. Soit Tp le sous-tore de Gﬁ(l) associé a P et Ty le tore quotient
de Gi(l) associé a M.
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Le foncteur qui a un k-schéma S associe I’ensemble des (3, (dy,))-collections
du second type sur S M-triviales (respectivement M-triviales non-dégénérées)

modulo isomorphisme est représenté par || (A,glC‘Jr1 \ {0}) /Tp (respective-
aeX(1)

ment par (Pl)Zi)/Tp)

Démonstration : Si L est un fibré en droite sur une variété X, on note Lle
G,,-torseur associé obtenu en retirant la section nulle a ’espace total du fibré.

On identifie A{\ {0} — P{ au G,,-torseur Opg (1), Pour alléger les notations,

on note Xp la variété ] (Ag“Jr1 \ {0}) /Tp.
aeX(1)
On note mpy le Ths-torseur Xp —  [] PZQ- On définit sur X p une (3, (do))-
aex(1)
collection du second type M-triviale universelle : on pose L, = 73;0paa (1) et
k

pouri=0,...,dq, Sa,i = ThVa,i OU Va,; st la base canonique de HO(PZ“, OPZ“ (1))
qu'on a identifié & ka1,

Reste a définir les trivialisations c¢,,. Soit m un élément de M, c’est-a-dire
un morphisme de groupe T3y — Gy,. Le produit contracté associé

T,
T = Xp xTm G,

do Q- N N (1

est un G,-torseur au-dessus de [ [ P;*. Si on considére le caractere G:W G,
induit par m, lequel envoie (x4) sur [ 2, T, est canoniquement isomorphe
au produit contracté

1 At {o} | xS Gy,
a€eX(1)

On voit ainsi que T, s’identifie canoniquement au G,,-torseur ®(‘)Pza (Me)-
Le tiré en arriere de 7,, sur Xp d’une part s’identifie canoniquement a

®La>, d’autre part est canoniquement isomorphe au G,,-torseur trivial, d’out
la trivialisation ¢,,. Par construction on a ¢, ® ¢/ = Ctm-

Si S est un k-schéma, & tout morphisme S — Xp, on peut associer la
(3, (dy))-collection du second type M-triviale obtenue en tirant en arriere la
(3, (dy))-collection du second type M-triviale universelle. Le fait que ceci définisse
une bijection entre ’ensemble des points de Xp a valeurs dans .S et I’ensemble
des (X, (dy))-collection du second type M-triviale sur S modulo isomorphisme
se démontre alors comme dans la preuve de Cox du théoréme principal de [Co2].
Alternativement, on aurait pu expliciter la structure de variété torique sur Xp
et appliquer directement le résultat de Cox.

Pour obtenir le résultat pour (Pl)ZE) /Tp, il suffit de remarquer que la

e~

B
bijection ci-dessus induit une bijection entre les points de (Pl) ( dz ) /Tp & valeurs

dans S et l'ensemble des (X, (d,))-collection du second type M-triviale non
dégénérées sur S modulo isomorphisme. O
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Proposition 5.11 —
Soit (dy) € N?*()l) La variété (Pl)(d):)/TPiC(XZ) représente le foncteur qui & un

k-schéma S associe 'ensemble des (%, (dy))-collections du second type X* (U)-
triviales non dégénérées sur S modulo isomorphisme.
Cette variété représente également le foncteur Homg’(d") (P', Xy).

Démonstration : La premiere assertion de la proposition découle immédiatement
du lemme 5.10 et de la suite exacte (5.1) en prenant M = X* (U).

Pour montrer la deuxiéme, il suffit de construire une bijection fonctorielle
en S entre les (X, (d,))-collections du second type sur S X* (U)-triviales non-
dégénérées modulo isomorphisme et les (P!, 3, (dy))-collections non dégénérées
sur S.

Soit ((La, (Sa,i), (cn)) une (X, (dy))-collection du second type sur S, sup-
posée X* (U)-triviale et non-dégénérée. On lui associe la (P*, %, (d,))-collections
non dégénérée ((Ma, ua, c;,) suivante : on pose Mo = pj gO0p1 (da) ® p5 gL,

Ua = (80,05 - -5 Sa,dy )s
ot I'on a identifié HO(Pk,M,) &
HY(P',0p1(da)) ® H(S,Lq) = HO(S, Lo) T,
et ¢, = P} 5Cp, @ P5 5Cm OU Cpp, est I'isomorphisme
®0p1 (da)™ 70 5 Ops
(1)

donné par le fait que (da) € Ny’

Réciproquement, soit (Ma, ta, ¢, ) une (P, %, (dq))-collections non dégénérées
X* (U)-triviale sur S. On peut supposer qu’on a

Mo = pT,SOPi (da) ® p%,sﬁa-

On associe alors & (Mg, ua,c),) la (X, (ds)) collection ((La,(Sa,i)), (€m)), ol
(80,05 -+ s Sayda) = Ua €6 Cm = pS,Sc;n'
On vérifie aisément que ceci fournit la bijection cherchée. O

Notations 5.12
Si d € N, on note nx(d) le cardinal de ’ensemble

(1) _
(doa) €Ny, > da=d
a€eX(1)

Pour tout d > 0, on note Wy le k-schéma

B
H (Pl)(di)/TPiC(Xz)-

(da)eNg,
do=d
a€X(1)
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Wy est donc une union disjointe de nx(d) variétés définies sur k, chacune de
ces variétés étant géométriquement irréductible de dimension d — rg(Pic(Xy).
Rappelons que Hom,g

associe

Fod(pl Xy) désigne le foncteur qui & un k-schéma S

{¢ € Homy(Pg, Xx), Vse S, deg(di(Lo)) =dA¢s € U(rs(t)},

et que, d’apres le lemme 4.1, ce foncteur est représentable par un schéma quasi-
projectif noté Uy 4.

Lemme 5.13
Pour tout d > 0, Wy est isomorphe a Ug, 4.
On a I'égalité

— (1 _ 1)dim(Xx) 1\ Bz
[UO,d] - (L 1) = Z [(P )(da)i| .
(da)EN(Z*()l),
Y da=d

aEx(1)

Démonstration : La premiere assertion découle aussitot de la proposition
5.11 et du fait qu'un diviseur anticanonique sur Xx est ) D,.

L’application

(Pl)Zi)/TPic(XE) - (Pl)('ili)/c'i(l) = (Pl)('ili)

est un torseur sous G,En(l) /Tpic(xs) = U, localement trivial pour la topologie de
Zariski car U est déployé. Ainsi

By,

(BT | = [(BY7)] 1,

d’ou le résultat. O
Un corollaire du lemme 5.13 est le suivant.

Corollaire 5.14
La réponse a la question 4.7 est positive.

La théorie du polynome d’Ehrahrt permet en effet de montrer que

i Los(ns(d)

d=o0 log(d) = [3(1)] — r = rg(Pic(Xy)).

On déduit également immédiatement du lemme 5.13 qu’on a ’expression

2% 1y (1) = (L= 1) 90 37 [(p) 2= | =" (53)

(da)
(da)eNTW

o

La description de Xy, comme quotient géométrique permet aussi de montrer
la formule suivante, version motivique d’une formule donnant le nombre de
points d’une variété torique sur un corps fini. On renvoie a la sous-section 3.5
pour la définition de By, et au début de la section 3 pour la définition de u%z.
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Proposition 5.15
On a I'égalité
rg(Pic(Xx)) (I)% (XE)

> uh () LR = (1-L7") L dm(Xs)”
(na)e{0,1}=M)

Démonstration :  On sait que Ty est un torseur sous le tore déployé Tpic(xy,) =
GrePielX=)) gy-dessus de Xy, on en déduit, d’apres la proposition 2.11,

DX (Ty) = BX(X5) DX(G,, )& PicX=)),

D’apres le corollaire 2.19, on a ®X(G,,) = L™ — 1. Calculons ®X(7x). Pour
(na) € {0,1}*® notons A, ) le fermé de A" donné par N {Xa=0}.0n

a ainsi

DX (A(,.)) = DX (AZ na) _pLnEne

la derniere égalité provenant du corollaire 2.19.
On a alors

Ty = AT\ U Apy=AD\ U Apy-

no€Bs ne € BRIn
D’apres la proposition 2.10, on a
oX ( U A(m)) = Y (-n"**e, (ﬂ A(m)) :
@ #JC BRin a€elJ

Compte tenu du fait que pour (n,) € By on a

Afng) = N Any)

(n,)E€BF™,  (nl,)<(na)

et rappelant que

)

l(na) = [{(ny) € BE™,  (ng) < (na)}

ceci se réécrit

o U Awa | = Y (DX (A,,)

(na)€Bs (na)€Bs

- Z H’%z(na)[‘nzna

(na)€{0,1}=M)

d’ou la formule annoncée. O

5.3 Le cas des surfaces de Hirzebruch

Nous traitons ce cas particulier séparément, car d’une part on peut travailler
ici au niveau de My, d’autre part on obtient le fait remarquable que la série
ZM°Y(T) est une fonction rationnelle en 7.
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Soit donc ¥ I'éventail de Z* @ R dont les rayons sont engendrés par p; =
(1,0), p2 = (—1,m), p3s = (0,1), ps = —ps. La variété torique déployée X, =
H,, associée est la m-eme surface de Hirzebruch. Dans ce cas, on a rg(Pic(Xy)) =
2et 0 (Xy) = 745 N

Soit D(T) = (14+T)(1+T+T?*+---+T ™) et Z(T) I'élément de My [[T]
défini par le produit

Z(T) = DLT) (1 — LT)? 2824, 1. (T).
Théoreme 5.16 ~
La série Z(T) est un élément de My[T]. La valeur de Z(T) en L™ " est

L?(1-L?)>2
Notons que

1 2 _9 _1\12
?> (1-L (1LY

= L) ([(1 - LT) Z8H(T)] (L)

m _Zd“
x> upr ™M (da)) LT
(da)

L2 (1 o L72)2 — L2 <
rg(Pic(Xx))

NS . B t
la derniere égalité provenant de I’expression de MP?’mO obtenue au paragraphe

3.5.

Nous obtenons donc bien une version motivique du résultat de [Bol]. Comme
la fonction zéta des hauteurs motivique est rationnelle, le cas particulier du
résultat de [Bol] ol la courbe est supposée rationnelle est une conséquence du
théoreme 5.16, en spécialisant via le morphisme #y.

Démonstration :  On a d’apres le lemme 5.13, la formule (3.10) et la de-
scription de X

Zp? .11, (T)
_ (L _ 1)2 Z [U(dl)] Td1+d2+d3+d4
(di)eN?
di1=ds
dz+m do=dy
_ (L _ 1)2 Z Mg?’mOt(€1,€2,€3,€4) {P d1} |:P d2:| |:P d3:| |:P d4:|
(d:)EN", (e;)eN x T di+datds+datertertestes

di+ei1=da+e2
d3+mdz+ez+mex=dstey

En utilisant ’expression de M)B;E’mm obtenue & la section 3.5, la relation (3.12)

et la relation (L — 1) [Pd} = L% — 1 on trouve (cf. [Bo3, section 4.3.2] pour

les détails du calcul)

(1—1T2)(1+ L™ Tmt2) 1+ LT2tm )

mot _ _ _
ZPI,U,HO (T) - (L 1) <L (1 . L2 T2) (1 _ L2+m T2+m) 1— L2+m T 2+m

45



d’ou le résultat annoncé. O

5.4 Le cas général

On suppose ici le corps k de caractéristique zéro, et on va travailler au niveau
de M. Il s’agit de reprendre au niveau motivique la stratégie employée dans
[Bo2]. Pour alléger les notations, pour toute variété V sur k on notera encore
[V] (au lieu de x([V])) le motif virtuel associée & V. Soulignons que tous les
calculs qui suivent seraient formellement valables au niveau de My pour un
corps k quelconque (en fait si k est fini leur spécialisation via #j “redonne” les
calculs effectués dans [Bo2]), mais pas a priori les résultats de convergence pour
lesquels on aurait besoin d’une réponse positive a la question 3.6. Jusqu’a la fin
de cet article, pour alléger I’écriture on notera 3 la fonction Mg?’x.
On a alors, d’apres les formules (5.3) et (3.7),

mo dim (X 1\Bs 2 da
230 0, (1) = (L= DAmC) S [(ph) 2 ] 7%
(da)eNT)
. ¥ (datea)
=L -1 S () [ [P] 7
(do)eN=D) a€eX(1)
(ea)GNE(l)
(daJrea)GN(E*()l)
— (L — 1) dim(Xz) X pla—ea] i
(L-1) > ke > I
(ea)eNZ(l) (da)EN(Z*()l) a€eX(1)
(da)>(ea)

Rappelons que l'injection naturelle N> —, (BZD4)" et le dual de la suite
exacte (5.1) permettent d’identifier Ni()l ) 3 un sous-ensemble de Pic(Xx)Y, plus
précisément & ’ensemble des y € Pic(Xx)Y
a € X(1).

Ainsi, pour (eq) € N*® on a

> I [pree] et
(da)GNE(l) aEE(l)

()

(da)2(ea)

L1t Da)—ea _q Y52 Da
- > 11 ( L1 ) T< )
a€ex(1)

y€Pic(Xx)Y
(y, Da)2deg(Eaq)

vérifiant (y, D,) > 0 pour tout
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et

Zp1 v, (T)
(L — 1) @) 150]

= Y we| Y 11 (L1+<y,pa>ea1)T<y,;pa>
(ea)EN=D) y€ePic(Xx)Y aes(1)
(y,Da)>ea

= Z p5((€a)) Z H (L1+<y’Da>_ea _ 1) T (v, Lo)

(ea)EN=M YECett( X5 )V NPic(Xs )Y aeX(l)
<y s Da>>ea

Adaptant (pour ne pas dire recopiant) approche de [Bo2, section 4.3.3],

nous décomposons & présent Zg, U, Ho (T') en une somme de plusieurs termes.
U,

Nous estimerons ensuite le comportement de chaque terme séparément.
Nous écrivons

2;11U1H0 (T) = (L — 1)—rg(PiC(Xz)) Z (—1) || ZA(T)
ACx(1)

avec, pour A C 3(1),

ZaT)= Y pE((ea)) Zaen) (D),

(ea)ENZM)
Z A (en)(T') désignant la série

3 L aza TP Ly gy

yGCeff(Xz)vﬁPic(X)j)v
VaeX(1l), (y,Da)=eq
Nous utilisons le fait que Cegr(Xx)Y s’écrit comme le support d’un éventail
régulier A pour en déduire une décomposition de chacun des termes Z4(T).

Notations 5.17

On écrit Cog(Xx)Y comme le support d’un éventail régulier A, dont I’ensemble
des rayons est noté A(1). Pour i € A(1) nous notons m; le générateur du rayon
i. Pour tout céne 6 de A nous notons également

Is={ie A(1),i €4}
Iensemble de ses rayons (ainsi Irgy = @). Pour toute partie I de A(1) nous

noterons
C(I) = Z N>0 m;
iel
(avec la convention C(&) = {0}) de sorte que C(Is) est ’ensemble des points
du réseau Pic(Xx)V contenu dans Iintérieur relatif du céne 6.
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On a alors

1
ZewvyeoM =3 1 <1 — T {mi.Lo) 1>

SeA i€ls

d’ou

1
o (Xy) = Z H T o

sEA i€l
dim(8)=rg(Pic(V))

Nous écrivons
ZA(T) =Y Zas(T)
sEA
avec
Zas(T) = Z 135((ea)) Za 5,0 (T),

(ea)EN=M)

Z 4.5,(e)(T) désignant la série

Z La§A1+<y’Da>7ea Ty, La)

yeC(Is)
Vaez(l), (y)DQ>2ea

De la méme fagon que le théoréme 1 (p.178) de [Bo2] se déduisait des proposi-
tions 1-(3) (p.181), 3 (p.190) et 4 (p.195) de (op.cit.), le théoréme 4.15 se déduit
alors de la proposition 5.15, ainsi que des propositions 5.18 et 5.20 énoncées et
démontrées ci-dessous. Les preuves de ces deux dernieres propositions sont tres
similaires & celles des propositions analogues de [Bo2], et sont en outre simplifiées
par le fait qu’on étudie ici des convergences pour une norme non-archimédienne.

Le cas A =@. Soit § € A. Nous décomposons encore

Zos(T) =Y (-1 254 ,(T)

JC3(1)
avec
Zasa(T)= > 135((ea)) Zo s (e0)(T), (5.4)
(ea)EN=D)
Zg.5,7,(e) (T') désignant la série
1 ,Dy)—en
Z LaE%(l) i : Ty, Lo)

yeC(Is)
Va€ed,(y,Da) <ea

Proposition 5.18
La série
(1 —LT)4™O®) 7, 5 7(T)

converge dans /\//lﬁ pour T = L™*. Si J # @ et dim(5) = rg(Pic(Xyx)), sa
valeur en L™! est nulle.
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La série

(1 — LT)&PicX=) > Z5,5,5(T)
[JSPAN
dim(8)=rg(Pic(Xx))

-

converge dans My q bour T =L" vers

ot (Xs) TP S (e DS
(ea)EN=D)

Cette proposition découle de (5.4), du corollaire 3.4 et du lemme suivant.

Lemme 5.19
Soit (eq) un élément de N>, Soient § un cone de A et J une partie (éventuellement
vide) de ¥(1). Alors la série

1+{y,Da)—€n
) Lacsay TP Ly g

yeC(Is)
Va€ed, (y,Dqa) <eaq
s’écrit
-1
<H |:(1_(LT)_<77M7UJ>) —1:|> X P]/(T)
icl’
ot I' est un sous-sensemble de Is et Py est un polynoéme tel que pour tout entier

k>1ona
> ea—|E(1)]
P (L—H) € Faes) M?CCIOC_

Supposons en outre § de dimension maximale. Alors si J est non vide, I’ est un
sous-ensemble strict de Is. Si J est vide, on a I' = Is et Pj, est une constante,

égale a
EMl- X ea
aEX(1)

Démonstration : Pour § conede A, J C X(1) et (e,) € N7, nous désignerons
I’ensemble

{yeCs), Yaeld, (y.Da)<ea}

par C(1s) s, (e.)-
La série considérée s’écrit alors

S ET P e
YyEC(15) 7, (ew)

Si J est vide, cette expression s’évalue immédiatement, elle vaut
EMI= X ea 1
L a€x(1) (H |:(1(LT)<mi,w>) 1:|> .
i€l
Si J n’est pas vide, nous posons

11]11:{i615, VO&EJ, (mi,Da>:0}
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et IJ72 =I5 \ IJyl. En particulier on a C’(I.]J)J7 (ea) = C(IJJ).
La série considérée se décompose alors en un produit

Y1, », Da

P(T) x Y L< ags >T<y1,mo>

y1€C(11,1)

ot on désigne par P(T') 'expression

Z L§1+<y2’D“>7e“ T (y2, Lo)

Y2€C(15,2) J, (eq)

Siyp € C(Iy1),0na
<yla ZDa> = (y1, Lo)
ag¢J

et le deuxieme facteur est égal a

I1 {(I(LT)“”“W)_II].

i€l

Passons au facteur P(T'). On voit que C(I32) 7, (e, est fini. Pour tout entier
ona

pL") =L 3 L0 L),
Y¥2€C(15,2) 7, (ea)

Comme (ya, Lo) =20, onasik >1
P(L77) e gz e POl pgx

Notons enfin que si § est un cone de dimension maximale, les (m;);ey, for-
ment une Z-base de Pic(Xy)V, et si J # & on ne peut avoir I;2 = &. Ceci joint
au calcul pour J = @ montre les deux dernieres assertions du lemme. (I

Le cas A # @. On écrit
Zas(T)= > ()1 Z45,(T)

JCR(\A

avec

Zasas(T) = > 13((ea)) Zas.en)(T) (5.5)
(ea)ENZ(l)

ol on désigne par Z4 s, (e (1) la série

> 1+(y,Da)—ea
agA

Z L Ty, Lo)

y€C(Is)
Va€cA, (y,Da)>eq
Vaed, (y,Da)<ea
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Proposition 5.20
Pour J C (1) \ A, la série

DA(LT) (1 — LT)Y™® 7, 5 /(T)

converge dans ./\//l\f pour T = L™*. En outre, si dim(0) = rg(Pic(Xx)), sa valeur
en L™" est nulle.

Cette proposition découle de (5.5), le corollaire 3.4 et le lemme suivant.

Lemme 5.21
Soient (eq) € N*W § un céne de A, J une partie (éventuellement vide) de
(1) \ A. Alors la série

Z La%l”y’p‘“)*e“ 7, Lo)

yeC(Is)
Va€gA, (y,Da)>ea
VaeJ, (y,Da)<ea

s’écrit
-1
<H [(1 - (LT)*<mi*“’>) —1D x Rp(T)
iel’
ou I’ est un sous-ensemble de Is, et Ry est un élément de M|[[T]] tel que,

pour tout entier Kk > 1, Rp (Lf“) converge dans MY vers un élément de
“IZMH+ X ea —
ae=( M. Par ailleurs si 6 est un céne de dimension maximale,

I est un sous-sensemble strict de Is.

Démonstration : Nous désignons I’ensemble
{y € C(I(S)J, (ea)s Vo € Aa <y7 Doz> > ea}

par C(I(;)_’]“(

,(ea)”
La série considérée s’écrit donc

Z (1+<y s D(‘z)*ea )

Y L Ty Lo).

A
yeC(I(s)J7 (ea)

Nous posons
IA”]J:{?:EL;, VO&EAUJ, (mi,Da>:0}

et T4 g2 = Is\I4 1. Ainsi tout élément de C(Lg)’}‘ (ea) s’écrit de manieére unique
Y1 + y2 avec
y1 € C(1a, 1)

et
Y2 € H {yeC(IA,Jg)J,(ea), Vae€ A, (y,pa>:ha}_

ho €NA
haZ>eq
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La série considérée se décompose donc en un produit

) Da
R(T) x Z L<y1 aegw > 7 {1, Lo)

y1€C(1a,7,1)

avec

R(T)= Y R, (T),
ho €N4
haZea

Rp,,)(T) désignant la série
> (1+(y2,Da)—ea)

Z L «2A T(yz,&))_

Y2€C(1A4,7,2)J, (ew)
VacA, (y2,Da)=ha

Le deuxieme facteur est égal a

I1 [(1 - (LT)*“’“*“’))_l - 1} :

i€la,71

Iln’y a qu’un nombre fini d’éléments yo de C(14,,2) , (e,.) Vérifiant (y2 , Do) =

hq pour tout o € A.
Pour un tel y2, on a pour tout entier x

L Q%A (1+{y2, D} —ea) L fv2, Loy _q,

ISM)-Al= X ea— X R
agA

IEWI=[Al= 3> ea= 3 (ha—ea)

=L exn(1) acA

Comme (ya, Lo) > 0, on a donc si k > 1

ke > ea—|Z(D)|+ ZA(hafea) N
R(ha)(L ) € Foe=m € Mk,loc'

—

Ainsi R(L™") converge dans M} vers un élément de

ea—|2(1)] —
X

ags(1)
F X

oEa 1, (1=r) vz, Lo)

L (1=k) (y2, Lo)

Notons enfin que comme A est non vide, si I = Is pour un cone § maximal

14,72 ne peut étre vide. Ceci montre la derniére assertion du lemme.

O

Comme déja annoncé, des propositions 5.15, 5.18 et 5.20 on déduit le théoreme

4.15.
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