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Fonctions quasi-symétriques, fonctions symétriques
non-commutatives, et algebres de Hecke a ¢ =0

Gérard DucHAaMP, Daniel KROB, Bernard LECLERC et Jean-Yves THIBON

Résumé — Nous montrons que deux généralisations récentes des fonctions symétriques — les fonc-
tions quasi-symétriques et les fonctions symétriques non commutatives — s’interprétent dans le cadre des
la théorie des représentations des algébres de Hecke de type A a ¢ = 0 et fournissent pour celles-ci un
analogue de la théorie de Frobenius pour le groupe symétrique.

Quasi-symmetric functions, Noncommutative symmetric functions,
and Hecke algebras at ¢ =0

Abstract — We show that two recent generalizations of symmetric functions — quasi-symmetric
functions and noncommutative symmetric functions — can be interpreted in the context of the represen-
tation theory of the 0-Hecke algebras of type A, and provide for them an analogue of Frobenius theory
for the symmetric group.

On sait, depuis les travaux de Frobenius, que l’algébre des fonctions symétriques peut
s’interpréter comme la somme directe R = @,,5o RB(&,) des anneaux de classes de représentations
complexes des tous les groupes symétriques. La table des caractéres apparait alors comme la
matrice de transition entre deux bases naturelles de fonctions symétriques, et le produit usuel
des fonctions symétriques correspond aux inductions de &,, X &, a &,,4,. Cette théorie, qui
peut étre étendue a diverses suites de groupes (cf. [15]), reste valable pour ’algébre de Hecke
H,(q) de type A,,_; pourvu que ¢ soit non nul et ne soit pas une racine de ['unité.

L’objet de cette Note est de montrer que deux généralisations des fonctions symétriques
récemment introduites en Combinatoire, les fonctions quasi-symétriques [4] et les fonctions
symétriques non-commautatives [3], décrivent en fait une théorie a la Frobenius pour les algebres
de Hecke H,(0), spécialisations a ¢ = 0 des algébres génériques de type A,_;.

La théorie des représentations de H,(0) est bien connue. Elle & été déterminée par Norton
[9], et on en trouvera un résumé dans 'article de Carter [1], qui établit également certaines
propriétés combinatoires spécifiques au type A dont nous aurons besoin dans la suite. Pour le
type A, l'algebre de Hecke H,(q) est engendrée (sur C) par les éléments 11,75,...,T,—1, et
admet pour présentation

TZ'T]' = TjTZ‘ |Z —]l > 1
TTiaT; = TiaTiTi (1)
17 = (¢-DTi+q

Pour les valeurs génériques de ¢, cette algebre est semi-simple, et isomorphe & C&,. Elle
admet donc p(n) (nombre de partitions de n) modules simples Vy(¢), qui sont des g-analogues



des modules de Specht V) du groupe symétrique. On peut définir pour H,(¢) une table de
caracteres de la maniere suivante. Pour une partition A de n, soit w) 1’élément

WA= 0102 0N —1 O\ 41" "O\j4)ds """ O\t g +1° " On—1

du sous-groupe de Young &\) = &, X -+ x &, de &,. On pose ) = try,(Ty,) et on a un
g-analogue de la formule des caractéres de Frobenius [13, 5, 2, 6, 14, 11]

Xo = (83, Zu(a)) (2)

ot Z,(q) = (¢ — 1)"®h,((¢ — 1)X), la fonction symétrique h,((¢ — 1)X) étant par définition
I'image de h,, = h,(X) par le morphisme d’anneau py — (¢* — 1)py.

La caractéristique de Frobenius est l'application linéaire F : R(&,) — Sym qui envoie
la classe d’un module irreductible V) sur la fonction de Schur sy. La formule (2) montre que
I’extension naturelle de F au cas de 1’algebre de Hecke est donnée par

F(Vala)]) = sx (3)

i.e. la dépendance par rapport a ¢ dans la formule des caractéres ne se manifeste pas dans
la caractéristique, mais seulement dans le g-analogue Z,(¢q) de l'indicateur des cycles. Lorsque
g = 0, les V)\(¢) ne sont en général pas irréductibles, et la formule (3) ne donne pas tous les
caracteres. Les modules simples sur H,(0) sont de dimension 1, et sont indexés par les sous-
ensembles D de [n] = {1,2,...,n — 1}. A un tel sous-ensemble D = {dy,...,d;} on associe
une composition I = C'(D) de n définie par i; = d;41 — d; pour j < k, et 441 = n — dj. La
représentation irréductible de H,(0) indexée par 'ensemble D est définie par

e ={7 5150 @

Nous poserons ;7 = @p et le module correspondant sera noté Cj.

Soit Go(H,(0)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des H,,(0)-modules de type fini. On
peut prolonger a @,,»q Go(H,(0)) 'application F qui envoie V)(0) sur sy, en plongeant 1’algebre
des fonctions symétriques dans celle des fonctions quasi-syméltriques, introduite par Gessel dans
[4], et dont nous rappelons ci-dessous la définition.

Soit X = {z1,%2,...} un ensemble dénombrable totalement ordonné d’indéterminées com-
mutatives. Un élément f € C[X]est appelé fonction quasi-symélrique si pour y;, z; € X vérifiant
Y1 < Y2 < ooy Ym, 21 < 22 < ... < Zp, et pour toute composition K = (ki,ka, ..., k),
les monémes yf = yfl yécz---yfnm et zX ont méme coefficient dans f. Les fonctions quasi-
symétriques forment une sous-algébre, notée QSym(X) (ou simplement QSym) de C[X]. Deux
bases importantes sont les fonctions quasi-monomiales Mg = Z y™, et les quasi-

y1<y2<...<¥m
rubans Fy = Z My, ou la notation J > [ signifie que J est plus fine que I, ce qui équivaut a
Jr1
D(J) 2 D(I).

Les fonctions quasi-symétriques forment une algébre de Hopf, dont le dual (gradué) est
I’algebre Sym des fonctions symétriques non commutatives [8, 3]. La base duale de (F7) est
notée (Ry) (fonctions de Schur rubans non commutatives). On peut réaliser Sym comme sous-

algébre de I'algébre associative libre C{ A) sur un alphabet dénombrable totalement ordonné

Ri(A)= > w
weA*
C(w)=I

A ={ay,ay ...}, en posant



ou C'(w) est la composition associée a l’ensemble des descentes du mot w. La dualité entre Sym
et QSym est alors essentiellement équivalente a la “formule de Cauchy non commutative”

II (H(l Tia;) ) ZFI (5)
i>1 \j>1
La transformation A — (¢—1)A peut étre définie sur les fonctions symétriques non commutatives
[3]. Pour ¢ = 0, 'application F(A) — F(—A) n’est autre que l'antipode de 1’algebre de Hopf
Sym, qui envoie les fonctions symétriques completes 5,(A) = R, (A) sur (=1)"A,(A), ou les
A (A) = R(1ny(A) sont les fonctions symétriques élémentaires.

Soit G = @B,,50 Go(H,(0)), ot Go(H,,(0)) est le groupe de Grothendieck de la catégorie des
H,(0)-modules de type fini. Définissons un isomorphisme de modules F : G — QSym par
F([C1]) = F1, et posons Zi(q) = (¢ — 1)~ 51 ((¢ — 1)A) € Sym. On a alors :

Théoréme 1 (i) Soit (dy;) la matrice de décomposition de H,(0), i.e. [V\(0 Z dr1[Cy]
[1|=n
dans G. Alors, F(V\(0 Z d\x1F(Cy), ice. sy = rdarky.
[I|=n

(ii) (Formule des caracteres) Soit, pour toute composition J de n,

wy = (0105 1)(Tj 417 Tjigjy) (- On1) € &)

Alors, la table des caractéres de H,(0) est la matrice 2"~ x 271

n1(Tw,) = (F1, Z5(0))

ot ( , ) représente la dualité entre QSym et Sym, i.e. ( Fr,Ry) = 017.

(iii) (Produit d’induction) Le produit usuel QSym,, ® QSym, — QSym,, ., des fonctions
quasi-symétriques correspond ¢ U'induction de H,,(0) @ H,(0) @ H,,+,(0), pour le plongement
naturel T; @ 1 =T, 1QT; — Tiym :

F (@ 1570 o) = FnF(ng) = FiF; . (6)

Le point (i) n’est qu’une reformulation de résultats de [9] et [1].

Le groupe de Grothendieck Go(R) d’un anneau R est canoniquement en dualité avec Ko(R),
groupe de Grothendieck de la catégorie des R-modules projectifs de type fini.

Soit K = @,,50 Ko(H,(0)). On définit un isomorphisme linéaire £ : K — Sym en posant
E(P;) = Ry, ou P; est 'unique module projectif tel que P;/rad P; ~ C;. Munissons K d’une
structure d’anneau en posant [M][N] = [1\/[ @ N TH'”JF"@}I © )] pour [M] € Ko(H,,(0)) et [N] €
Ko(H,(0)).

Théoréme 2 (i) € est un isomorphisme d’anneauz.
(ii) L’application m : Sym — QSym induite par les morphismes naturels Ko(H,(0)) —
Go(H,(0)) a pour image 'anneau des fonctions symétriques, et correspond a l'image commuta-

)
tive Sp(A) — h,(X).

Remarques 1) On sait que la décomposition FrFy =3 CﬁFK est donnée par le produit de
mélange des permutations (shuffle). Si u est une permutation de [1, n] telle que C(u) = I et v une
permutation de [n+ 1, m + m] telle que C(v) = J, alors F1Fy = 3, @y Fr(w), ol les coefficients
sont définis par v Udv = }_, a,w. Par ailleurs les modules induits M7 ;= C; ® Cj T Hypygr(0)
sont munis d’une filtration canonique, donnée par leurs séries de Loewy. On peut obtenir les
rangs des facteurs de composition dans cette filtration en remplacant, dans la formule précédente



le produit de mélange par son analogue quantique U,, défini par la récurrence (au) U, (bv) =
a(u U, bv) + ¢l*“lb(aw LU,v) (cf. [10]).

2) En prenant en compte cette méme filtration sur les 0-modules de Specht V3(0), on obtient
un ¢-analogue de la matrice de décomposition (dx1(¢)), qui est a rapprocher de celui conjecturé
dans [7] pour le cas ou ¢ est une racine de ['unité.

3) Sur les modules de Kazhdan-Lusztig, cette filtration est triviale. Ils restent semi-simples
pour ¢ = 0.

4) Les considérations précédentes suggerent une définition des fonctions quasi-symétriques
associées & un systeme de racines, qui semble coincider avec une construction non publiée de

Gessel.
References

[1] R.W. CARTER, Representation theory of the 0-Hecke algebra, J. Algebra, 15, 1986, p. 89-103.

[2] I.V. CHEREDNIK, An analogue of the character formula for Hecke algebras, Funct. Anal. Appl., 21, 1987,
p. 172-174.

[3] I.M. GELFAND, D. KrOB, A. LAascoux, B. LECLERC, V.S. RETAKH et J.-Y. THIBON, Noncommutative
symmetric functions, Adv. in Math., 112, 1995, p. 218-348.

[4] 1. GESSEL, Multipartie P-partitions and inner product of skew Schur functions, Contemp. Math., 34,
1984, p. 289-301.

[5] N. HoErsMmIT, Representations of Hecke algebras of finite groups with BN -pairs of classical types, Thése,
University of British Columbia, 1974.

[6] R.C. KING et B.G. WYBOURNE, Representations and traces of the Hecke algebras Hy(g) of type An_1,
J. Math. Phys, 33, 1992, p. 4-14.

[7] A. Lascoux, B. LECLERC et J.-Y. THIBON, Une conjecture pour le calcul des matrices de décomposition
des algebres de hecke de type A aux racines de 'unité, C.R.A.S., a paraitre.

[8] C. MALVENUTO et C. REUTENAUER, Duality between quasi-symmetric functions and the Solomon descent
algebra, prépublication UQAM, Montréal, 1993.

[9] P.N. NortoN, 0-Hecke algebras, J. Austral. Math. Soc. Ser A, 27, 1979, p. 337-357.

[10] M. Rosso, 777777777777

[11] A. RaM, A Frobenius formula for the characters of the Hecke algebras, Invent. Math, 106, 11991, p.
461-488.

[12] L. SoLoMoN, A Mackey formula in the group ring of a Coxeter group, J. Algebra, 41, 1976, p. 255-268.

[13] A.J. STARKEY, Characters of the generic Hecke algebra of a system of BN-pairs, These, University of
Warwick, 1975.

[14] A.M. VERSHIK et S.V. KEROV, Characters and realizations of representations of an infinite dimensional
Hecke algebra, and knot invariants, Soviet Math. Dokl., 38, 1989, p. 134-137.

[15] A.V. ZELEVINSKY, Representations of finite classical groups, Springer Lecture Notes in Math. n° 869,

1981.



