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La méthode du balayage de Poincaré comme
algorithme numérique : application a la Géodésie

Nicolas BOULEAU

Quoique célebre parce qu’elle fournit l’existence d’une solution d’un
probleme aux limites dont on n’a pas de résolution analytique, la méthode du
balayage n’est pas seulement un outil de démonstration mathématique, elle
donne un algorithme intéressant numériquement a plusieurs titres (mono-
tonie, possibilités d’encadrements, généralisation a des opérations non linéai-
res). Nous montrons sa pertinence ici sur un exemple tiré d’un probleme de
géodésie.

C’est dans son cours a la Sorbonne de 1894-95 sur la théorie du potentiel
newtonien [1] qu'Henri Poincaré a exposé cette méthode pour résoudre le
probleme de Dirichlet dans un ouvert de IR™ de frontiere vérifiant la con-
dition de sphere extérieure (cf. plus bas). La méthode, appelée par la
suite méthode du balayage fut a ’origine de développements importants en
théorie du potentiel, son idée est au coeur de la méthode des sur-solution et
sous-solution dite de Perron-Wiener-Brelot pour la résolution du probléeme
de Dirichlet dans un ouvert quelconque, elle se généralise en une théorie
contemporaine du balayage des mesures (cf [2] et s’interpréte de facon prob-
abiliste dans la théorie des processus de Markov (cf. [3]) par le balayage des
fonctionnelles additives. Certaines présentations de la théorie moderne du
potentiel en font la notion de base a partir de laquelle on reconstruit toute
la théorie. Dans la premiere partie nous rappelons la méthode de Poincaré
avec les notations usuelles aujourd’hui pour son intérét pédagogique et pour
pouvoir en tirer les algorithmes numériques étudiés dans la deuxieme partie.



1 Le balayage de Poincaré.

Nous ne nous appuyons que sur quelques propriétés fondamentales et
aisées des fonctions harmoniques (cf.E[4]).

1.1 Intégrales de Poisson pour la spheére.

On se place sur IR” pour n > 2 (le cas n = 1 n’est pas sans intérét mais il
est tres facile). Soit f une fonction continue sur la sphere S(0, R) frontiere
de la boule ouverte B(0, R) de centre 0 de rayon R.

La fonction harmonique H¥(f) dans B(0, R) égale & f & la frontiere est
alors donnée par

1 R? — |z)?
a, R Jr |y —z|?

H5(f)(z) = f(y)do(y)

ol o est la mesure d’aire sur S et ot «, est I'aire de la sphere S(0,1) donné

par
T2
oy = N7y
rG+1)
soit .
gy = Qﬁ p>1
_ (2m)"”
Qgp+1 — 21.3.5....(229_1) p=>1

De fagon analogue, la fonction K°(f) définie hors de B(0, R) par

1 |z]? — R?
anR S |r_y|n

K5(f)(z)—= fy)do(y)

est harmonique dans 'ouvert (B¢) et tend vers f(y) pour y € S.
On a: 5
I H2(f) [loo I/ [loo

K5 ) e < 11 F Moo

IN

et

r—r0o0

lim K3(f)(z) = 0 sin>3

= [o )= sin=2




1.2 Balayée d’une fonction surharmonique.

Soit G un ouvert de IR". Nous n’avons besoin que de fonctions surhar-
moniques continues, dans ce cas la définition est trés simple : f est surhar-
monique continue dans G si pour toute sphere S(A,r) incluse dans G, on a
F(A) > [s Fa) 24,

C’est une propriété locale : il suffit que pour tout A € G la propriété
f(A) > [s f(ac)ig((;)) soit vérifiée pour les sphéres assez petites, pour que f
soit surharmonique dans G.

Si B est une boule ouverte incluse dans G de frontiere S, la fonction

Y
f obtenue en remplagant f par son intégrale de Poisson H¥(f) dans B est
encore surharmonique continue dans G et f< f.

On appelera f la balayée de f hors de B. (Cette terminologie provenant

du fait qu’on peut montrer que la mesure positive —A f s’obtient a partir de
la mesure positive —A f en répartissant convenablement les masses qui sont
dans B sur la frontiere § B = S sans modifier le reste ni la masse totale).

1.3 La méthode.

Soit 2 un ouvert connexe borné de IR”. On se donne une fonction continue
f sur la frontiere 92 de Q et on cherche une fonction H(f) harmonique dans
Q tendant vers f a la frontiere. Si une telle fonction existe elle est unique en
vertu du fait classique qu’une fonction harmonique dans un ouvert connexe
ne peut atteindre son maximum & ’intérieur de ’ouvert sans étre constante
dans l'ouvert.

Le vrai probleme est donc ’existence, pour cela on se ramene d’abord au
cas oll f est la trace sur 02 d’une fonction F de classe C? dans R" et telle
que AF < 0 dans une boule B choisie aussi grande qu’on veut contenant <.
Ceci est possible car la fonction f continue sur le compact 02 de IR™ est
limite uniforme de polynémes p,, et si les fonctions H (p,,) existent, par les
propriétés classiques de convergence des fonctions harmoniques, les H(p,)
convergent uniformément sur  vers une fonction harmonique qui est donc
H(f). Or tout polynéme est différence de polynémes p tels que Ap < O
dans B.

Considérant alors un recouvrement de €2 par des boules ouvertes By, B3,
-+, Bg, -+ - de frontieres incluses dans €2, on balaye F successivement hors de
chaque boule, dans un ordre quelconque pourvu qu’on balaye une infinité de
fois hors de chaque boule (par exemple dans I'ordre By, By, By, Bz, Bs, By,



Bs, B3, Bs,--+). On obtient une suite décroissante de fonctions Fy; = F,
Fy, F5,---, F,,---surharmoniques dans €2, continues sur B coincidant avec
F sur B\Q. Soit F, la limite de cette suite. Dans chacune des boules
B, F, comme limite décroissante de fonctions harmonique est harmonique
donc F., est harmonique dans €2.

Supposons maintenant qu’en un point y € € on puisse faire passer une
sphere S extérieure a €2 et contenue dans B. Si on résoud le probleme de
Dirichlet extérieur pour S avec F' comme donnée frontiere on obtient K (F)
et la fonction U égale & K(I") a I'extérieur de S et & F sur S et & l'intérieur
de S est harmonique a I'extérieur de S donc dans € et continue dans B. On
a dans B facilement :

F Vn
P

INIA

et I, est encadrée par deux fonctions continues qui coincident au point ¥y
et est donc continue en .

Ainsi si Pouvert € vérifie la condition de sphere extérieure en chaque
point de sa frontiere F,, résoud le probleme de Dirichlet pour f.

2 Balayage numérique.

On rencontre couramment en géodésie le probleme de nivellement suivant :
F est un ensemble fini qu’on peut supposer inclus dans IR?. Pour tous
z,y € I/ on a mesuré des différences d’altitude h, — hy = agy, Qe = —agy,
entre z et certains points y voisins (ou non) de z. Mais ces mesures ne sont
pas compatibles a cause des erreurs de mesure. Il n’existe aucune fonction
h de F dans IR telle que :

h(z) — h(y) = agy Va,y
Ainsi on souhaite trouver A minimisant la fonctionnelle

> (h(z) = h(y) - ag,)*

(z,y)EM

oll la relation symétrique M C E? désigne les couples (z, y) ayant fait 1'objet
d’une mesure (chacun de ces couples est compté deux fois dans la somme
ci-dessus ce qui est sans importance) ou, plus généralement, minimisant la
fonctionnelle

(1) S a(e,y) (@) - h(y) - any)?

(z,y)eM



ou les poids ¢(z, y) sont positifs et en relation avec ce qu’on sait de la qualité
de la mesure entre z et .
La fonction h vérifie donc, en posant M, = {y : (z,y) € M}

(2) 2 Z q(z,y) (h(z) —h(y) —azy) =0 Ve ek
yEM;

qui est I’expression du gradient de la fonctionnelle quadratique (1).
Si on considere alors la matrice stochastique

q(z,y)

R v TE)

P(z,y) =0si y ¢ M,,
I’équation (2) devient

(4) (P—-Dh=-p

avec

yEM yEM

ﬁ@%=(2:ﬂ%waw)/§:q@w)

et ol on a adopté les notations classiques pour les chaines de Markov (cf.
5])

Ph désigne la fonction = — 37, P(z,y)h(y), notations que nous em-
ployerons aussi dans la suite.

Quand conditions aux limites, il est clair que pour arriver & une carte du

relief on doit caler le champ de mesures par rapport a des mesures absolues

existantes et on suppose donc que h est imposée en certains points de F

qu’on appellera le bord qu’on notera dF, et qui est donc supposé non vide.
Finalement on cherche h vérifiant

(P—1)h = —p dans '\ OF

(5)
h = f dans OF

Dans ce probleme la matrice P(z,y) n’intervient que pour z € F\JF.
Pour la commodité nous modifions la définition de P en considérant qu’elle
est la matrice de transition de la chaine arrétée sur OF, ce qui revient a
définir P par (3) si z € F\OF et a poser, si z € IF

P(z,y) = 1

P(z,y) 0siy+#z.



2.1 le probleme homogene.

Considérons d’abord le probleme homogene
(P-I)h = 0 dans E\OFE

(6)
h = f dans OF

Définissons une fonction 7g par

no(z) = max(f) pour z € K\OF

n(z) = f(z) pour z € OF

qui vérifie clairement Png < 19.
On définit alors itérativement 1,41 en fonction de n, en posant :

Tin=1 = I(n'r]n
ou K, est 'opérateur défini par
(7) Kng(z) = g(‘r)l{x;ﬁxn} + Pg(‘rn)l{zzzn}

dans ces définitions z,, est une suite de points de F\QF passant une infinité
de fois en chaque point de F\JFE. Notons le fait suivant :

Lemme 1 5i & est une fonction de E dans IR vérifiant :

P¢ < & alors on a aussi
PK,{ < K.

Démonstration 2 a) hors de {z,}
de & > P§ on tire K,§ > P¢ > PK,¢§

b) au point x,,

K.&(z,) = P{(z,) > PK,&(zy,). O

Il résulte de ce lemme que la suite 7, est décroissante. Elle est minorée par la
constante min(f), appelons 74, sa limite. De 7, > Pn, on tire ne > Phu.
Mais au point z, on a

77n+1(‘rn) = Pnn(m)



et 7o est aussi la limite de la sous-suite des 7, qui vérifient au point z
N1 (2) = P (2)
et vérifie par conséquent
Moo () = Pnuo(z) V2 € E\OF

Enfin on a 1 (z) = f(z) V& € OF car n,(z) = f(z) Vz € dE VYn.

On a donc trouvé une solution 7., du probleme (6).

Cette solution avec les seules hypothéses précédentes n’est pas nécessai-
rement unique. On peut voir qu’elle est unique si pour tout z € F\OF la
probabilité que la chaine de Markov de matrice P partant de z atteigne le
bord OF est strictement positive.

D’un point de vue pratique pour le probleme de géodésie dont nous
parlons 'unicité est en général simple a vérifier compte tenu du réseau des
mesures faites et du calage imposé.

2.2 Le probléme inhomogeéne.

Considérons maintenant le probleme

(P-I)h = —p dans E\OF

(8)
h = 0 dans OF

Posant 3 = #t — 3~ on se rameéne au cas 8 > 0.
Supposons qu’on ait trouvé une fonction &y telle que

o> P&+ 0

et vérifiant & = 0 sur JF.
Alors I’algorithme

(9) €n+1 = Jn&n
avec J,, défini par
(10) In€(2) = §(2) Yoo,y + (PE(@n + B(2n)) Lo=a,)

pour une suite (z,) de points de F\JFE passant une infinité de fois par
chaque point de F\JF converge vers une solution du probleme (8).



Le raisonnement est identique au préc édent : un lemme analogue montre
que la suite &, est décroissante. Elle est positive, sa limite £, est aussi limite
de la sous-suite qui vérifie en z

Ent1(z) = P&o(z) + B(=)
donc €. (z) = Péoo(z) + B(z) Va € E\OE et {(z) = 0 sur OF.

Une condition suffisante pour que le probleme (8) (et donc aussi le
probleme (6)) ait une solution unique est qu’il existe & positive finie pour
vérifiant

& — P& >0 dans F\JF.
En effet posant v = &y — P&y, si h vérifie

(P-I)h = 0 dans E\OFE
h =0 dans OF

h vérifie h = Ph partout donc h = P"h.
Oron a Z Pty < & donc P"y — 0 quand n 1 oo ce qui, puisque v > 0

dans F\OF, aue h = 0 sur OF et que I'on est sur un espace fini, entraine
que P"h — 0. Donc h = 0.

2.3 Mise en oeuvre de ces algorithmes.

a) Encadrement.
Il est intéressant, pour avoir la précision obtenue lorsqu’on arréte, de
procéder & un encadrement par des sur-solutions et des sous-solutions,
les algorithmes étant appliqués également par en dessous de fagon
analogue et engendrant alors des suites croissantes.

b) Choix de la suite (z,,).
Quoique n’importe quelle suite dans E\QF convienne dés qu’elle passe
une infinité de fois en chaque point, les suites ou z,—1, n’est pas voisin
de z, (plus précisément ou z,41 ¢ M, sont meilleures (car on y
balaye davantage a chaque étape).

c) Mise en oeuvre simultanée dans le cas linéaire.
Ici 'opérateur P est un opérateur linéaire de telle sorte qu’on peut



ajouter les relations (7) et (10) terme a terme et que plus précisément
si on applique I’algorithme

¢n+1 = ann
avec .J,, défini par (10) avec pour g une fonction finie vérifiant la seule
hypothese que ©¥g = f sur OF alors @, converge vers une solution

du probléeme initial (5), sous les hypothéses rendant valides les algo-
rithmes précédents. Evidemment I’algorithme n’est plus monotone, et
cette application directe de I’algorithme de balayage ne fournit plus la
précision obtenue lorsqu’on arréte.

2.4 Cas non linéaire.

Dans le cas ci-dessus ou P est un opérateur linéaire la résolution du systeme
(5) peut se faire par bien d’autres méthodes classiques du calcul matriciel,
I’intérét de la méthode de balayage est sa simplicité de mise en oeuvre ainsi
que sa remarquable stabilité qui fait qu’on peut ’employer également pour
un lissage final d’une solution obtenue par une autre méthode.

Mais il est intéressant également de remarquer que le fait que P soit
linéaire n’intervient pas dans ’algorithme qui n’utilise que la croissance f; <
fo = Pfi < Pfy la continuité monotone, ainsi que l’existence de sur-
solutions ou sous-solutions pour initier ’algorithme. Evidemment dans le
cas non linéaire 'unicité est plus difficile & obtenir et son étude releve de
propriétés particulieres.

Une famille d’exemples est fournie par les moyennes non linéaires :

Soit d un entier > 2 et m une application de (IRj_)d dans IR} telle que

) a<b 1=1,---,d = m(a1, --,aq) <m(by,n---,bq)

i)

li e = by - b
GI’\L’bl’l.Tad\Lbd ’nl(ah 3 ad) 'rn( 1, , d)

iii) infa; <m(ay,---,aq) < supa;
? 7

Parmi ces moyennes non linéaires on peut citer

. La moyenne géométrique

=

nl(a17"'7ad) - (a17"'7ad)

(mais ce cas se rameéne au cas linéaire par passage au logarithme)



. les moyennes dans /7 : 1 < p < 00

1
1 L
m(ar,+ya0) = |5 (af + -+ ap) ’

. dans le cas d = 2 la moyenne arithméticogéométrique définie par

Up = a1, Yo = a2
—  / —_ 1/
Up4+1 = A/UnUp, Upgl = §(un + 'Un)
m(a,b) = lim u, = lim v
( ! ) n=oo *  n—ooo
. les moyennes définies par des minimax telles que
m(ay,---,aq) = SUP; 4 @i Aa;

m(a,---,aq) = ViesjNiera;  pour J une famille de parties de

{1,---,d}.

Et d’autres définitions avec davantage d’alternance des symboles \/(sup)
et A(inf) tels qu’on en rencontre dans les problemes de fiabilités.
Pour ces moyennes si on définit 'opérateur P par

Pf(z) =m(F(n), -, f(ya))

ou les points y, - - -, yg sont les points voisins de x en un sens a préciser sur
chaque exemple. Et I’algorithme (7) résoud pour ces opérateurs le probleme
(6) en partant de la méme fonction 19 que dans le cas linéaire.
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