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HOLOIDES FACTORIELS

JEAN-ERIC PIN

RESUME. Let H be a commutative monoid and suppose that the relation divide
is an order on H. Then we say that H is a holoid and write < for the relation
divide : a < b if and only if there exists x € H such that ax = b.

Dubreil, Fuchs, Mitsch and Bosbach studied certain holoids in which every
element has a unique factorization (possibly reduced) into irreducible, prime
or maximal elements. We give a specific meaning to the words reduction and
reduced. Then we study a new family of holoids, called factorial — a concept
which generalizes the previous holoids with unique factorization —. The most
meaningful difference is taht we don’t suppose any chain condition. However,
we have again the good properties of these holoids : existence of l.c.m., exis-
tence if a minimum solution to the equation ax = b in case a < b ad we prove
the following result : if H is factorial, it is factorial too with respect of l.c.m.
as a law of composition.

INTRODUCTION

Un monoide commutatif H dans lequel la relation “divise” est une relation
d’ordre est appelé un holoide (cf Bosbach [1], Dubreil-Jacotin, Lesieur and Croisot
[6]). On notera dans ce cas < la relation “divise” :

a<b <= il existe x € H tel que ax =b

Bosbach, Dubreil, Fuchs et Mitsch ont étudié certains demi-groupes (non nécessai-
rement commutatifs) dans lesquels tout élément possede une décompostion unique
— éventuellement réduite — en produit de facteurs irréductibles, premiers ou maxi-
maux, cf [1, 2, 3, 6, 7, 9, 10]. Nous donnons une significatio précise aux mots
réduction et irréductible, puis nous étudions un nouveau type d’holoides — dits
factoriels — notion qui généralise les holoides a décomposition unique déja connus.
Ces holoides factoriels ne vérifient a priori aucune condition de chaine ni de regle de
simplification. Nous retrouvons néanmoins en partie les “bonnes” propriétés de ces
holoides : existence du ppcm, existence d’une solution minimum a ’équation ax = b
dans le cas a < b (notion proche mais plus faible que celle de résidule (Dubreil) ou
de quotient (Fuchs)), caractérisation des diviseurs d’un élément et enfin le résultat
suivant : si H est factoriel, alors H est factoriel pour la loi V (ppcm).

Notations. Soit H un holoide de neutre e. On notera < la relation divise et a < b
sia<beta#b.
— Si (x1)ser est une famille finie, on note [[,.; #; le produit des ;. En particulier
iep Ti = €
— S'il existe un plus petit majorant m (au sens de la relation <) de la famille
(x;)icr, m est appelé le plus petit commun multiple (en abrégé ppcm) de (z;);er.
— S'il existe un plus grand minorant d, d est appelé pged de la famille (x;)¢;.
A quelques nuances pres, on arepris la terminologie de Bosbach [1, 2].

Article publié dans Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 12 (1977) 169-184. Cette
version corrige quelques fautes de style et de typographie.
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1. LE CONCEPT DE REDUCTION
Soit H un holoide de neutre e. I désigne un ensemble fini.
Definition 1. On dit que z est irréductible si pour tout I fini,
:z::Hzi = dielx;==x
il
Definition 2. On dit que x est premier si pour tout I fini,
mgnmi — dielx; <x
iel
Exemple 1. e n’est pas irréductible car e = ], @i.

Exemple 2. Dans le V-demi-treillis de la figure 1, les éléments 1, p, g et r sont
irréductibles ; p et ¢ sont premiers mais r ne 'est pas.

e

FIGURE 1

Remarque 1. On déduit immédiatement de la définition que tout élément premier
est irréductible. Mais la réciproque est en général inexacte (cf Example 2).

Examinons quelques propriétés élémentaires des irréductibles (cf. Bosbach [1])
(1) PROPOSITION. Si x est irréductible et si a < x alors ax = x.

Démonstration. En effet, si a < x il existe b tel que z = ab. Comme x # a, x = b.
Dol ax = . O
(2) PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) z est irréductible,

(2) pour tout I fini, pour toute famille (x;)icr

Viel z;<z) = Hxi<x
i€l

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (1). O

Definition 3. On appelle décomposition de x une famille D = (z;);c; d’éléments
irréductibles dont le produit est x.

On utilisera, suivant le contexte, I'une des notations suivantes poour désigner
une décomposition D de x :

l’:Hl’i, x:H’ €T = Hy”y(w)
i€l D yeS

Seule la derniere notation demande des explications. I’ensemble indexant .# est
I'ensemble des irréductibles de H et n,(z) est le nombre d’éléments de D égaux
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a y. On utilise parfois une notation de ce genre pour écrire la décomposition d’un
entier en facteurs premiers.

Soient D et D’ deux décompositions de x. On dit que D est équivalente & D’ et
on note D ~ D’ si D et D’ ont les mémes facteurs. Formellement,

D = (x;)ier ~ D' = (2})icr

si et seulement si il existe une bijection o de I vers I’ telle que pour tout ¢ € I,
!/
Ty = xa(i)'

Nous arrivons aux deux définitions les plus importantes.

Definition 4. Soient D = (x;);cr et D’ = (x});cr deux décompositions de z. On
dit que D est plus réduite que D’ et on note D < D’ ¢’il existe une injection o de
I vers I’ telle que pour tout i € I, z; < x;(i). On dit dans ce cas que o est une
injection de réduction.

Par abus de notation, on notera parfois o(z;) au lieu de /. (1) On voit facilement

que < est une relation de préordre sur ’ensemble des décomplositions de x.
Definition 5. On dit que H est factoriel lorsque pour tout élément xz de H, l'en-

semble des décompositions de x a un élément minimum qu’on appelle décomposition
réduite de z.

N.B. Cette notion généralise les holoides “halbprimkanonisch” de Bosbach et les
“primfaktorzerlegungen” de Fuchs.
Le résultat suivant éclaire la définition 5.

(3) PROPOSITION. On a D ~ D’ si et seulement si D < D' et D' < D.

Démonstration. En effet, si D ~ D', il est clair que D < D’ et D’ < D. Récipro-
quement supposons que D = (z;)ier < D' = (2})ier et D' < D. 1l existe alors des
injections de réduction o : I — I' et ¢’ : I’ — I. Comme I et I’ sont finis, o et o’
sont, bijectives et on a, pour tout i € I, x; < :C;(i) < Tgloo(s)- PosoOns 7 = o' oo et
supposons qu'il existe ig € I tel que x;, < x;(;,). Puisque 7 est bijective, il existe
n =1 tel que 7" (ig) = ig et donc x;, < T;(;5) < -+ < Tyn(iy) = T4, Contradiction.
Donc x; = x;(i) = Tr(;) pour tout ¢ € [ et D ~ D' O
Remarque 2. Soit z =[] ves y"™(*) une décomposition réduite de z. Soient yo < y
deux irréductibles. Alors ny, (z) = 0 ou n,(z) = 0. Autrement dit deux irréductibles
distincts et comparables ne peuvent figurer simultanément dans une décomposition
réduite.

Il résulte de [3] que deux décompositions réduites de = ont les mémes facteurs a
I'ordre pres. Dans un holoide factoriel on parlera donc de la décomposition réduite
d’un élément (qui n’est définie qu’a lordre pres des facteurs).

Voici un critere permettant de comparer deux décompositions mises sous forme
exponentielle.

(4) THEOREME. Pour que D =], » y"™ (D) soit plus réduite que D' = [Ler y"v®
il faut et il suffit que, pour tout partic H de &, on ait

> nyla) <>l (b)

yeH y'>y
yeH

Démonstration. Cela résulte du lemme des mariages. Soit A ’application de I dans
P(I') définie par A(i) = {j | z; < 2}}. Alors D < D' si et seulement si il existe une
injection o : I — I’ telle que, pour tout i € I, o(i) € A(3).
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D’apres le lemme des mariages, il faut et il suffit que, pour toute partie K de I,

Card( U A(z)) > Card(K)
ieK
Posons o
K ={iel|ilexiste j € K tel que z; = z;}.
Il est clair que Card(K) > Card(K) et que Card({U;cx A7) = Card(U, .5z A(7))-
Donc D < D’ si et seulement si pour toute partie K de I, Card(|J,.¢ A(7)) =
Card(K) ce qui n’est rien d’autre qu'une formulation différente du théoreme. [

Ce théoreme permettrait de démontrer par le calcul certains des énoncés des
sections 2, 3, 4 et 5. Donnons tout de suite un résultat simple, mais utile :

(5) PROPOSITION.  Soit x = [, » y™ (@) une décomposition réduite de x. Alors
toute décomposition a = Hyeﬂ y™ (@) quec, pour tout y € 7, ny(a) < ny(x) —
est une décomposition réduite de a.

Démonstration. La démonstration est immédiate. O

Nous allons maintenant donner une caractérisation des décompositions réduites.
Pour cela, nous aurons besoin de la proposition suivante :

(6) PROPOSITION. Si D = (z;)ier est la décomposition réduite de x, si D' =
(x})icr est une décomposition quelconque de x, il existe une injection de réduite o
de D dans D' telle que x;(i) = x;(j) entraine x; = x;.

Démonstration. On procede par récurrence sur Card(D’) = n. C’est évident pour

n = 0 ou 1. Supposons le résultat acquis jusqu’a n — 1. Soit ¢ une injection de

réduite de D dans D’ et supposons que x;(il) = x;(m avec x;, # Ti,. Puisque D
!

est réduite, x;, et z;, sont incomparables (cf. Remarque 2) et donc x;, < Loy

i / o/ I A X . /
Tiy < Ty = To(iy) d’ou 2, z;, < Lo

v=[lei=wiz, [ wi<ohe, [I ebw= II #he<e

iel iel—{iy,ia} i€l —{i1,ia} iel—{is}

d’apres (2). On a donc

et D" —{a ;) } est encore une décomposition de z. Or Card(D’ —{z(;\}) =n—1
et ’hypothese de récurrence permet de conclure facilement.

Avant d’énoncer le théoreme, précisons une terminologie : si o est une injection
de réduction de D = (z;);e; dans D' = (2});cr, on appelle image dans .7 de o le
sous-ensemble {7, ;) [ i € I} de ..

(7) THEOREME. (Caractérisation des décompositions réduites.) Pour que

T = H yny(:c) =D
yeIS

soit la décomposition réduite de x, il faut et il suffit que pour toute décomposition
D' de z, il existe, pour chaque y € &, des injections de réduction o, de y" () dans
D', dimages dans .# deuzx & deux disjointes.

Démonstration. La condition est suffisante : on peut construire une injection de
réduction de D dans D’ en “recollant” les 0.

La condition est nécessaire : d’apres (6), il existe une injection de réduction o
de D dans D’ telle que

(@) ‘T;(i) = mff(j) = ¥, =T

Pour chaque y € .#, ¢ induit une injection de réduction o, de y™(*) dans D’. Les
images des 0, dans # sont deux & deux disjointes d’apres (). O



HOLOIDES FACTORIELS 5

Ce résultat nous sera tres utile dans la Section 4 pour la démonstration du
théoréme fondamental (27).

Avant de terminer cette section, donnons une exemple d’holoide factoriel. Il s’agit
du V-demi-treillis de la Figure 2 ci-dessous. Les éléments irréductibles sont a, b, les
Ty, et les y,. Il n’y a que deux éléments premiers : a et y;. En effet yo, par exemple,
n’est pas premier car yo < ay; = x mais Yo € a et yo L y1. La décomposition
réduite de x est x = ay;. Les éléments minimaux sont a et y.

x1 ‘ b
o :
x3 b Yn
T ¢ Y3
i Y2
a ¢ Y1
e
FIGURE 2

Cet holoide ne vérifie ni la condition de chaine ascendante, ni la condition de
chaine descendante : c’est la une différence essentielle avec les holoides étudiés par
Bosbach ou avec les demi-groupes a décomposition unique en facteurs premiers de
Fuchs et Dubreil-Jacotin.

2. DIVISEURS D’UN ELEMENT DANS UN HOLOIDE FACTORIEL
En voici une premiere caractérisation :

(8) THEOREME. (Premiére caractérisation des diviseurs d’un élément.) Soit un
holoide factoriel. Soit x < z et z = Hyef y™ (2 la décomposition réduite de z.
Alors x = x1xo 00 x1 est absorbé par z et ot xo admet une décomposition réduite
de la forme z2 =[], » y"™(@2) quec, pour tout y € ., ny(w2) < ny(2).

Démonstration. Soit x = Hyeﬂ y"y(r) = D; une décomposition de x. Posons

r1 = HyEﬂ yny(wl)a oil ’I’Ly("El) = (ny(x) - ny(z))Jr’
z2 =[[,cr yr 2, ny(z2) = inf(ny(x), ny(2)).

En vertu de (5), zo vérifie bien les conditions de 1'énoncé. De plus z122 = x. Reste
a montrer que x1z = z. Soit a tel que ax = z et soit Hyeﬂ y™(®) = D, une
décomposition de a. On a :

H yny(z) _ H yTLy(a)+7Ly(92) — H
n=s4 yeS D1UD>

ot Dy U Dy désigne I'union disjointe des familles Dy et D,.
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Mais puisque Hye Y y"™(®) est réduite, il existe une injection de réduction o de
[lyes y™®) dans [Ip,0p, = yer y™v (@) (@) Posons

a= I . »= I . == I

o~1(D2) o1 (D)N{ylo(y)=y} o~ (D)N{ylo(y)>y}

o < = 5 [ gl < T @ o),
yeS yes
En effet, ny(22) < ny(z) et donc

[ny(z) — ny(z)]+ < [ny() — ny(z2)]+ = ny(z) —ny(z2)

car ny(z) = ny(z2). Comme z = 212223, on obtient

2 < 212223 H y(ny(w)fny(ZZ))
yeS

Or d’apres (1), z3 est absorbé par Hyeﬂ y(m(®)=ny(22)) Donc

2 < 21z < 2129 H y(”y(l)—”y(zz)) <znr<ar =2
yeS

Donc zz1 = z. O
Voici quelques conséquences de ce théoreme.

(9) COROLLAIRE. Soit yo un irréductible et soit z =[], » y™(®) la décomposition
réduite de z. On suppose que y3* < z. Alors m < ny,(2) ou bien z absorbe yo.

Démonstration. Reprenons la démonstration de (8) avec x = yi*. Si m > ny,(2),

alors 1 = ygn "o (%) est absorbé par z; donc yo et par conséquent yi* sont absorbés

par z. O

(10) COROLLAIRE. Soita = Hyeﬂ y™v(%) une décomposition de a (pas nécessairement
réduite). Pour montrer que a < x, il suffit de montrer que y™ (@) < x pour tout
ye g,

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (9). O

Citons encore un corollaire qui situe bien la différence entre éléments irréductible
et premier.

(11) COROLLAIRE. Soit yo un irréductible. Si yo < ab, alors yo < a, yo < b ou Yo
est absorbé par ab.

Démonstration. Soient
ab = H yvleb) g = H y@ p= H ymv(®
yeS yeS yeS
les décompositions réduites de ab, a et b respectivement. D’aprés (9), ou bien yq
est absorbé par ab, ou bien ny,(ab) > 1. Plagons-nous dans ce dernier cas : alors
[ler " (a0 est plus réduite que [ler yru(@)+nu () Dapres (4) appliqué & H =
{vo}, on a
1< nyy(ab) < ) my(a) +ny(b)
Yy2yo0
Done 37, o, ny(a) 2 1ou )’ o, ny(b) >1et yo <aouy<b O

Enfin on a le
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(12) COROLLAIRE. Soient y; et yo deux irréductibles. Si y1* = y5? (n1,ng € N*),
alors y1 = yo.

Démonstration. En effet soit z = yi'* = y5? et D la décomposition réduite de z.
Supposons y; # y2. De (10) on déduit alors i y5? < z, Aol y12 = z et Yoz = 2z et
par conséquent ni y; ni yo ne figurent dans D. Soit o I'injection de réduction de D
dans y1'. Pour tout © € D, on a x < o(z) = y; donc z < y; (puisque y; ne figure
pas dans D). On en déduit d’apres (2) z = [[p < 11 < yi* = z. Contradiction.
Donc y1 = ys. O

3. ASSOCIES MINIMA

Nous introduisons maintenant une notion proche — mais distincte comme on va
le voir — de la notion de < quotient » (Fuchs [7]) ou de < résiduel » (Dubreil [6]).
La terminologie est due & Bosbach [2].

Definition 6. Soit z < z et soit A I'ensemble des a tels que ax = z (appelés associés
de x dans z). On appelle associé minimum de x dans z un élément minimum de A
relativement a <. Si cet élément existe on le note z : x.

Si a est le < quotient » (au sens de Fuchs) de z par z alors on a 1’équivalence
a <t <= z < xt. On en déduit facilement que a est I'associé minimum de z dans
z mais la réciproque n’est pas vraie ainsi que le montre ’exemple 2 : r est I'associé
minimum de ¢ dans r, r < gp mais q¢ € p.

On sait (Dubreil [6] partie 2 chap. 5, Fuchs [7] chap. 12), que dans un holoide
& décomposition en facteurs premiers (mit eindeutigen Primfaktorzerlegungen) il
esiste des résiduels (Quotienten). Voici un résultat analogue pour les holoides fac-
toriels.

(13) THEOREME. Soit H un holoide factoriel. Soit v < z et x = HyEJ y" (@)

z=1l,er y™v(?) les décompositions réduites de x et z. Alors z : x existe et sa

décomposition réduite est Hueﬂ Y (=8) guec Ny, (2 2 ) = 0 s’il existe y > yo tel
2 +

que ny(z) > 0, ny, (2 : ) = (ny, (2) — ny,(z)) " sinon.

Démonstration. Posons 2’ =[], c » y"v(®) avec ny, (¢') = 0 'il existe y > yo tel

que ny(z) > 0, ny, (@) = (ny,(2) — ny, (:10))Jr sinon. On va montrer z < zz’, puis
zx' < z et enfin 2’ =2 : 2.
a) z < za’.

D’apres (10) il suffit de montrer que, pour tout yg € .7, ygyo(z) < zx'.

— S'il existe y > yo tel que ny(x) > 0, yo est absorbé par = d’apres (1) donc par
zx' et c’est démontré.

o Sinon nyo (xl) = (nyn (Z)_nyo (ZL‘))+ et nyo (Z) < nyo (x)+ny0 (‘T/) dOIlC ygyO(Z) <

xx'.
b) za’ < z.
D’apres (10) il suffit de prouver que, pour tout yo € .7, ygyo(z)Jrnyo ) < z.
— S'il existe y > yo tel que ny(x) > 0, alors ny,(z') = 0 et ny, () = 0 d’apres

la remarque suivant (3). Donc 0 = ny, (z) + 1y, (') < 1y, (2).
. + \
— Sinon ny, (2') = (1y, (2)—ny, (2)) " dolny, (¥)+ny, (2') = max(ny, (), ny, (2))-

Si ny, (2) < ny,(2) cest terminé et si ny, (z) > ny,(2), (11) appliqué a l'inégalité

"o () < z montre que yo est absorbé par z et donc ygy @)+ (=) < z. D’ou
zx’ = z.
' =z:x
Supposons que ax = z et soit a = Hyeﬂ y"™ (@) 1a décomposition réduite de a. Il

’
. N . Ny (T
s’agit de montrer que ' < a. La encore il suffira de prouver que y, vo () < a pour
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tout yo € 7. Le seul cas a étudier est celui ot ny, (z') > 0:onadonc )’ . ny(z) =
0. Appliquons (4) avec H = {yo} a [[,c » Yy (®) < [L,er y"v(@)+ny(@) ] vient :

Ha(2) < 3 (my(0) + 1y (@) =y () + 3y (a):
Y20 Y20
D’ou N
ny, (') = (”yo (2) = 1y, (I)) < Z ny(a).
Y2yo
D’apres (4), ygyo (") < Hyeﬂ yny(a) et donc ygyo(ﬂc ) <a.
Enfin, la décomposition de 2’ est réduite, d’apres (5). O

Remarque 3. Les résultats suivants sont faux en général :

— (ar :x) = a; prendre a = v = 22 # e, 2°

x=x:x=e€.

— Si (z:a) =b, alors (z : b) = a. Dans exemple 2, s : 7 = p, mais s : p = q.

— 2(y : x) = 2y : x. Dans lexemple 2, r(p : p) =r, ™p: p =5 :p =q
(cependant on a toujours z(y : x) = 2y : x).

— (a:x1m3) = (a:11) : 22 = (a: 22) : 71 (prendre a = a? = ¥1 = x3). Le

premier membre existe, mais ni le second, ni le troisieme n’ont de sens.

— x < a < b alors (a: x) < (b: x). Considérons en effet le V-demi-treillis
repésenté par la Figure 3. Onaa<ap <s,ap:a=p, s:a=>, mais p et
b sont incomparables.

s = ab = apb

FIGURE 3

En revanche, on a le résultat suivant :
(14) PROPOSITION. Sia < b < z, alors (x:b) < (z: a).
Démonstration. Soient
v=[[v®, a=[[v™@, b=]]y®
yeS yes yeI
les décompositions réduites de x, a et b respectivement. D’apres (10), il suffit de

prouver que pour tout yo € &, ygyo(m:b) < z : a. D’apreés (13), le seul cas on

Ny (@ 1 b) # 0 est celui olt
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Dans ce cas, b n’absorbe pas y car sinon on aurait

blx:b)=x=b H y™r @) Lot ny, (2 :b) =0

yE I
Y#Y0o

Par conséquent yo n’est pas absorbé par b — nipara —et >, . ny(a)=0.(9),
appliqué & l'inégalité yg v (@) < b montre que ny, (a) < ny, (b). Il vient alors :

0 < 11y () — 11y (b) < My () — 1y (@) < (g (@) — 1y ()™

Comme > ny(a) =0, ny,(z: a) = (nyo () — ny, (a))+. On a donc montré que
Ny (@ 1 b) < ny, (2 1 @) ce qui acheve la démonstration. O

Nous allons maintenant caractériser les associés minima des différents diviseurs
de z, qu’on appelle également diviseurs minima de z.

ROPOSITION. Soit z = Yy a décomposition réduite de z. Les di-
15) P Soit yes U™ la dé ition réduite de z. Les di
viseurs minima de z sont les éléments a dont la décomposition réduite est de la
forme a =1[,c » y™v(@) avec ny(a) < ny(2) pour tout y € 7.

Démonstration. D’apres (13) les diviseurs minima sont tous de cette forme. Réciproquement,
soit a un élément de la forme indiquée ci-dessus. Posons

x = H y™ @ avec  ny(x) = ny(z) — nyla).
yeS
11 est clair que z < z. On va montrer que z : £ = a. Soit yo € Z.
— S'il existe y > yo tel que ny(z) > 0, alors ny,(z) = 0 d’apres la remarque
suivant (3) et ny,(a) = 0 d’apres I'hypotheése. Donc ny, (2 : ) = 0 = ny, (a).
— Sinon

Mo (2 @) = [y (2) = [y (2) = 1y ()] = 1y (a)

On conclut & I'aide de (10). O
De (8) et (15) on déduit la seconde caractérisation des diviseurs d’un élément.

(16) THEOREME. Soit z € H. Tout diwiseur de z est produit d’un diviseur minimum
de z et d’un élément absorbé par z. Réciproquement tout élément qui se factorise
de cette maniére est un diviseur de z.

4. P.P.C.M.

On notera \/;"_, @; le plus petit commun multiple (p.p.c.m.) d’une famille d’éléments
(x;)_; — 8'il existe. — On sait (cf. Dubreil [6] et Fuchs [7]) que dans un holoide &
décomposition en facteurs premiers unique le p.p.c.m. existe. Comme on va le voir,
ce résultat est conservé dans les holoides factoriels.

(17) THEOREME. Soit (x;)™, une famille finie d’éléments d’un holoide factoriel
H. Soit x; = Hyez y™v(®) une décomposition — pas nécessairement réduite — de
x;. Alors le p.p.c.m. des (x;)1% existe et on a :

n

_ max[™, y"v(®)
Vo= [
i=1

yeT
(décomposition non réduite en genéral).

, . m, ny(z;)
Démonstration. Posons z = Hyez ymaxiz Yy

1< m.
Réciproquement soit @ > z; pour 1 < i < m et soit a = Hyezy”y(a) la
décomposition réduite de a. Soit yo € Z. Puisque z; < a, on a d’apres (9) :

. Il est clair que z; < z pour 1 <
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— Soit ny,(x;) < ny(a) pour 1 < i < m et done max;—1 1y, (x;) < Ny, (a).

— Soit a absorbe yy et donc également y(r)nax,;z'l Mg (#4)

m
Xi=1Myq (x4

Dans les deux cas ygla ) < a. Donc z < a d’apres (10). O
Remarque 4. En revanche deux éléments n’ont pas toujours de p.g.c.d. dans un
holoide factoriel. Considérons en effet le V-demi-treillis représenté par la figure 4 :
les éléments x et y n’ont pas de p.g.c.d.

FIGURE 4

Outre les propriétés classiques (commutativité, associativité, idempotence), V
possede une propriété de distributivité.

n n
(18) PROPOSITION. z <\/ x1> = \/(zxi)
i=1 i=1

Démonstration. Soient z = [[ ¢ , y™®) et &; = [ e, y"(*" des décompositions
de z et x;. On a :

. (\n/ x) = Ty @ rmextam@) o T yresiz @ ne) \n/(zxi)

i=1 yeS yeS i=1
O
Voici une autre propriété du p.p.c.m.
(19) ProPOSITION. Sim = \/|_, x;, alors m? = \/I_, z.
Démonstration. C’est évident a I'aide de (17). O

Nous allons maintenant examiner les relations entre p.p.c.m. et diviseurs mi-
nima : ce sera I’objet des propositions qui suivent.
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(20) PROPOSITION.  Soit (z;)_; une famille d’éléments de H et m leur p.p.c.m.
Soient (m : ;) = Hyeﬂ y"v (M) es décompositions réduites des m : x;. Alors
pour tout yo € &, [ ny,(m : x;) = 0. De plus cette condition caractérise le
p.p.c.m. parmi les multiples communs aux x;.

Démonstration. On a [], ., yrv(m) g yer y™axi=1 (@) En appliquant (4) &
H = {yo}, on obtient ny,(m) <3 -, maxi; ny(z;).
— S'il existe y > yo tel que max]; n,(z;) > 0, il existe i tel que n,(z;) >0
et donc ny,(m : z;) = 0.
— Sinon ny, (M) < max}; ny,(z;). I existe ig tel que ny,(m) = ny,(x;,) et
donc ny, (m: z;,) = 0.
Supposons maintenant z; < m’ pour tout i et [[I—, ny (m’ : 2;) = 0 pour tout
Yo € F. Soit m' =[], » y™v(m") 1a décomposition réduite de m’. Soit iy tel que
Ny, (M 25)) = 0.
Premier cas. Il existe y > yo avec ny,(z;,) > 0. Alors yy est absorbé par x;, et

(m

donc par m. Donc ygyo ) <m.

Deuxiéme cas. ) ny(z;,) = 0. Alors

Y>Yo
+
0= Ty (m/ : xio) = (nyo (ml) — Nyq (xio))
donc ,
gy (') < 1y, (w3,) < maxtymy, (z:) et g™ <m.

On conclut & I'aide de (10) que m’ < m et donc m’ = m par définition du p.p.c.m.
U

(21) PROPOSITION. Soient x1 et xo des éléments de H, m leur p.p.c.m. Alors
(m:x1)xy = (Mm:x2)ze =m et (m:x1)V (m:ax2)=(m:x1)(m: x2).

Démonstration. Les deux premieres égalités résultent uniquement de la définition 6.
La troisieme égalité résulte de la Proposition (20). En effet, on a pour tout yy € .#,
Ny (M 2 21) = 0 ou ny, (m : z2) = 0. D’out

Nyo (M2 1) + Ny (M2 2) = rnaLX(ny0 (m @),y (m 3:2))
et donc (m:z1)(m:2z3) = (m:x)V (m: x2). O

Remarque 5. Siz <aetx <bonn'apasengénéral (a:2)V(b:z)=(aVd):x.
En effet considérons le V-demi-treillis représenté par la figure 5. On a

a:x=z et b:x=y, zVy=a mais (aVbd):xz=a:z=-=2

(&

FIGURE 5

Nous introduisons maintenant la notion d’adjoint. C’est I'analogue du < a® > de
Fuchs [7, page 256]. On trouvera plus loin des propriétés voisines du < a® .
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Definition 7. Soit < z. On appelle adjoint de x dans z 'élément T = z : (z : x).

Remarquons tout d’abord ceci: (z:z) =zetdoncz =2z: (z:
t z

z) < x.
L’objet de la proposition suivante est le calcul de Z, x : T et z : Z. Soient

xTr = H yny(i)7 i H yNy(Z)’ T = H yny(i)’

yeS yES yES

@0) = [Lme, (z:0) = [] v

yeS yeS
le décompositions réduites de x, z, T, = : T et z : T respectivement.

(22) PROPOSITION.

D) e (7) = 4o (2) s’il existe y > yo tel que ny(x) >0,
(8) my0 (%) {min(ny0 (2),ny,(2))  sinon.

(b) (@ @) = (my (@) = 1y (2))

C) nyo(z j) - nyo(z : ﬂf)

Démonstration. (a) Tout d’abord supposons ny, (z) = 0. Alors, d’apres (13), ny,(z : z) =
0 et ny,(Z) = 0. Donc (a) est vérifié.

Supposons 1y, (z) > 0. Alors n,(z) = 0 pour y > yo et donc n,(z : ) = 0 pour
y > yg. On distingue alors deux cas.

— 1l existe y > yo tel que ny(z) > 0; alors ny,(z : ) = 0 d’apres (13) et
Nyo (Z) = (ny, (2) — 0)+ = ny, (2) toujours d’apres (13).

— ny(x) = 0 pour y > yo, d'ott ny, (2 : &) = (ny,(2) — ny, (a:))+ On a alors

()= (n.. (2) — (n. (2) —n. (z + +: nyo(x) Sinyo('z)>nyo($)
yo( ) ( yo( ) ( yo( ) yo( )) ) {ny()(z:) si ny0($)>

= min(ny, (), ny,(2)).
(b) Si ny,(x) = 0 la formule est évidente.

Si ny,(z) > 0, alors ny(z) = 0 pour y > yo, donc ny,(Z) = min(ny, (), ny, (2))
et ny(Z) = 0 pour y > yo d’apres (a). Par conséquent

nyo (ZC : ‘1_7) = nyo (93) - min(nyo (x)’nyo (Z)) = (nyo (CE) - nyo (Z))+

(c) Siny,(z) =0 la formule est évidente.
Si ny,(2) > 0, alors ny,(z) = 0 pour y > yo (méme raisonnement qu’au (b)). On
en déduit
_ W+
Ty (2 : :1?) = (nyo (Z) — Ny, (3?))
0 sl existe y > yo tel que ny(z) >0
= +
(nyo(2) — nyy(x)) " sinon
=Ny, (2 : 2).

O

Remarque 6. Si x est un diviseur minimum de z, on déduit de (b) que z = x.

(23) COROLLAIRE. Si T est l’adjoint de x dans z
(a) z:Z=2z:x,
(b) x: T est absorbé par z.
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Démonstration. Le (a) résulte du (c) de (22).

Le (b) résulte du (b) de (22) et de (9) : si ny,(z : T) > 0, ny,(z) > ny,(2).
D’apres (9) appliqué a y, "o (@) < z, yo est absorbé par z, donc yg 90 (%) ot absorbé
par z. O

Remarque 7. On retrouve ainsi le théoreme (16).

Voici quelques autres propriétés de Z.
n n
(24) PROPOSITION. Si \/ x; =m et si T; est Uadjoint de x; dans m, \/ T; =m.
i=1 i=1
n

Démonstration. Posons m’' = \/ Z;. Puisque 7; < z; < m, on a m’ < m. D’autre

part, m : &; = m: x; d’apres (1233, d’ot m = m’ d’apres (20). O
(25) THEOREME. Soient a et b des diviseurs de z.

(a) a < a,

(b) a=a,

(c) a<b = a<b,

(dy avb=aVb

Démonstration. (a) a déja été démontré (apreés la définition 7).
(b) D’apres (23) onaa==z:(z:a)=z:(z:a) =a.
(c) D’apres (14) on a

a<b<z = (z:0)<(z:a)<z = z:(2:a)<z:(2:D),

soit encore @ < b.
(d) On utilise (22) pour calculer les décompositions réduites de a Vb et a V b.

Soient
a = H y , b= H y”y(b)7 y = H yny(z)

yeS yeS yEI

les décompositions réduites de a, b et z respectivement. D’apres (22) et (17), on a
avb= [I,er y™v(@V0) avec

Ny, (2) 871l existe y > yo tel que ny(a) > 0 ou ny(b) >0

Ny (@vb) = max(min(nyo (a), Ty, (2)), min(nyo (0), Thyo (Z)))
= min(ny, (z)), max(ny, (a), ny,(b))) sinon

Cette décomposition est a priori non réduite, mais puisque pour tout y € .7,
ny(@Vb) < ny(z), la décomposition est réduite d’apres (5). Donc a V b est un
diviseur minimum de 2. Soit a = [, » y™v (V) la décomposition réduite de a V b.
D’aprés (22), on a :

ny(aV5) = {nyo(z) g1l existe y > yo tel que ny(a Vv b) >0

min (ny, (2), ny,(a Vb)) sinon.

Or, g1l existe y > yo tel que ny(a Vv b) >0, on a Z ny(a Vv b) > 0. Or d’apres (4)
Y>Yo

appliqué a H={y € % |y >y}, D = H y™ (@) ot D = H ymax(”y(a)’”y(b)),
yeS yesS

0< Z ny(aVb) < Z max (ny(a), ny(b))

Y>Yo Y>Yo

on a
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donc il existe y > yo tel que ny(a) > 0 ou n,(h) > 0. On en déduit n,,(a Vv b) =

nyo(z) :nyo(a'\/b)' _
Si Z ny(aVb) =0, ny,(aVb) = min(ny, (z), ny, (aVb)). Or d’apres (4) appliqué
Y>Yo
a H = {yo}, D et D, on a ny,(aVb) < max(ny,(a),ny, (b)), donc ny,(aVb) <

Nyo (@ V b). On en déduit finalement a V b <avb. B
Réciproquement, on aa < a < aVb b<b<aVbdoncaVvb<aVbd dou

d’apres (c), @V b < @V b, mais comme @V b est un diviseur minimum de z, on a
avb=aVb. O

Conséquence. Soit Z I’ensemble des diviseurs de z. L’opérateur de Z dans Z défini
par x — T est un opérateur de fermeture pour la relation >, compatible avec la loi
V (cf. Fuchs [7, p. 257] pour des propriétés analogues).

L’ensemble H muni de la loi V est un holoide. L’ordre est en effet le méme que
dans (H,-) puisque a < b si et seulement si a Vb = b. On peut donc définir des
éléments irréductibles pour la loi V, qu’on appellera éléments V-irréductibles. On
introduit de fagon analogue les notions de V-décompositions, d’holoide V-factoriel,
ete.

Voici une caractérisation des éléments V-irréductibles.

(26) PROPOSITION. x est \VV-irréductible si et seulement si x est une puissance (non
nulle) d’irréductible.

Démonstration. Soit y € & et n € N*. Supposons que y" = Vyecsa;. Soient a;
les adjoints de a; dans y™. Alors y" = Vycsa; d’apres (24). Puisque a; est une
diviseur minimum de y™, a; = y™ avec n; < n d’apres (15). Comme il est clair
que V;ery™ = ymaier i ou bien il existe ig € I tel que max;er n; = n;,, ou bien
I = (). Le second cas est exclus car n > 0. Donc y™o = @;, = y™. Mais comme
ai, < a;, <Y™, onaa;, =y" et donc y” est V-irréductible.
Réciproquement, soit x V-irréductible. Si z = Hye Y y™ () est une décomposition
de z, il vient x = Ve sy™® d’apres (17). Donc z = y,*° (@) pour un yog € . O
Enoncons maintenant le théoréme le plus important.
(27) THEOREME. Si H est factoriel, alors H est V-factoriel.

Démonstration. Soit D = x = Hyef y™ () la décomposition réduite de x. Alors
T = \/yeyy"y(x) = DV est une V-décomposition de z d’apres (17).

Considérons une autre V-décomposition de z, soit x = vyeyy";(”“ = DV. On
a alors pour la méme raison r = Hyeﬂ ynly(x) = D’. Puisque D est réduite, (7)

s’applique : pour tout yy € .#, il existe une injection de réduction oy, : ygyo (@) — D'
et les images dans .# des o, sont deux a deux disjointes.

— Si l'image dans .# de oy, contient un y > o, on pose

V(g™ = ",
— Sinon on pose
O’v (ynyo (z)) o y”;o (z)
0 =Y .
oV est une injection de DV dans D'V. En effet, si
o (") =it = oV (")

— pn2
Ty = Tg

alors z1 = o d’apres (12). Mais z1 et x2 sont dans 'image dans .# de o, et gy,
respectivement et donc y; = y2. Enfin il est clair que < 0¥ (), donc z VoV (z) =
oV (x) et z est inférieur ou égal & o (z) pour l'ordre associé a la loi V.
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Donc oV est une injection de réduction de DV dans D'V et DV est la VV-décomposition
réduite de z. (]

Remarque 8. La réciproque du théoreme (27) est fausse. Considérons en effet
I’holoide H = {e,p, ¢, 2z} dont la table est

p q =z v q =z
plz z =z P z z
z zZ z q q z
z|z z % z |z z %

H est V-factoriel : p et ¢ sont V-irréductibles et z = pV ¢. Mais H n’est pas factoriel
puisque pg = p? = ¢ = 2.

(28) COROLLAIRE. L’équation en x aV x =m (pour a < m) admet une solution
MANIMuUmM.

Démonstration. C’est la traduction du théoreme (13). O

5. P.G.C.D.

Nous ne mentionnerons dans ce paragraphe qu'une seule propriété.

(29) PROPOSITION. Soit H un holoide factoriel, x et z des éléments de H. Si le
p.g.c.d. de x et z existe (on le note x A z), on a (x N2)(zV z) = xz.

Démonstration. Soient x = Hyeﬂ Yy () et 2 = Hyeﬂ y"(*) les décompositions
réduites de x et z respectivement.

Posons t =[], » y™® ot ny(t) = min(n,(z),ny(z)). Onat < z et t < z donc
t<xz Az Or

H ymin(ny(m),ny(z)) H ymax(ny(;v),ny(z)) = rz.
yeS yeS

Donc zz =t(zVy) < (z Ay)(x Vy).
Réciproquement, soit d tel que d < xz et d < z. Soit Hyeﬂ y"™ (4 la décomposition

(d)

réduite de d. Soit yo € .. Le corollaire (9) appliqué aux inégalités yg O L et

n d N . . .
Yo vo () < z conduit a la discussion suivante :

Premier cas : ny, (d) < ny, () et ny, (d) < nyy(2).
Alors ny, (d) < ny, (t), d’'ott

nyo (d) + max(nyo (l‘), nyo (Z)) S nyo (.13) + nyo (Z)
Deuzxieme cas : yg est absorbé soit par x, soit par z, donc par xz. Alors

ygyg(d)+maX(nyg(w),nyo(Z)) < z2.

On conclut d’apres (10) que (z A 2)(z V 2) < zz. O
Remarque 9. En général p(z A z) # px A pz (méme si les deux membres sont
définis).
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