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Déformations de projecteurs de Lie

Gérard DucHAMP, Daniel KROB,
Bernard LECLERC et Jean-Yves THIBON

Résumé — La théorie des fonctions symétriques non commutatives permet d’obtenir des déforma-
tions naturelles de projecteurs de Lie classiques. Nous présentons en particulier une famille & un parameétre
d’idempotents de Lie qui interpole entre les idempotents de Dynkin, de Solomon et de Klyachko et nous
construisons une autre déformation de I'idempotent de Klyachko.

Deformations of Lie projectors

Abstract — The theory of noncommutative symmetric functions leads to natural deformations of
classical Lie projectors. We present in particular a one-parameter family of Lie idempotents interpolating
between Dynkin’s, Solomon’s and Klyachko’s idempotents, and we construct another deformation of
Klyachko’s idempotent.



Abridged english version — Let K be a field of characteristic 0. An element n € K&, of
the group algebra of the symmetric group is said to be a Lie element if it is a Lie polynomial in
the usual identification between permutations and standard words. An idempotent Lie element
is called a Lie idempotent (see e.g. [1][11]). For example, the three elements defined by

0, =
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([---[1,2],3],--],n] € Q6,, qbn:% S (-1)4 (’;(_0)1) a (1)
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where d(0) is the cardinal of the descent set Des (o) = {i | o(i) > o(i+ 1)} of ¢, and
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€6,

where ( is a primitive nth root of unity, and majo = > ;cpe, (o)t 18 the major index of o, are
Lie idempotents. The first one appears in [2], [14] and [15], and will be called for short Dynkin’s
idempotent. The second one ¢, introduced in [12] will be called Solomon’s idempotent and the
third one Klyachko’s idempotent (cf. [7]).

These idempotents are all elements of the descent algebra of the symmetric group, introduced
in [13] (for any Coxeter group). We recall that the linear subspace of Q &, spanned by the
elements D¢, defined for C' C [1,n — 1] by

D¢ = E o

€8, Des (0)=C

is a subalgebra of Q© &,,, denoted by %,, and called the descent (or Solomon’s) algebra of &,,.

The aim of this Note is to produce various deformations of the above Lie idempotents, by
means of the theory of noncommutative symmetric functions, developed in [4] and based on the
theory of quasi-determinants [5][6][8]. The first one is a one-parameter family of Lie idempotents,
interpolating between 8,,, ¢,, and x,(().

Theorem 1 Let ¢,(q) be the element of ¥, ® K(q) defined by

@n(Q)I% > (_1)d(0)[72(—a)1]_ gio= (1))

0'6617,

Then, ¢,(q) is a Lie idempotent. Moreover, p,(1) = ¢n, ¢,(0) = 8, and for ( a primitive nth
root of unity, ou(C) = n(C).

A composition I = (¢1,...,1,) is represented by a ribbon diagram Dy, which is a skew
Young diagram of ribbon shape, whose k-th row (read from the top) has i; cells. To a subset
C of [1,n — 1], one associates a composition I = I(C') of n, defined by the requirement that
C = {i1,i1 + %2,...,01 + -~ + t,_1} (and conversely to a composition I one associates the
subset C' = C([I)). The composition I(C') admits a unique hook decomposition of the form
I(C)=FEy>Eyve...> Eg, where Ho> K = (hy,...,hy + k1, k2, ..., ks), and all the E; are hooks
(1%,y). The hook decomposition of I(C') is the sequence DE(C) = (E4,..., Es) and one sets
E(C)=({E1),...,l(E,)), where ((E;) denotes the length of the composition F;.

One associates then to a subset C of [1,n — 1] a polynomial PFE¢(t) by the following device.
First, one reads the diagram D; of I(C') from top to bottom and left to right, writing a cross in
the first cell of Dy and in the first two cells of each hook that appears in the hook decomposition
of I. Then, one reads the diagram a second time, numbering each cell from 0 to n» — 1, but
without writing into marked cells. One obtains in this way a sequence (ey,...,e,,) of integers,



numbering the unmarked cells of the ribbon. The polynomial PFE¢(t) is then the product of the
factors (¢ —t) or (1 — ¢®1), according to whether the cell numbered e; is in the column part
(bottom corner included) or in the row part of its hook.

Define the major index maj/ of a composition to be the sum of the elements of the set C'(1),
i.e. the major index of any permutation having C' as descent set.

Theorem 2 Let K,(t,q) be the element of X, ® K|[t, q] defined by

Ko(t,g)= Y ¢PO 0 - )FO) (g - )BT PEA(1,9) Do -
CClne1]

Then, if ( s a primitive nth root of unity,

1

Kn(t, Q) = w(1—17)

K, (t,0Q)

1s a Lie idempotent, which reduces to Klyachko’s idempotent for t = 0.

1. INTRODUCTION — Soit K un corps de caractéristique 0. Un élément n € K&, de ’algebre
du groupe symétrique est appelé élément de Lie s’il est un polynome de Lie sur 1’alphabet
{1,2,...,n} dans l'identification usuelle entre permutations et mots standards. Un idempotent
de Lie est un élément de Lie qui est idempotent (cf. [1][11]). Si V est un K-espace vectoriel,
on note (V) = @,5¢ 1™(V) son algebre tensorielle et L(V) = @, L™ (V) algebre de Lie
engendrée par les éléments de V dans T(V). A tout idempotent de Lie n € K&, correspond
alors un projecteur p, : T"(V) — L™(V) ot py(v1 @ -+ ® v,,) = (v1 ® - -- @ vy,) 7, laction a
droite de K&,, sur T"(V') étant définie par (v; ® --- @ v,) 0 = V(1) @+ @ Vg(n) POUT T € &y

Par exemple,

0= [[[1,20,3) 0] € 08, (1)

n

est un élément de Lie, et il est classique qu’un tenseur t € 7" (V') est un polynéme de Lie en
les éléments de V' si et seulement si t8,, =t (cf. [2], [14], [15]). Ceci revient a dire que 6,, est un
idempotent de Lie. Cet élément est parfois appelé idempotent de Dynkin.

Un autre idempotent de Lie, introduit par L. Solomon (c¢f. [12]), est donné par la formule

_ i (m1) T,
o=t 3 0 (4 )

Ueen

ou d(o) = |Des(o)| avec Des(o) ={i € [1,n—1]|o(i) > o(i+1) } est le nombre de descentes de
o. Cet idempotent intervient dans le calcul des projecteurs associés a la décomposition T'(g) =
S(g)® J de lalgebre tensorielle d’une algebre de Lie g, J étant I'idéal engendré par les tenseurs
u®@v—v®u-—[u,v] (u,v € g). De maniere équivalente (cf. [10]), l'algébre associative libre
K(A) sur un alphabet A admet la décomposition canonique K(A) = @;sq Ur ot Uy est
le sous-espace engendré par les produits symétrisés de k polynémes de Lie, et ¢, est alors le
projecteur de K,,( A) sur la composante homogene L"(A) de I'algébre de Lie libre L(A) = U;.

Enfin, on doit & A. Klyachko (¢f. [7]) la découverte d’un troisieme idempotent, défini par

m(Q=2 Y (i 3)

UGGTL



ou ¢ est une racine n-ieme primitive de l'unité, et majo = 3 ;cpe(s) @ est l'indice majeur
de o. Cet idempotent permet de construire une transformation naturelle entre le foncteur L™
déja mentionné et le foncteur C), défini par C\,(V) = T"(V) @kr K¢, ou I' est le sous groupe
de &,, engendré par le cycle v = (12...n), et K¢ le KI'-bimodule de dimension 1 défini par
7-1=¢"', 1.4 =( (on suppose ici seulement que K est un anneau contenant 1/n et ().

L’algébre des descentes du groupe symétrique joue un réle important dans I’étude des idempo-
tents de Lie. Elle contient en particulier les idempotents de Dynkin, de Solomon et de Klyachko.
Rappelons que le sous-espace vectoriel de Q &,, engendré par les éléments D¢, définis pour toute

partie C' C [1,n — 1] par
Do = Z o

0€8,,,Des (0)=C
est une sous-algebre de Q &,,, notée X, et appelée algébre des descentes. Elle a été introduite
par Solomon dans le cadre général des groupes de Coxeter (cf. [13]). On trouvera aussi dans [9]
une généralisation de cette construction.

L’objet de cette Note est de produire diverses déformation des idempotents précédents, au
moyen de la théorie des fonctions symétriques non commutatives, développée dans [4] et basée
sur la notion de quasi-déterminant [5][6][8].

L’algébre Sym des fonctions symétriques non commutatives est par définition la @-algebre
associative libre engendrée par un ensemble infini d’indéterminées non commutatives 51,54, ...
(que l'on considére comme les fonctions symétriques complétes d’un alphabet virtuel A), graduée
par le poids w(S,) = n. Sa composante homogene de poids n, notée Sym,, est donc de dimension
27~ On définit alors les les sommes de puissances non commutatives de premieére espece ¥,
par la relation

d

7 O = a(40) (450

ott 0(A;1) = 3,50 Sl et Y(A;1) = Spsy Vi ¥~ On munit Sym du coproduit A qui rend
primitifs les éléments ¥,. L’algébre de Lie libre L(W¥y,¥,,...) est alors l’algébre de Lie des
éléments primitifs de Sym.

La dimension de la composante homogeéne de degré n de Sym étant 2! = dim Y, on peut
définir un isomorphisme (d’espaces vectoriels) o de Sym dans la somme directe ¥ = @ >0 Xj.
Posons 1 = §;,8;, --+5;, et C(I) = {i1,i1 + 42,...,%; + -+ 4,1} C [1,n — 1] pour toute
composition I = (iy,4g,...,4,) d’un entier n. On définit alors a par a(S?) = Dcery ot Dce
désigne la somme des permutations dont I’ensemble des descentes est contenu dans C'.

Inversement, on associe a chaque partie C' C [1,n — 1] une composition I(C) = (i1,%2,...,%)
de n définie par la condition C' = {4y, i1 +19, i1+...+4—1 }. On peut représenter la composition
I(C) par son diagramme qui est le diagramme de Young ruban dont les longueurs des lignes
sont les parts de I(C'). Par exemple, pour C' = {1,4} et n = 6, on a I(C') = (1,3,2) qui est
représentée par le diagramme suivant :

Sil=(i1,...,t)etJ =(Jj1,...,Js) sont deux compositions, on note I'>.J la composition définie
par I >J = (i1,...,t—1,% + J1,72,---,Js), dont le diagramme s’obtient par concaténation du
diagramme de J a la derniére ligne de celui de I.

2. UNE FAMILLE A UN PARAMETRE D’IDEMPOTENTS DE LIE — Un élément e d’une K-
algebre est dit quasi-idempotent si e? = k e avec k € K. Nous aurons besoin de la caractérisation
suivante des quasi-idempotents de Lie de X, établie dans [4].



Proposition 1 Soit 7 un élément de l'algébre des descentes. Alors m est un quasi-idempotent
de Lie ssi a™(m) est un élément primitif pour A. De plus, © est idempotent si el seulement si

a~Y(7m) =V, /n est dans lideal de Lie [L(V), L(V)].
Théoréme 1 Soit ¢ une indéterminée. Alors, U’élément ¢, (q) de ¥,, @ K(q) défini par
o n—1 -1 majo— d(o)—l—l

o) =1 X @ [ R

U€6n q

est un idempotent de Lie. De plus, ¢, (0) =0, @.(1) = ¢, el pour une racine primitive n-iéme

de "unité ¢, Q‘Dn(C) = Hn(C)

En effet, on peut montrer que o~ (¢, (¢)) = nqn v, (T) olt U, (- ;) est la n-iéme somme
A

1=, (¢f. [4]). Ce dernier élément étant primitif

de puissances de premiere espece de ’alphabet
pour A, le résultat découle de la proposition 1.

Les spécialisations ¢ = oo ont également un sens. En effet,

on(1/q) = wnpn(@)wn , Pu(@)wn = (_1)n_1 ©n(q)

ol w, désigne la permutation w, =(nn—-1 ... 1) de &,. On en déduit les valeurs limites
lim @u(q)= lim ¢,(¢) =w,b,w, = (—1)”_1 wy, 0, .
g—+o0 g——00
On peut aussi donner la décomposition explicite de ¢, (g) sur la base de Li»(1,2,...,n)

formée des alternants [1,[0(2),[...,[0(n-1),0(n)],.. ]]] ot o décrit le sous groupe &y, ,, constitué
des permutations de [1,n] fixant 1.

Proposition 2 Identifions &,_; au sous-groupe &[] de &,. Alors, pour lout n > 1, on a
on(q) = Mu-1(q) 8, ot n,—1(q) est ’élément de X, _1 ® K(q) défini par

_ -1 . d(7)+1
d n 1 _
’%-1(‘1) = Z (_1) ) [ d(T) :| g ( 2 )T .
TEGn_1 g
3. UN {-ANALOGUE DE L'IDEMPOTENT DE KLYACHKO — La considération de certaines

familles & deux parametres de fonctions symétriques non commutatives (les fonctions de ’alpha-
bet %%;A), naturelles dans le cas commutatif, conduit a une autre déformation de I'idempotent
de Klyachko. Pour la décrire, nous aurons besoin des constructions suivantes.

On peut décomposer de maniere unique la composition I(C') associée & une partie C' C [1, n]
sous la forme I(C') = Eyv Ey> ... o E5 ou chaque E; = (17 y) est une composition équerre (qui
code donc la partie [1, z] de [1,z+y]). La décomposition en équerres de C' est la suite DE(C) =
(Eq1, Es, ..., Es). On associe alors a C' la composition notée E(C) = (((Eq),L(E3),...,U(E;))
obtenue en prenant les longueurs de toutes les équerres de DE(C). Par exemple, avec C' =
{3,4,5,9}et n =11 on a I(C) = (3,1,1,4,2) puis DE(C) = (2,133,112) et E(C) = (2,6,3).
On associera enfin a chaque partie C' C [1,n — 1] un polynéme PE¢(1,q) construit comme suit :
parcourant le diagramme ruban D; associé a I(C') de gauche a droite, on met une croix dans la
premiére case de Dy et dans les deux premieres cases de chaque équerre (en commencant par la
deuxieéme) de la décomposition en équerres de C'; ensuite, parcourant & nouveau D; de gauche
a droite, on numérote les cases de Dy de 0 & n — 1, sans écrire dans une case déja marquée par
une croix. On obtient de cette maniére une suite (e, ez, ...,€e,,) d’entiers positifs de [1,n — 1]



qui numérotent les cases non marquées de Dj. Le polynéme PFEc(t,q) est alors le produit des
facteurs ¢ — ¢ ou 1 — ¢ ¢ selon que l’entier e; se trouve dans la colonne ou la ligne d’une
équerre intervenant dans DE(C') (la case du coin d’une équerre étant considérée comme faisant
partie de la colonne de I’équerre). Sur ’exemple considéré, avec I(C') = (3,1, 1,4,2). on obtient

le polynome

PE@a500tq)=(1—qt)(¢* = 1) (¢ =) (1= ¢°t) (1 = ¢" 1) (1 - ¢"%1) .

Définition 3 Pour tout n > 0, on pose

K(t,q) = Z g2 EC) (1 = )" B (¢ — ) FOD=1 PEL(L,q) D¢ .
Ccl1,n—1]

ot pour toute composition I, on note majl = ECGC(I) c.

On a en particulier, en posant [z,y]; =2y —tyz,

K, (t,0) = (1 =t)[[...[[1,2]s 3]s, ... ], n]e , Kn(0,q) = Z qmaja o,
€6,

Kn(t,1)=(1-1t)" > o, Ky(l,9)=0.
e®,

Théoréme 2 Soit ( une racine n-ieme primitive de Uunité. Alors Uélément

Aal10) = s K1)

(1=t

de 3, est un idempotent de Lie, égal a lidempotent de Klyachko pour t = 0.

On peut construire a partir des ¢,(¢) un systéme complet d’idempotents orthogonaux F)(q),
qui se réduisent aux idempotents E) de Garsia-Reutenauer (cf. [3]) pour ¢ = 1. En particulier,
on obtient ainsi des g-analogues des idempotents eulériens. Ces résultats seront détaillés dans

une publication ultérieure.
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