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Quelques remarques sur
les super-algebres de Lie libres

J. Désarménien ! , G. Duchamp 2 , D. Krob 3 , G. Melancon *

Résumé

Nous nous intéressons ici aux bases combinatoires des super-algebres de Lie libres.
Nous étendons le théoreme d’élimination de Lazard a ce cadre. Nous étudions aussi plus
en détails les cas des bases de Lyndon et de Hall.

Some remarks on free Lie super-algebras

Abstract

We are interested here in studying combinatorial bases of free Lie super-algebras. We
extend Lazard’s elimination theorem to this framework. We also study in details the cases
of Lyndon and Hall bases.
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Abridged english version

One calls often Lie super-algebra every 7 /27-graded algebra G equipped with a non-
associative bracket satisfying the two identities

[.%,y] + (_1)wy [y,x] =0 )
(_1)zw [.T, [y7 Z]] + (_1)wy [yv [Zv .T]] + (_l)yz [Za [.T, y]] =0
for every homogeneous elements z, y, z of homogeneity still denoted here z,y, z (see [10]).
In fact, these algebras can be considered as particular cases of a more general class of

algebras — that we will still call here Lie super-algebras — where the torsion of the classical
Lie identities is made with the help of a bicharacter (see [8]).

The free structures naturally associated to these Lie super-algebras have already been
studied in the case of the classical bicharacter (—1)*¥ (see [1] for more details). In parti-
cular, several authors have independently constructed bases for free Lie super-algebras.
For instance, Lyndon bases were for instance obtained by Shtern and Mikhalev (see [5, 11]
or [1] Chap. 2) and Hall bases are due to Melancon (see [4] pp. 31-32 or [9] p. 103).

This short note is devoted to give a new lighting on some aspects of the theory of free
Lie super-algebras. We begin by showing that every bicharacter can be written as a prod-
uct of simple bicharacters that are explicitely described. We also precise the bicharacters
for which one can equip the associated free Lie super-algebras of natural structures of
modules on the symmetric or linear group. Finally we study the different classical bases
of free Lie super-algebras. We give first a supersymmetric version of Lazard’s elimination
theorem. It allows us to generalize the concept of Lazard-Viennot base by proving the
following result that explains the structure of all classical bases of free Lie super-algebras.

Theorem. Let M be a monoid, let A be a M-graded alphabet, let x be a bicharacter M,
let B be a Lazard-Viennot family and let B~ be the set of negative elements of B. Then
the family { m(b), b € B }U{ [my(b), 7, (b)], b € B~ } is a basis of L] (A).

The end of our note is then devoted to a more precise study of the special cases of Lyndon
and Hall bases. We especially present a new argument for proving that the Lyndon base
is really a base of L;V((A), using a supersymmetric version of the cyclotomic identity. We
also show how to adapt the rewriting technique of Melangon (cf [4]) for describing the
decomposition of an arbitrary super-Lie element of L](A) on a Hall base.

1 Préliminaires

1.1 Bicaracteres

Soit K un anneau et soit M un monoide commutatif de type fini. On appelle alors
bicaractére sur M a valeurs dans K (cf [8]) toute application xy de M x M dans K qui
vérifie les conditions suivantes

Va,y,z € M, x(z +y,2) = x(z,2) x(y,2), x(z,y+2) =x(z,y) x(z,2) (2.1),
Va,ye M, x(z,y) x(y,z) =1 (2.2), Ve e M, x(z,z) € {-1,1} (2.3).
Un bicaractere x sera dit alterné si 'on a x(z,z) = 1 pour tout z € M. De méme,

un bicaractére sera dit symétrique s'il est de la forme (—1)* oll ¥ est une application
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bilinéaire symétrique de MxM dans Z/2Z. On dira enfin qu’un bicaractere est élémentaire
s'il s’agit d’un bicaractere alterné de la forme a® o a est un élément de K et ou A est
une application bilinéaire alternée de M x M dans Z.

1.2 Super-algebres de Lie libres

On suppose maintenant que K est un anneau dans lequel 1/2 et 1/3 existent. ®> Soit
M un monoide commutatif de type fini, soit A = (A, )men un alphabet M-gradué, c’est-
a~dire muni d’une fonction de poids v de A dans M (cf [1]) et soit x un bicaractére sur
M. On note alors L;(A) la super-K -algébre de Lie libre construite sur A. Rappelons qu’il
s’agit de l'algebre M-graduée définie comme le quotient de la K-algebre du magma libre
Mg(A) sur A par les relations

x(z, 2) [, [y, 2]] + x(z,9) [y, [z, 7] + x(,2) [2, [2,9]] = 0,
[z, y] + x(z,y) [y, 2] =0,

oll z,y, z sont des éléments homogenes ¢ de K[Mg(A)]. On désigne par ad la dérivation

intérieure de L] (A) définie par adw.z = [ay, [ag, [..., [an, 2] ...]]] pour tout w =
ai...an, € A* et tout z de L](A). Notons A* = {a € A, x(a,a) =+1} et A~ ={a€
A, x(a,a) = =1}. On définit alors un morphisme de monoides ¢ de A* dans Z/27 en

posant €(a) =0sia € AT et e(a) =1sia € A~. Un mot w € A* est alors dit positif
(resp. négatif) si e(w) est égal & 0 (resp. 1). On définit de maniére similaire les éléments
positifs et négatifs de Mg(A) dont les ensembles seront notés Mg(A)* et Mg(A)~.

1.3 Familles de Lazard-Viennot

Une base de Lazard-Viennot de 1’algebre de Lie libre L(A) sur un alphabet A est une
base que 'on peut obtenir par application itérée du procédé d’élimination de Lazard,
effectué lettre a lettre (cf [12] pour plus de détails). Il s’agit en fait essentiellement de la
donnée d’une partie B du magma libre Mg(A) qu’'on appelera alors famille de Lazard-
Viennot. Si 7 et § désignent les applications canoniques de Mg(A) dans L(A) et dans A*
consistant respectivement a remplacer les parentheses par des crochets et a déparenthéser,
la base de Lazard-Viennot associée a B est alors a proprement parler la famille (7(b))pen
de L(A). Dans ce cas, (0(b))scp est une factorisation complete de A*. Signalons enfin que
, désignera par la suite I'application canonique de M g(A) dans L) (A) qui consiste aussi
a remplacer les parenthéses par des crochets.

2 Structure des bicaracteres

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant dont la preuve est laissée au
lecteur et qui donne une décomposition (non unique) de tout bicaractere.

THEOREME 2.1 : Tout bicaractére est le produit d’un bicaractere alterné par un
bicaractere symétrique.

5 Cette restriction est préférable pour éviter des phénomenes de torsion.
6 Dans les deux identités précédentes, comme dans la suite de cette note, nous identifions un élément
homogene et son poids dans les écritures de bicaracteres.



La considération de la décomposition en facteurs primaires du sous-groupe de type fini
de K—{0} engendré par les valeurs de x permet de montrer que tout bicaractere alterné est
produit de bicaractéres élémentaires. En fait, tout bicaractere alterné y peut se construire
comme suit. On se donne d’abord une congruence = sur M telle que G = M/ = soit un
groupe qu’on peut donc décomposer comme une somme directe de sous-groupes cycliques
(G;)ier ou I est un ensemble totalement ordonné. Pour tout i € I, soit e; un générateur
distingué de G; d’ordre m; € NU{+o00} et pour tout ¢ < j, soit a; ; un élément de K—{0}
d’ordre divisant pged(m;, m;). On peut définir une application Z-linéaire c de G ® G' dans
K—{0} en posant c(g) = 0 pour tout g € G; ® G; et c(me; ® ne;) = af/* ou a; ;™" suivant
que 7 < j ou 7 > j. On obtient alors un bicaractere alterné par composition de c et de la
projection naturelle de M x M dans le Z-module G ® G.

3 Actions des groupes linéaires et symétriques

Dans ce paragraphe, K sera un corps. Pour tout n, J, désignera la matrice d’ordre nxn
dont toutes les entrées sont égales a 1. Nous associerons a tout bicaractere symétrique
(—1)% la matrice M(X) d’ordre A x A dont I'entrée générique est X(v(a), (b)) pour
tout a,b € A. Nous allons considérer maintenant la super-algebre de Lie libre L) (A)
plongée dans K < A > — le crochet s’interprétant comme [z,y] = xy — x(x,y) yz pour
z,y homogenes — et étudier la stabilité de L) (A) sous les actions naturelles des groupes
symétrique S(A) et linéaire GL(A) sur K <A>.

THEOREME 3.1 : Une super-algebre de Lie libre L] (A) peut étre munie d’une struc-
ture naturelle de S(A)-module ssi x est un bicaractére symétrique (—1)* ou M(X) est
égale a I,, —1I,, J, ou I,,—J,.

Note : Les cas I, et J, correspondent au bicaractére trivial et au bicaractere (—1)1¥l.

COROLLAIRE 3.2 : Une super-algébre de Lie libre L)(A) peut étre munie d’une

structure naturelle de GLg(A)-module ssi y est un bicaractére symétrique (—1)* on

M(X) est égale a I,, —1I,, ou J,.

4 Bases de Lazard-Viennot

4.1 Le théoréme d’élimination

Nous pouvons énoncer le résultat suivant qui généralise le théoréme d’élimination de
Lazard au cas des super-algebres de Lie libres. Sa preuve se fait, mutatis mutandis, de la
méme facon que dans le cas classique.

THEOREME 4.1 : Soit M un monoide commutatif, soit A un alphabet M-gradué,
soit x un bicaractere sur M, soit B un sous-alphabet de A et soit Z = A— B. Posons
T={adw.z, w € B*, z € Z}. Comme les éléments de T sont homogenes, T est
encore naturellement M-graduée par une fonction poids qu’on notera encore y. Alors
la sous-super-algebre de L] (A) engendrée par 1" est une super-algebre de Lie libre ayant
T comme famille basique que I'on notera L)(T') et qui est aussi un idéal de L) (A) sur



lequel L] (B) opere par dérivations intérieures. De plus L](A) est isomorphe au produit
semi-direct L} (B) X LY(T).

Remarque : Dans le cas du bicaractere x(z,y) = (—1)%¥, le théoréme précédent permet
de décomposer L, (A) en somme directe de P’algebre de Lie libre engendrée par A% et de
la super-algebre de Lie libre engendrée par 7'~

La super-K-algebre de Lie libre L, (a) engendrée par une seule lettre a est égale a
Kasiae AT et & Ka® K<a,a> si a € A™ sous les hypotheéses faites sur K. On
déduit maintenant aisément de ce calcul, de la définition des bases de Lazard-Viennot et
du théoréme d’élimination le résultat suivant.

THEOREME 4.2 : Soit A un alphabet M-gradué, soit y un bicaractere sur M, soit B
une famille de Lazard-Viennot et soit B~ I’ensemble des éléments négatifs de B. Alors la
famille { m,(b), b € B } U{ [my(b), m,(b)], b € B~ } est une base de L] (A).

4.2 Bases de Lyndon

Supposons maintenant A totalement ordonné par <. Notons alors Ly ’ensemble des
mots de Lyndon, Ly~ ’ensemble des mots de Lyndon négatifs et C'Ly~ l’ensemble des
carrés de mots de Lyndon négatifs. D’apres le théoreme 5.2, on peut définir une base de
Lyndon £ = (P)eryucry- de Ly(A) en posant P, = a pour tout a € A, P, = [Py, P, |
pour tout [ € Ly dont la décomposition standard est | = fn et P, =[P,, P,] pour tout
I =n? € CLy” avec n € Ly~. Le fait que la famille £ est une base de L;(A) avait
déja obtenu dans le cas du bicaractére classique (—1)/®/¥ par Shtern par une méthode
algorithmique (cf [1, 11]). On peut aussi adapter ’algorithme de Schiitzenberger (cf [3])
pour prouver que £ est bien une base de L)(A). 7

Note : 1l est facile de voir que [ est le plus petit mot pour 'ordre lexicographique qui
apparait dans le support d’un élément P, de la base £ de L] (A). Il en résulte que les mots
minimaux des supports des éléments de L}C(A) sont exactement les mots de Ly U CLy~.

Nous allons maintenant présenter une autre méthode pour prouver que L est une
base de L] (A). La remarque précédente montre qu’il suffit en fait de voir que £ est une
famille génératrice de L) (A). Pour cela, montrons d’abord le lemme suivant qui donne
une version supersymétrique de I'identité cyclotomique.

LEMME 4.3 : Soit [(«) le nombre de mots de Ly U CLy~ de multidegré o € N4,
Alors, si (T,)4ca est une famille d’indéterminées commutatives, on a

1 1
T~ 7 = I g—7aw@ 1 4+ T |
1 =3 4ea Ta (1 — T)ie) al;[() ( )

a>0

Preuve : 1l suffit d’écrire la factorisation complete de A* formée par les mots de Lyndon
usuels de Ly, puis de remplacer [* par (/?)* (1 + [) pour tout mot [ € Ly~. L’identité
supercyclotomique n’est autre que I'image commutative de 1’'identité ainsi obtenue. -

" 1l suffit pour cela d’étendre 1’ordre considéré par Lothaire (cf [3] p. 78) aux couples (n,n) €

Ly=xLy~, (m,n?) € LyxCLy~ avec m < n et (n?,m) € CLy~ x Ly avec n < m.



Nous pouvons maintenant prouver que L est bien une partie génératrice de L](A).
Notons d(a) la dimension de la composante multihomogene de degré @ € N4 de L7 (A).
La liberté de la famille £ montre que I'on a l(«) < s(«) pour tout multidegré c.. Supposons
que l'on ait I(«) < d(a) pour au moins un multidegré. On pourrait alors écrire

1
[ ggeyw 0 079 < T gy 1L Q7
a>0 (1 _Ta)l(a) a<0 a>0 Ta d(c) a<0
Or les deux membres de cette inégalité sont égaux a 1 / (1=3"4e4 T,) d’apres respectivement
le lemme 4.3 et le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les super-algebres de Lie (cf
[1, 10] par exemple). Il en résulte une contradiction qui montre donc que /() = d(«)
pour tout multidegré o et établit ainsi le fait que £ est une partie génératrice de L] (A).

Note : Les dimensions I(«) intervenant dans l'identité super-cyclotomique ne dépendent
pas de x et peuvent étre calculées a 'aide de formules de Witt adaptées (cf [1]) qui sont
en fait équivalentes a la donnée des caracteres des représentations naturelles du groupe
symétrique dans les algeébres correspondantes (cf [7] pour plus de détails).

4.3 Bases de Hall

Une partie # de Mg(A) sera appelée une famille de Hall pour L) (A) si elle est obtenue
a partir d’une famille de Hall ordinaire H (cf [4, 9, 12]) en lui adjoignant les carrés dans
Mg(A) de ses éléments négatifs et en étendant 1’ordre total existant sur H a ‘H de sorte que
(h, h) devienne le prédécesseur immédiat de h pour tout h € H- ot H- = HN Mg(A)~.
On appelera alors base de Hall toute base de L] (A) qui est 'image par 7, d’une famille
de Hall, ce qui a bien un sens d’apres le théoréeme 5.2. On peut facilement montrer que les
bases de Hall coincident avec les bases de Lazard-Viennot de L)(A) a I'aide du résultat
usuel similaire (cf prop. 1.2 de [12] ou prop. IV.3.1 de [9]).

Nous allons maintenant expliquer comment se servir des bases de Hall pour calculer
dans L;(A) avec des méthodes analogues a celles développées pour les algebres de Lie libres
dans [4, 9]. Pour cela, nous allons construire un systéme de réécriture sur ’ensemble S
formé des suites s = (hq, ..., h,) ou h; € H C H pour tout 7 et telles que A > h;i1,..., hy
pour tout h; = (hj, h!) non-réduit a une lettre. Pour tout couple (h;, h;y1) d’éléments
consécutifs d’'une suite s de S tel que h; < h; 1 et h; 1 > h;i9, ..., h,, on autorise alors s a
se réécrire en deux suites s’ = (hy, ..., (hi, hit1), ..., hy) et " = (hy, ..., hix1, hiy o oo By).
On peut montrer que les suites s’ et s” appartiennent encore & S (cf prop. 1.4.4 de [4]).
Ainsi, a partir d’une suite s de S, on peut engendrer un arbre fini décrivant les réécritures
successives possibles issues de s et dont les feuilles sont donc constituées de suites de S
décroissantes.

On augmente maintenant ce systeme de réécriture d’une nouvelle regle qui ne pourra
étre appliquée qu’aux suites décroissantes de S pour donner des suites dont les éléments

pourront appartenir & H. Cette nouvelle régle permet de réécrire toute suite (hq,. .., hy)
décroissante de S en (hq, ..., (hi, hiz1),. .., hy) lorsque h; = h;y1 € H™ avec hj11 > hiio
ou i+1 = n. Une application itérée de cette régle permet de réécrire (..., h,...,h,...) €S

ou h € H™ est répété p foisen (..., (h,h),...,(h,h),...) ou (..., h,(h,h),...,(h,h),...)
selon la parité de p. Une telle suite sera dite réduite. On peut alors préciser la décompo-
sition d’un alternant arbitraire sur .



PROPOSITION 4.4 : Pour tout w =a;---a, € A%, on a la décomposition unique :
[a1, [as, [ . -, [@n—1,an] .. J]l = D aymy(s),
S
dans L) (A) avec o, € et ol s parcourt les suites réduites issues de (a1, ..., ax).

Note : Le résultat précédent admet aussi une version monoidale qui affirme que tout
mot w de A* peut s’écrire de maniére unique comme w = h{*h3’---hi* avec h; € H,
hi>--->hpetoup,=0o0ulsih; € H .

Remarque : On peut définir comme dans le cas usuel un coproduit sur L7 en rendant
primitives toutes les lettres (cf [1]). Le transposé de ce coproduit s’interpreéte alors comme
un shuffle signé sur K < A>. En utilisant ces différentes notions, il est alors aisé d’étendre
les résultats classiques concernant les bases duales des bases de Hall au cas des super-
algebres de Lie libres (cf paragraphe 5.2 de [8]).
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